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1. Introducciéon

El objetivo del presente documento es presentar algunas de las aplicaciones
de la teoria del transporte Optimo en economia y finanzas, con énfasis en los
métodos computacionales. En los dltimos anos, esta teoria viene siendo usa-
da en numerosas investigaciones en areas como matching, teoria financiera o
econometria, ver Galichon (2016), Victor Chernozhukov and Galichon (2022)
y Glasserman and Yang (2015). En concreto, vamos a presentar problemas de
emparejamiento asi como la estimacién de estructuras de costos (en situaciones
especificas). Aunado a ello, exponemos el problema del acotamiento del Credit
Value Adjustment, una interesante aplicaciéon en finanzas. Para introducir esto,
es necesario establecer en qué contexto vamos a trabajar y por ello, exponer
algunas herramientas propias de la teoria del transporte 6ptimo.

De este modo, empezamos esta discusion, la Seccién 2, presentando el pro-
blema de Kantorovich. Luego, se introduce el problema regularizacién entrépica,
que denotaremos P., para el caso de conjuntos finitos en el espacio euclidiano':
Seccién 3. A continuacion, en la Secciéon 4, estudiamos el algoritmo Sinkhorn-

Knopp, un método numérico que permite obtener una solucién aproximada al

IEstas simplificaciones permiten presentar la teorfa y los modelos de la forma mas sencilla

y desglozada posible.



problema P.. Después de esto, aterrizamos en las aplicaciones que se han mencio-
nado. En primer lugar, desarrollamos la estimacién de una estructura de costos
particular en la cual se ha uso de una versién del algoritmo Sinkhorn-Knopp
Dupuy et al. (2021). Luego, en la Seccién 6 hacemos una breve presentacion de
la teoria de la eleccién discreta, la cual nos permite estudiar problemas de empa-
rejamiento en el mercado del matrimonio Dupuy and Galichon (2014) y laboral
Dupuy and Galichon (2022) . Estos, resultan en una formulacion de regulariza-
cién entropica y de ahi el vinculo con nuestra primera seccion. En la Seccion 7 se
presenta el problema del acotamiento del Credit Value Adjustment Glasserman
and Yang (2015). Finalmente, en la Seccién 8 presentamos aplicaciones para
actoar medidas de riesgo que dependen de dos factores de riesgo Memartoluie
(2017) y el riesgo de modelo Glasserman and Xu (2014). En estas dos secciones
se estudia el problema de regularizacién entrépica en el caso continuo y se pre-
sentan resultados importantes. Se provee un apéndice con diversos resultados de
analisis convexo, funcional y teoria de la medida, entre otros, con la finalidad de
hacer este documento lo méas auto-suficiente posible. Adentrarse en la teoria del
transporte 6ptimo presupone un dominio de la teoria de la medida y de probabi-
lidad. Més ain, muchos de los resultados aludidos en las aplicaciones requieren
del dominio de la teoria de subgradientes y subdiferenciales, que a su vez hacen
uso de algunos resultados conocidos del andlisis funcional. Recomendamos al
lector empezar revisando nuestro anexo, para hacer méas efectiva la lectura del
documento.

El principal aporte de este documento yace en el desarrollo detallado de
diversos resultados en articulos que, en su versiéon original, no se encuentran
desglosados y aluden a resultados matematicos no tan conocidos. Asimismo,
hemos realizado una traduccién al espanol libre de varios de los teoremas y
pruebas de las referencias usadas, y desarrollado con mas detalle, en caso se haya
considerado pertinente, algunos de los resultados que solo eran mencionados en
los articulos de la bibliografia de este documento.

Permitanoas enfatizar que no se pretende en lo absoluto reemplazar los ya
existentes libros de Optimal Transport. Por lo contrario, recomendamos al lector
interesado consultar Ambrosio et al. (2021), Galichon (2016) o Villani (2009)

para una exposicién mucho mas completa y general del tema.



Terminamos esta introducciéon senalando que nuestro piblico objetivo son
alumnos de la especialidad de matematicas con interés en las aplicaciones en
economia y finanzas, o bien estudiantes de economia o finanzas con un sélido
background matematico y con intereses en teoria econémica y métodos numé-
ricos. Es necesario que el lector esté familiarizado con elementos principales del
analisis real, algebra lineal y topologia. Por ejemplo, tener claro las nociones de
conjunto compacto, espacio vectorial, espacio métrico o topologia es necesario
para leer este documento. Nuestras recomendaciones para afianzar estos concep-
tos son Abbott (2015), Axler (2014) y Aliprantis and Border (2006). En nuestro
apéndice solo definimos y presentamos conceptos que aparecen con frecuencia
en el cuerpo principal.

Un aspecto muy importante de este documento es que brinda las herramien-
tas necesarias para poder llevar a cabo problemas de investigacién en economia
y finanzas con metodologias que han sido desarrollados recientemente en la li-
teratura. Concretamente, el algoritmo SISTA y la formualcion de problemas de
regularizacién entrépicas en el contexto de la teoria del transporte 6ptimo.

De este modo, esperamos que estas notas sean de interés y uso para alum-
nos en la Pontificia Universidad Catoélica del Pert, y en general, en todo pais
hispanohablante.

El documento no estd extento de typos. De encontrar alguno, por favor

senalarlo a nuestros correos.

Marcelo Gallardo y Carlos Cosentino



2. El problema de Kantorovich y una invitaciéon

a la teoria del transporte 6ptimo

Dedicamos esta primera seccién a un breve resumen de la teoria de transporte
optimo. Para abordar esta seccion, es altamente recomendado consultar el Anexo
de este documento. En efecto, se requiere de conocer las definiciones béasicas de
Teoria de la Medida. Empecemos ahora si con el tema en cuestion.

La teoria del transporte 6ptimo nace como un problema de redistribucién de
masa. Suponga que tenemos dos espacios de medida® (X, u) y (), v). El primer
espacio indica la distribucién inicial de una cierta masa, mientras que el segundo
espacio dicta la distribucién final que debe seguir. A su vez, transportar masa
de un punto z € X a un punto y € Y viene con un costo ¢(z,y). Por motivos
obvios, llamamos a ¢ : X x Y — R U {+oc0} la funcién costo. Logicamente,
queremos minimizar el costo total del proceso de redistribucion.

i Por qué es un asunto tan importante? Dejando de lado que el resto de este
trabajo se dedica a presentar aplicaciones en economia y finanzas, brindamos
dos aplicaciones bastante intuitivas: una en el caso la masa es continua y otra
en el caso la masa es discreta. En ambos casos considere que la funcién costo es

proporcional ala distancia, como usualmente ocurre con los costos de transporte.

1. El problema de redistribucién de tierra, originalmente estudiado por Mon-
ge en el siglo XVIII y considerado el primer problema de trasporte éptimo.
Consiste en la siguiente situacion: se tiene una pila de tierra con una forma
dada X C R3 y, en otra locacién, un hueco en el suelo del mismo volumen
que ocupa el espacio Y C R3. Monge se pregunta por la mejor manera
de transportar la pila de tierra y asi, llenar el hueco. La tierra esta uni-
formemente distribuida antes y después del transporte®. Capturamos esta

informacién con las medidas p = Unif(X) y v = Unif(}).

2Dejaremos siempre el o-algebra implicito. En el caso de espacios métricos consideraremos

el o-algebra de Borel.
3La densidad de tierra es igual en todos lados en la pila y en el hueco una vez que lo

llenamos.



Figura 1: El problema original de Monge.

2. El problema de reasignacion de soldados. Consideremos las posiciones (ciu-
dades) X = {1, 22,23, ..., Tm }, cada una con una cierta cantidad de solda-
dos, 1, ---, by respectivamente. Supongamos que deseamos transportarlos
alas ciudades Y = {y1,¥2,¥3, Y4, ---, Yn }, de forma que en las ciudades de Y’
cuenten con vy, ..., v, soldados, respectivamente. Ciertamente la cantidad
de soldados en las ciudades de X debe coincidir , con la cantidad de sol-
dados que se necesitan en las ciudades de Y. Esto es, >\, p1; = >0, v;-
Podemos también definir una matriz de costos que representa el costo
de enviar un soldado de z; a y; (justamente esta es la funcién de costos

implicita del problema)

’(x,y)\yl\yz\yg\m‘

1 Ci1 | €12 | €13 | C14
T2 C21 | C22 | C23 | C24
xs3 C31 | €32 | €33 | C34

Un «plany, en este contexto, es una matriz cuyas entradas representan la

cantidad de soldados asignados para ir de x; a y; (entrada 4, j):

’(x,y)‘m‘yz‘yz‘m‘

T 11 | T12 | T13 | 714
€2 721 | T22 | T23 | 724
€3 731 | 732 | 733 | 734




Luego de normalizar por la masa de individuos total M = Y7 u;, el
problema de minimizacién que compete a las autoridades planificadores
es
min E Cij Tij
WEmen(]R+) T N~~~
bJ =costos =el plan

sujeto a que la cantidad adecuada de soldados sea transportada y 7 € [0, 1].

Concretamente
ml’nz CijTij
,J
S.G.Z’f(’ij = ,U/Z/M, V1
=1
Zm‘j =v;/M, V j
i=1
g Z 0.
xr
1,/ LY
ZUQ./LQ yQ.VQ
T3 13 Y3 v

Lo fm > Ym Vim

Figura 2: Ejemplo de plan de transporte para el problema de distribucion de
tropas. Una flecha verde representa que se manda algin soldado desde esa lo-

cacion a la ciudad indicada.



En general, la redistribucién puede no ser tan sencilla como una asignacion
T : X — Y. Quizas esto podria funcionar en el problema de Monge, podemos
mandar cada particula de tierra en la pila a un punto especifico en el hueco. Sin
embargo, esto falla en nuestro segundo ejemplo: tenemos la opcién de mandar a
soldados del mismo campamento a ubicaciones distintas. De este modo, debemos
hacer uso del concepto definido a continuacién. Denotamos P(S) el conjunto de

las medidas de probabilidad sobre un espacio medible S.

Definicién 1. Sean X, ) espacios medibles y u € P(X),v € P(Y) medidas de

probabilidad. Decimos que © € P(X x ) es un acoplamiento de p y v cuando
T(AXY)=pu(A) N n(X x B) =v(B)

para cada A C X, B C Y medibles. En este caso, decimos también que 7 es un
transport plan entre 1 y v, o que tiene dichos marginales en X, ), respectiva-

mente. Denotamos el conjunto de acomplamientos por
II(p,v) :=={m € P(X xY) : 7 es acoplamiento de p,v}.

Trabajamos ahora con espacios de probabilidad para normalizar las masas,
de modo que p(X) = v(¥) = 1. Pensamos a 7(A x B) como la cantidad de
masa transportada de A C X hasta B C ). La idea de usar acoplamientos
para caracterizar una redistribucion de masa se justifica por las siguientes dos

intuiciones:

1. Para cada A C X, el total de masa transportada desde A hacia ) es la

cantidad de masa que se encontraba en A inicialmente. O sea (A x Y) =
p(A)

2. Para cada B C ), el total de masa transportada desde X hasta B es el
total de masa que se encuentra en B luego de la redistribucién. Esto es

(X x B) = v(B).

Observacién. El conjunto de acoplamientos II(u, ) siempre es no vacio, pues
la medida producto p x v tiene marginales u,v. El lector puede verificar la

convexidad de este conjunto.

10



El siguiente resultado es de gran importancia en la teoria de transporte
optimo y justifica la mayoria de resultados que se presentan a continuacién. El
conjunto de acomplamientos es compacto en el espacio P(X x ) cuando X,

son polacos. Esto es, espacios métricos completos y separables.

Teorema 2. Sean X,) espacios polacos y sean p € P(X),v € P(Y) y S =
X x ). Entonces II(u, V) es compacto en P(S) respecto a la topologia inducida

por la métrica
dp(p,v) =inf{e >0: VA€ Bs: u(A) <v(A®) +e, v(A) < u(A®) +¢}

donde
A*={x e S: d(z,A) <e}.

Demostracion. La compacidad es un resultado mas complicado de demostrar e

invitamos al lector interesado revisar la prueba en Ambrosio et al. (2021). O

Antes de introducir el problema de Kantorovich en su versiéon general, con-

sideramos conveniente mostrar el siguiente resultado.

Lema 3. Sea f: X x Y — R tal que f(z,y) = g(z) (solo depende de = € X)
para todo (z,y) € X x Y. Entonces, para todo 7 € II(u, v) tenemos

/Xxy f(x,y)dW:/Xg(x)dw

Anéalogamente, cuando f solamente depende de y € ) se integra sobre (Y, v).

Definicién 4. Sean X, ) espacios medibles, u € P(X), v € P(Y) medidas de
probabilidad y ¢ : X x ) — R U {400} una funcion costo. Para cada trans-
port plan 7 € II(u, v) podemos definir el costo total de transporte por el valor

esperado de la funciéon costo sobre la medida 7:

E.[c] ::/X yc(x,y)dﬂ'.

El problema de Kantorovich es encontrar 7* tal que
Eq«[cJ= inf E;[.

m€M(p,v)

Diremos en este caso que 7 € II(u, ) es un transport plan 6ptimo.

11



Observacion. En el caso de conjuntos X, ) finitos, digamos con |[X| = N y
|Y| = M, las medidas de probabilidad u € P(X) y v € P()) estan unicamente
determinadas por sus valores en cada punto z € X o y € Y. Asi, podemos
identificarlas con vectores p = (uz)zex € RN y v = (v,)yey € RM con entradas
no-negativas sumando 1. Como |X x Y| = N x M, por el mismo argumento,
una medida de probabilidad 7 € P(X x )) puede ser vista como una matriz
T = (Tey)(@yexxy € Mnyxu(R) con entradas no-negativas y tales que sus
columnas y filas sumen 1 (doblemente estocasticas). Mas atn, el conjunto de

acoplamientos se puede caracterizar por:

(g, v) = m: Mgy >0, Zﬁzy:ux,VxeX A Zﬂzy:uy,VyEy
yey reX

De esta forma, en el caso discreto, el problema de Kantorovich se vuelve un

problema de programacién lineal:
inf ny Tz (2, Y)
8.0, ey Tay = Hay VT EX

ZweX Mgy =Vy VY €Y

Ty = 0.

Cabe mencionar que el problema de Kantorovich en general no tiene una forma
sistematica de resolverse. No obstante, cuando se trabaja el caso discreto, ba-
jo ciertas condiciones, existen varias herramientas que nos permiten obtener o

aproximar la solucion (es de hecho uno de los temas principales de este trabajo).

Observacion. Note que se verifica la convexidad del conjunto de acoplamien-
tos Optimos gracias a la linealidad del funcional 7 € P(X x V) — Er(c¢) €
[—00, +00]. Sin embargo, no podemos asegurar que dicho conjunto es no va-
cio sin imponer alguna condicién sobre la funcion costo. El siguiente teorema

garantiza su no vacuidad para una familia grande de funciones costo.

Teorema 5. Sean (X, 1), (Y, v) espacios de probabilidad polacos, y dos funcio-
nes semicontinuas superior a : X — RU{—o00} p-integrabley b:) — RU{—o0}
v-integrable. Sea ¢ : X x Y — RU{+o00} una funcioén costo semicontinua inferior
tal que ¢(z,y) > a(z) + b(y) para todo (z,y) € X x ). Entonces existe un plan

# € I(u, V) que minimiza el costo de transporte.

12



Demostracion. Ver Teorema 4.1 en Villani (2009). O

Observacion. La cota inferior para ¢ nos permite asegurar, gracias al Lema 3

que todo plan de trasporte 7 € II(u, v) nos da un costo total E;[c] € RU{+o0}:
Bl = [ cloy)in
> / (a(z) +b(y))dr
X XY

:/ a(x)dp + | bly)dv
X Y
> —00.

Sin embargo, atin puede ocurrir que el costo de transporte 6ptimo sea +o00. Es
decir, que cada transport plan nos de costo infinito. Para descartar esta posibi-
lidad, podriamos acotar superiormente ¢ de la misma manera. Otra manera de
garantizar que el valor 6ptimo en el problema de Kantorovich sea finito es impo-
ner ciertas condiciones en los marginales y y v. Cuando X = ) = R?, en muchos
casos resulta util para nuestros propoésitos imponer condiciones de cuadrado-

integrabilidad. Esto es, imponer [p, ||z][*diu < +00 y/0 [pa||yl|*dr < co.

Definicién 6. Definimos el espacio P2(R¢) como el conjunto de las medidas de

probabilidad cuadrado-integrables en RY. Esto es:
P2(R?) = {n € P(RY) : Ey[l]2]|*] < +o0}.

El siguiente resultado nos seré ttil en la Seccién 7. Presentamos una version
bastante reducida del Teorema de Brenier, adaptado de Ambrosio et al. (2021),
que concierne al problema de Kantorovich en el espacio euclideano considerando
un costo cuadratico. Para consultar el enunciado completo , asi como la prueba,
ver el Teorema, 5.2 de dicho libro. Denotamos la medida de Lebesgue en R? por
L.

Teorema 7. Sean X = ) = RY, la funcién costo c(z,y) = %|:1: -yl ypve
Po(R?) tal que p < L. Entonces existe un tinico transport plan que minimiza

el costo de transporte 7 € II(u, v).

Observacién. En el teorema anterior, la existencia de un transport plan 6ptimo

se deduce del Teorema 5 tomando en cuenta que c¢(x,y) > 0. Ademas, dicho plan

13



6ptimo da un costo total finito, pues c(z,y) = |z —y[* < |z[* + |y|? y p, v son

cuadrado-integrables. La novedad estd en la unicidad esta solucion.

En ciertos contextos, no esté en nuestras manos controlar el transport plan
7, asi que nos interesa saber cuél es el costo total E[c] que debemos asumir en
el peor de los casos. Por otro lado, en ciertos contextos la funcién ¢ representa
més bien una utilidad, por lo que se busca maximizarla. En ambas situaciones,
estamos frente a un problema equivalente. Por ejemplo, cuando ¢ es una utilidad,
digamos @, se busca encontrar

sup  Er[®]
mell(p,v)

y, de existir, el 7* que alcance dicho supremo. Note que el conjunto de planes
de transporte en este caso sigue siendo convexo. A continuacién, brindamos un
analogo del Teorema 5 para asegurar ademas que no sea vacio (bajo ciertas

condiciones).

Teorema 8. Sean (X, 1), (), v) espacios de probabilidad polacos, y dos funcio-
nes semicontinuas inferior a : X — RU {400} u-integrable y b: Y — RU {400}
v-integrable. Sea ¢ : X x Y — R U {—o0} una funcion costo semicontinua supe-
rior tal que c(z,y) < a(z) + b(x) para todo x € X,y € V. Entonces existe un

plan 7 € II(u, v) que maximiza el costo de transporte.

Demostracion. Considere C' = —¢, A = —a, B = —b y aplique el Teorema 5 para

obtener un 7 € I(u,v) tal que

E:[C]= inf E,[C]

m€l(p,v)
—Ezle]= inf —E;[cj=-— sup E;[.
m€l(p,v) well(p,v)
Finalmente, multiplique por —1 para obtener el resultado. O

Hemos empezado nuestra discusion presentando el problema de transporte de
masas, un problema deterministico con el que se origina la teoria de transporte
Optimo. Sin embargo, el problema de Kantorovich también tiene una interpre-

tacion probabilistica. Veamos

14



Lema 9. Considere un espacio de probabilidad (£2,P) y dos variables aleatorias
X:Q— X, Y :Q — Y con distribuciones de probabilidad p € P(X),v € P(Y),
respectivamente. Considere el par (X,Y) : Q@ — X x ) como vector aleatorio.

Entonces:

1. El par (X,Y) sigue una distribucion 7 € II(y, v). Es decir, la distribucion

del par tiene marginales p y v.
2. X,Y son independientes si y s6lo si m = p X v.

Demostracion. Para cada A C X, B C ) medibles
T(AxY)=P{(X,)Y)e Ax Y} =P{X € A} = u(A4)

7(X x B) = P{(X,Y) € X x B} = P{Y € B} = v(B).

Esto prueba la primera afirmacion. Por definicién, X, Y son independientes si y

sOlo si para cada A C X', B C Y medibles se cumple
m(Ax B)=P{(X,Y) € Ax B} =P{X € A}P{Y € B} = u(A)v(B).

Es decir, si y solo si 7 es la medida producto p x v. Esto prueba la segunda

afirmacion. O

Las variables aleatorias X,Y representan factores con distribuciones indi-
viduales conocidas, pero distribuciéon conjunta 7w € II(u,v) desconocida. No
sabemos el grado de dependencia; la estructura de correlacion exacta. Si quere-
mos hacer célculos con estas variables, podemos considerar la variable aleatoria
¢(X,Y): Q — R, donde ¢: X x Y — R es una funciéon medible. Nos interesamos
en el valor esperado Ep[c(X,Y)], y un cambio de variables revela

(X, Y)dP = /Xxy c(z,y)dr = E.[c].

Belo(X.Y)] = [

Q

Mas especificamente, la teoria de transporte optimo nos da herramientas

para acotar este resultado. Es decir, hallar

inf Eqld] o sup E;[f]
m € (p,v) m€l(p,v)

15



seglin nuestros propoésitos. Pensar en el problema de Kantorovich con esta in-
terpretacion nos serd util en las Secciones 7 y 8, donde presentamos las aplica-
ciones en finanzas. Especificamente, las variables aleatorias X, Y representaran
factores de riesgo cuyas distribuciones individuales conocemos, pero cuya distri-
bucién conjunta desconocemos. Nuestro objetivo serd brindar cotas para ciertas
métricas comunmente usadas en finanzas, que dependen de estos dos factores
en simultaneo.

Esto concluye la breve presentacion de la teoria de transporte que realizamos.
Como se mencion6 previamente, no es el objetivo de este documento presentar la
teoria del transporte éptimo en si, si no més bien, enfocarnos en sus aplicaciones.
Empezamos con las aplicaciones en economia. En concreto, vamos a abordar
una version alterada del problema de transporte 6ptimo que se conoce como el
problema de regularizacién entrépica. Este problema, dado los supuesto que se
haran, puede ser abordado desde el punto de vista de la teoria de optimizacién

estatica clasica.
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3. Regularizacién entrépica

Siguiendo a Nenna (2020), vamos a considerar dos conjuntos finitos X', ), donde
|X| = |Y| = N* y establecemos las medidas de probabilidad sobre X y Y

respectivamente

uw= Z Wby V= Z VyOy.

zeEX yeY

Luego, denotamos el conjunto de acoplamientos por (estamos indexando por

z,y)

M(p,v) =< m: gy >0, wazuz, VeedX A wayzuy, Vye)y
yey rEX
Tal y como vimos en la Secciéon 2, el problema de transporte original es Villani

(2009), Ambrosio et al. (2021)

m€l(u,

min Ty (2, Y). 2
)Z ve(@,y) (2)

Resolver (2) via el algoritmo de subastas de Bertsekas tiene complejidad algo-
ritmica O(N3) Merigot and Thibert (2020): es decir, a lo mucho C'N3 pasos,
con C' una constante. Por otro lado, una situaciéon que puede acontecer en esta
formulacion es que el plan de transporte sea concentrado, es decir, que puede
existir I = {i1,...,5x} vy J = {j1,....Jr} tal que myy|rxs concentren el plan de
transporte (w5, = 0 para todo (x,y) & I x J). La desventaja de esto altimo se
explica en la Seccién 5. Una soluciéon que surgié a estos dos inconvenientes en
la literatura es el planteamiento del problema de regularizacién entrépica, que

presentamos a continuacion.

Definicién 10. Definimos la funcién de entropia (relativa) H () de la siguiente

manera

H(rm) = — Z M ma,y)

4Estamos asumiendo que tienen la misma cardinalidad por simplicidad. De manera mas

general, podemos suponer |X| = Ny |Y| = M.
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con
r(In(r) —1), sir>0

h(r) =140, sir=0

00, sir <O0.

Grafica de f(x) = x(In(x)-1)

12 4

10 A

Figura 3: h(z) = z(lnx — 1)

Observacion. Esta definicién difiere de la entropia usual de Shannon:
=Y i In(piy)-
i,
Esto pues, —H () se puede expresar como

1= mayIn(myy) = — Z/O Intdt >0 (3)
z,y z,Y

La expresion 3 facilita los calculos tal y como veremos mas adelante.

La entropia es un concepto vinculado al desorden, a la incertidumbre de la

informacién. En concreto, dado un proceso con posibles resultados {ay, ..., an}
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y probabilidades {p1,...,pn}, la entropia es maxima cuando p; = 1/N, o sea,

cuandolos eventos son equiprobables. En efecto, se resuelve

max — Zilil pi(lnp; — 1)

s.a. Zf\;pi =1.

Aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange (dada la concavidad de

la funcion objetivo y que solo hay un restriccion lineal es condicién suficiente):

N N
L(P1,..s DN, A) = pri(lnpi -1+A (1 - Zpl> .
i=1 i=1

0%
Op;

1
=—lnp;—A=0Vi = pizpj:N»Viaf

De este modo, mientras menos concentracién de la probabilidad de los estados,
la entropia serd mayor. Tal y como se menciond antes, esto permitird obtener

soluciones menos concentradas.

Definiciéon 11. El problema de regularizacion entropica corresponde al siguien-

te problema de optimizacién
P : inf sz?yc(x,y) —eH(m) (4)
zy

con € > 0 y sujeto a

T eIl(p,v) =T Mgy >0, Zﬂ'w:uw, VeeX A Zﬂ'wzuy, Vyey
yey TEX

Algunos comentarios:

1. Ahora, se busca minimizar el costo sumado con
1-— E Ty 1N Ty
z,y

Es decir, se busca un transport plan que maximice la entropia.®.

2. La funcion objetivo es continua sobre II(ju, V).

5Note que maximizar — Zf\lzl pi(Inp; — 1) sujeto a que Zf\]:1 pi = 1 conlleva a p; = 1/N.
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3. El problema de regularizacion es convexo. Esto se establece en el siguiente

lema.

Lema 12. La funcion —H : 7 € (Ry.)"*N — 37 h(myy) es estrictamente

convexa.
Demostracién. Como my, > 0, B”(t) = + > 0. Luego,

1

11

1
H(—H(w)):D( ):
Ty
1
TNN

la cual es definida positiva. O

Function: f(x, y) = Xx"2 + y"2 + exp(x~2 +y™2) + x + vy

® Minimum

Figura 4: Funcion estrictamente convexa: f(z,y) = 22 + y* + e ¥ + z +y.

Teorema 13. El problema P. tiene una unica solucion 7* € II(u,v) y, si

min{min, p,, min, v, } >0, 7;, >0,Vre X, yel.
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Demostracion. Aseguramos directamente la existencia de la solucién por la con-
tinuidad sobre el compacto II(,v). Veamos que 7, > 0. Supongamos que no

sea el caso, o sea, que Z = {(z,y) : 7}, = 0} # 0. Tomemos®
Y el(p,v): 4% = (1 —0)7* +0(uxv),0 € (0,1).
Usando la convexidad de b : r — rln(r) —r:

h(78y) < (L= O)h(xy,) + Oh(pery) < h(my,) + 0(0) )
03>, , pavy(Inpe+nv, —1)

Entonces dado (z,y) € Z y
C= min{mzinﬂw,myin vy} >0
se tiene la siguiente situacion
h(vY,) = h(Opavy) = Opavy(Inf +1n pgry, — 1) < COIO + O(0).  (6)
Sumando adecuadamente 5 y 6, obtenemos

> h(48,) < k() +nCOIO + O(0),

x,Y z,y

—H(y") —H(x*)

donde |Z] = n. Luego, notemos que (1 —6 < 1)

0 *
> VoyCoy S Y TayCay +0D Cayllavy.
T,y z,y T,y

Aprovechando la linealidad de la estructura de costos y usando la optimalidad

de 7*
Z ﬂ-;ycly - €H(7T*) < Z ,Yzyc-by - EH(’YB)
T,y z,Y
<Y mhyCay — eH(mh,) + O(0) + nCHIno.
Y

De este modo,

0<46 cte +nC'Inf |, Ve (0,1).
~—~ ~~
Zz,y(cwyﬂw”yJFh(NwV'y)) <0

SRecordemos que la medida producto es u X v = Zw’y Mz VyOa,y.
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Esto es solo posible, para cualquier configuracién, solo si n = 0 por lo que,
concluimos que 75 , > 0 (Z = (). Esto a su vez asegura la unicidad por el Lema

12: si 7* y 7** fuesen 2 soluciones, y consideramos 7*** = f7* 4+ (1 — 0)7**:
1. 7*** cumple las restricciones del problema.

2. Por la convexidad estricta:

Y (myela,y)) —eH(n™) <8 (m ,e(z,y)) —H(x")

x,y z,y
+(1=0)) (mre(,y) — eH(x™)
T,y
= min(P.)
lo cual es una contradiccion. O

Teorema 14. La tnica soluciéon m. a P. converge a la solucién de entropia

minimal en el conjunto de soluciones éptimas al problema original. Esto es,
HH(l) me — argmin {—H (7) : © € II(u,v), optimo}. (7)
E—r

Demostracion. Sea {etren C Ry una sucesion tal que e, — 0. Sea my, la solu-
cion asociada a P, . Como II(u, v) es acotado, podemos extraer una subsucesion
convergente, digamos 7y, — m*. Al ser II(u,v) cerrado, 7* € II(, ). Sea ahora

7 la solucion al problema desrregularizado. Por la optimalidad de g, y 7

0< Y m, (@ y)e(w,y) — > wlx,y)e(z,y)

T,y T,y

< ek, (H(mr,) — H(m)).

Dado que —H (-) es una funcién continua y acotada por N In N, tomando limy; o,

se llega a que

> owt (@ y)e(w,y) =Y w(x,y)e(z,y).

@y

Mas atn, dividiendo por € y tomando limite, —H (7) > —H (7*). Esto demues-
tra que 7" resuelve (7). Por la convexidad estricta de —H(+), esta soluciéon es
dnica y, finalmente, tenemos por la unicidad del limite que toda la sucesion

converge. U
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3.1. Solucién via dualidad del Lagrangiano
El contexto es el siguiente

min Y, (mycle,y)) - <H(r)
5.0 Y oexTay =VyVyel

Zyeyﬁxy =z, Ve X

Ty = 0.

A continuacion, un resultado del analisis convexo y la optimizacion que nos

permite caracterizar la solucion al problema (8).
Proposicion 15. Condiciones de Slater. En relacion al siguiente problema

de optimizacién:

min fo(z)

si fo es convexa, las restricciones son lineales y se cumple que 3 z: f;(x) < 0,
Az = b (pues restricciones lineales) factible,

méx min.Z(x, A n) = min fo(x)

An =z ’ zeS

donde S es el conjunto determinado por las restricciones y
m P
L(x,An) = fol@) + D Nifi(@) + > mihi(x).
i=1 i=1

En el caso del problema de transporte considerado, h;(x) = 0 son las restric-
ciones que debe cumplir 7 para que tenga marginales uy v,y fi(x) < 0 es lo
mismo que —m,, > 0. Ciertamente existe un plan factible que cumple —m,, < 0

(para min{p,, vy} > 0), que es Ty = pzvy >0, V (z,9).
Ahora, con respecto a P, el Lagrangiano asociado es .Z :

L(m,p,¢) = Zﬂ'z,y(c(x7y) + 5(1n7rxy —-1))

z,y
+ Z (@) | o — Z Tay | + Z ¥(y) <Vy - Z 7Try> :
reEX yey yey rzeX
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Las variables {p(2)}zex ¥ {¢(y)}yecy son los multiplicadores de Lagrange.
Demostracion. Ver Luneberger and Ye (2021). O
Observacion. El resultado es andlogo para maximo - concavidad.
Teorema 16. La solucién al problema P, es de la forma
o (@) +1(y) —clr.y)
Tg,y = € € )
donde ¢ y 1 son a determinar.

Demostracion. Aplicando condiciones de primer orden a
T(-ZL’
(o) = 2 [el@.y) = ¥(y) = (@) +emn (21 )]
+ Z D)z + Y Yy

reX yeY

respecto a 7y 4

c(x,y) —e(x) —Y(y) +e(lnmyy —1) +e=0
= @(x) +(y) —c(z,y)

e(x)+(y)—c(z,y)
€

elnm,

Tay =

Observacion. A partir de

e@)+P(y)—c(z,y)
Ty =€ €

tenemos
e@.)

T = [Ty = Doy € Dy(y) (9)

K.
donde D, (,) una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son e?®)/e,

r € X. Anélogo para Dy, ,y € V.

Observacion. Una vez 7, determinado en funcién de ¢, y ¥, podemos de-

terminar min, £ (p, v) reemplazando (9) en Z(m, ¢, 1)

Z%uﬁzwyuy—szem( +w(€>_c(x’y>>-

zeX yeY
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Finalmente, méx,, ,, £ (¢, 1) conlleva por condiciones de primer orden (funcién

objetivo estrictamente concava)

N

9
yey
= N e [P YY) —c(2,y)
= Do ().

Conclusiones

Hemos presentado, para el caso de espacios finitos el problema de regula-

rizacion entropica.

= Se han derivado diversas propiedades relativas a este problema: existencia

de una solucién, unicidad y como caracterizarla.

= Hemos caracterizado el 6ptimo en términos de la relacién entre ¢ y ¥ y

los pardmetros {jiz}oex, {Vy}yey, {Coy}(m,y)cxxy-

= A diferencia del problema clasico, hemos podido derivar 7, en funcién de

los multiplicadores y c,,.

= El objetivo a continuacién es como obtener una solucién aproximada, ha-

ciendo uso de 9.

4. Algoritmo Sinkhorn-Knopp

La utilidad de la representacion (9) es que nos permite presentar la situacion

como un problema de reescalamiento de matrices.

4.1. El algoritmo
Primero, un resultado general muy vinculado a nuestro proposito.

Teorema 17. Dada una matriz N x N con entradas estrictamente positivas,

digamos A, le corresponde una matriz T4 doblemente estocastica tal que

T4 = D1 ADs,
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donde D, Dy son matrices diagonales con entradas positivas. Dichas matrices

son tnicas salvo un factor multiplicativo ¢ > 0 Sinkhorn (1964).

El objetivo (que es similar) es hallar las matrices D, y Dy, de forma que las
marginales coincidan con p y v. Para esto, se aplica el siguiente algoritmo,

conocido como algoritmo de Sinkhorn-Knopp, que se describe a continuacion.
1. Se debe cumplir que
DyK.Dyly =p A DyKIDyly =v.
T
donde 15 = (1 1) e RV,
2. Expresado de otra forma
690/5 ® (Keew/s) = pu, ew/s ® (KETeS@/s) = .

Acé e®/¢ ¥/ son las respectivas diagonales de D,y Dy vectorizados y ©®
la multiplicacién entrada por entrada. Usando estas ecuaciones, derivamos

la siguiente situacion:

B R B T S
K ev™/e’ K.er" 0 /e

() O L .
e¥"/e = ¥’/ = 1x. Acé la division es componente a componente. A

continuaciéon un ejemplo a modo de ejemplo para entender la notacion.

Ejemplo 18. Por ejemplo, para N = 2 tenemos la siguiente situacion

c c
esr/e 0 e~ E e |et/e 0
c21 c22
0 e®2/€ e~ = e = 0 et2/e
Multiplicando,
p1tvr—ci1 p1tva—cio
€ e €
p2tvP1—co1 patPa—coo
€ e €

Entonces, por ejemplo para la fila 1, debemos tener

p1t+¥1—ci1y p1to—cio
£ + e e

:/‘Ll'

Esto es,

egpl/g _ M1
T ¥1—cenn Yo—cip *
€ + e €
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O sea, e#1/¢ es la primera componente del vector que se obtiene dividiendo las

entradas de u por las entradas del vector

e11 c12
e e 67% ewl/f

€21 €22 2
e~ e | |e¥a/e

Enseguida, el algoritmo Sinkhorn-Knopp.

Algorithm 1 Sinkhorn-Knopp: algoritmo para el problema de transporte 6pti-

mo regularizado, caso discreto.
1: function SINKHORN-KNOPP(K,, y1, V)

2?1y

3: ewm)/s — 1y

4: for 0 < k < kpax do

6: ew(k+1)/5 “ m
7: end for ’

8: end function

Concluimos esta seccién demostrando la convergencia del algoritmo de Sinkhorn-

Knopp.

4.2. Preliminares de la prueba de la convergencia del al-
goritmo Sinkhorn-Knopp

Los siguientes preliminares y la demostracion del resultado principal siguen los

desarrollo en Even and Merad (2020).

Proposiciéon 19. La aplicacién definida por:

Tt
Va,y eRY, : dy(z,y) = lnméxl—%
LI XY

es una métrica sobre el cono proyectivo Rf* / ~ donde x ~ y si existe r > 0 tal

que x = ry. Mas atn, el cono proyectivo es completo con la métrica dy.
Demostracion. Ciertamente, dy; es simétrica. Luego, si x = ry,

d(x,y) = dp(ry,y) = nmax 24 —1n1 =0,

vI o YiTYi
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Por otro lado, si i;Z’ < 1, entonces i’;’; > 1. Asi, dyy > 0. Luego, si dy(z,y) = 0,
entonces x"_i’f = 1 para todo i, j. Esto es, 5t = f}—’ = r: ¢ = ry, y entonces
iYi i Yi

[x] = [y]. Finalmente, dados z,y, z € ]Rj\_[*, existen ¢,k € {1, ..., N} tales que

Tpze

dy(z,2z) =1n
Tz

<$ky£ ykzz>
=In|—— -—
TeYr Yoz

T UL

=In—
TeYk YeZk

O
Lema 20. Sea M € M}‘\;LxN. Entonces, dados z,y € Rf*
dy(Mz, My) < X(M)dy(z,y)
donde
AM) = Y1AD-1
n(M)+1
. M, M,
n(M) =max; ke ]\/Ij;iMi,§.
Demostracion. Ver Birkhoff (1957). O

. . . ‘s 2 k2
Observacion. Para simplificar la notacién, denotamos e= por ¢ y e= por .
Luego, para la inicializacién, en rigor, solo basta que los vectores tengan entradas
positivas. Finalmente, cabe mencionar que todo re-escalamiento cyp, %w sigue

siendo solucién.
4.3. Convergencia del algoritmo Sinkhorn-Knopp

Proposicion 21. Convergencia del Algoritmo Sinkhorn. Se cumple que

L (" ) — (¢*,4*), donde (¢*,¢*) es la solucién 6ptima. Mas aun,

los ratios de convergencia son

dy (™, ") = O(N(K:)*)
d (W™, 97) = O(MK.)™).
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2. Mas atn, denotando k) = D¢<k>KEDw<k)

1- )‘(Ks)

dH (H(k) 1N7 V)

(k) %
, du (P, 97) < = AEK)

d'H(SO(k)7 30*) <
Observacién. La existencia de (p*, ¢*) viene asegurada por la Proposicion 15.
Demostracion. Para cualesquiera x,y € Rf* tenemos
dwn(z,y) = du(z/y,1n) = du(ln/z,1N/Y)

donde / representa la division entrada por entrada. Luego, por la definicion del

algoritmo y el Lema (20)

780*) = dH L7 a
Kp® K.~
= du (KW, K.").

< ME)du (™), 4%).

De manera analoga

14 12
dy (b ™) %) = dy ( )
KTp®) KI'p
= dyu(KX ™ KT ")
< MED)dy (), 0%).

Como A\(K.) = MN(KT)

€

da(F, o) < MK 2da (0™, %)
dy (V9 %) < A(Ko)?dpy (1, 4p%).

Dado que A(K)? < 1 concluimos que ©®) — o* y (k) 5 ¢p*. Finalmente, para

el segundo inciso,
da (™, ") < dae (@, o)) 4 dgy (p* D, %)
BN () (k) %
= dy(p, o™ © (Kep®)) + AK2)dw (o™, ¢%)

y, dado que o*) @ (K.9p*)) = I*) 1, se obtiene lo deseado. Para el caso de
dy (Y™ 4p*) es totalmente andlogo. O
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Conclusiones y observaciones:

1. Se omiti6 en la demostracion de la Proposicion 21 los detalles del argu-

mento, simplemente se usa induccién.

2. La prueba de que (R’ / ~,dy) es completo se demuestra en Nussabaum
(1987).

3. La convergencia es exponencial y la complejidad mejora a O(N?) Merigot
and Thibert (2020). Dado € > 0, basta tomar

1 €
: > | = — .
keN kl_\\2ln>\CJ+1

4. La constante C depende de u,v y c(x,y).

5. Se ha probado entonces la convergencia respecto a la métrica de Hilbert
de los multiplicadores de Lagrange a la solucién del problema P.. Mas

ain, se han brindado estimados de la convergencia.

En la siguiente seccién empezamos con las aplicaciones de la teoria del trans-
porte 6ptimo en economia. Es importante mencionar que, el trabajo a conti-
nuacion, es esencialmente una transcripcion detallada de Dupuy et al. (2021).
Nuestro aporte principal radica principalmente en el desglose de muchos de los

resultados (proposiciones, lemas) presentados. Veamos.
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5. Estimacion de costos

Las Secciones 3 y 4 definen el marco teérico del modelo que se trata en esta
seccién. Vamos a estudiar el problema de estimacién de costos presentado en
Dupuy et al. (2021). En dicho articulo se describe un método iterativo novedoso
en la literatura: SISTA, con el objetivo de aprender los costos de un problema de
transporte 6ptimo. Este método combina el algoritmo Sinkhorn con un gradient
descent. La aplicacion cuantitativa del articulo es en un modelo de migracion.
Nuestro objetivo es explicar los desarrollos de este articulo. Se han introducido
todos los resultados mateméaticos necesarios para su comprension en los anexos

de estos documentos, asi como en las secciones anteriores.

5.1. El modelo

Nos situamos nuevamente en el contexto de conjuntos finitos de cardinalidad

N (nuevamente, sin pérdida de generalidad se asume misma cardinalidad) y se

min E TyuCoy ¢ -
mell(p,v) { vy
z,y

Por propositos de notacion, re-escribimos (pues es méas apropiado para el con-

busca resolver

texto del problema), usando (4, j)

min E Ti5Cij
€l
m€ll(p,v) 1<i <N
Debido a los beneficios computacionales expuestos en la Seccién 4, se incorpora

el término de regularizacién entrépica y el problema de optimizacién se torna

min E Ti5Cij + ETj (ln Tij — 1) . (10)
mell(p,v) —
1<ij<N
Mas adelante, veremos como la formulacion de regularizacion entrépica surge
naturalmente en el contexto de un modelo de emparejamiento. En el caso del
problema 10, nos limitamos a la motivaciéon computacional. Ahora bien, en mu-
chas de las aplicaciones, lo que se dispone es de un transport plan 7 observado y

se busca recuperar la estructura de costos que conllevé a dicho 7. En ese sentido,
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se trata del problema inverso, dado 7 aprender c. Este tipo de problemas es de
particular interés en teoria econémica pues, tal y como veremos méas adelante,
en ciertas situaciones uno puede observar un emparejamiento entre individuos
(o entidades) y se desea saber porqué se emparejaron. En Dupuy et al. (2021),
se propone una estructura del tipo ¢;; = cfj = Zle ﬁkdfj, donde 3 debe ser
estimado y disperso’, y las d;; son variables explicativas con un sentido parti-
cular que se vera més adelante en esta misma seccion. La estimaciéon del vector
[ se hace via la minimizaciéon de una funcién convexa con una penalizacién de

tipo Lasso:

min E T35 Cij + eﬂ'ij(lnmj — 1)
mell(pwv) | =
1<i,j<N

con
N N
H(/L,I/): o 71'@'201 Z’/Tij:y,i, Z’]Tij:l/j
j=1 i=1

Ya sabemos que 7;; > 0 y que las condiciones de primer orden sobre el Lagran-

rij = oxp (@WJ—CJ) .

3

glano proveen:

Vamos a considerar ¢ = 1. Luego, el algoritmo Sinkhorn, adaptado a este con-

texto es el siguiente:

(k+1)y i
eXP(‘Pi )=
2371 exp(z/)]( ) Cij)
(k+1) vy
exp(); )= )
’ S e —ey)

Observacién. Esto se desprende de la dualidad (ver Proposicion 15). Resolver

min E T;ijCij + €4 (hl M5 — 1)
well —
1<i,j<N
es equivalente a resolver

N N
Taax E Pii + E Yjvi—¢ E exp (ul ; ”) ;
L) ; -

i=1 j=1

1<4,j<N

"Favorecer entradas con el valor numérico 0.
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que es lo mismo, para e =1

N N
R IPICRTEEREES SEED ot
’ i=1 j=1

1<i,j<N

5.2. La estructura de costos paramétrica

En este caso, tal y como anticipamos, la estructura de costos viene determi-

nada completamente por un vector de parametros 3 € RX de forma que

K
k
C?j = Zﬂkdir
k=1

Matricialmente:
Cf1 sz dy,  d,
. K
Cgl K | :ZB’C s, (11)
. k=1
CIJE\/N R

En (11) d;; mide la disimilitud entre i y j. Por ejemplo, en caso de problemas
espaciales, puede ser una distancia, diferencias de PBI, diferencias de poblacién

etc. Una situacion estandar es

1. Si z; e y; guardan las caracteristicas de i y j, definir df; = («} —y¥)?, con
k la k—ésima entrada del vector.

2. Considerar siempre las mismas unidades: variables uniformizadas.
Observacién. No se tiene necesariamente que df; = d¥;. Pensemos por ejemplo
en dfj como la fraccién de individuos en el pais ¢ que no dominan el idioma el
pais j.

Proposicion 22. Para estimar 3, junto a los multiplicadores de Lagrange ¢, 1,

teniendo en cuenta las siguientes restricciones:

TS
j i
parak=1,...K
k Ak
Yo ompdi= Y wyd,

1<i,j<N 1<i,j<N
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donde, ij = exp(p; + ¢, — c’iBj), debe resolverse el siguiente problema de opti-
mizacién
min Z eXP(%+¢j—ij)+ Z frij(ij—%—%)

PP <igen 1<ij<N

F' convexa

Acé 7;; es el emparejamiento observado.

Demostracion. Ver Galichon and Salanié (2022). Notemos sin embargo que

N
].. gj; = Z;vzl exp(cpl- —+ Q/Jj — CZB]) — Z’/’AT” = 0, V Z
Jj=1
=Hi
N
2. 9 = S exp(ps + by — ) = Y Fiy =0,V j.
——
=v;

OF __ k B8 A k
3. 95y = — 2a<ijen di exp(pi + 95 — ¢j) + X< jen Tigdiy-

Es decir, de las condiciones de primer orden aplicadas a F(-), se obtienen las

restricciones. O

Con el objetivo de capturar solo los efectos importantes, se agrega una pe-
nalizacién tipo Lasso:
min Y exp(pi 1y — ) = fig(i + 0 — ) HIBlh . (12)

%d)’ﬁlgm‘SN

=2(p,,8)

Para continuar, recomendamos fuertemente consultar al Anexo de andlisis con-
vexo y el de subgradientes y subdiferenciales. Estos introducen definiciones y
resultados indispensables para abordar el algoritmo SISTA y probar su conver-
gencia. La siguiente figura, ilustra como en R?, la penalizaciéon Lasso restringe el
dominio de eleccion de los 5. Esto, tal y como se explica en James et al. (2021),
nos permite recuperar solo las regresoras mas importantes y medir dicha impor-
tancia por el valor numeérico del 3. Si tiende a cero, menor sera la importancia

de la interaccion df;
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[1Blle, = [B1] + 152]
B2

N
NV

Figura 5: Restriccion LASSO.

5.3. SISTA

El algoritmo SISTA - Sinkhorn (S) y Proximal Gradient Descent (ISTA) -

consiste en minimizar (12) en tres etapas:
1. Tterar ¢, manteniendo (8 y 1 constantes.
2. Iterar ¢, manteniendo [ y ¢ constantes.

3. Descenso de gradiente proximal (ver Anexo) respecto a § manteniendo ¢

y 1 constantes.
Definicién 23. Funcién prox || ||;.
z—=py, stz>py
prox,  jj1(2) = § 0, i |z] < py
z4py, siz<—py.

En la siguiente sub-seccién explicamos con detalle la Definicion 23.
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Algorithm 2 SISTA.
1: 5(0)7 P, v, dfj? 7%2]7 QO(O)’ w(O)

2:
3: while not converged do
®
4: Planteamos cfjf =K, ﬁ,(:)dfj
(t+1) — Mi
exp(¢p; =
( [ ) Zé\;l eXp(IZJJ(-t)—C?j(t))
t4+1 -
exp(y ™) = -

Xy exp (“"Em)*cfjm)
) )
5: Sea . = exp(gagtﬂ) + w§t+1) — c?jt ). Parak=1,.... K

ij

t+1 t N ®\ (k
B =prox, iy | B =0 DD (i = )y
1<j,i<N

VsF

6: end while

7: return 3

5.4. Convergencia del algoritmo SISTA

En esta sub-seccién presentamos la prueba de la convergencia del algoritmo.
Seguimos nuevamente Dupuy et al. (2021). Introducimos tres supuestos sobre
las disimilitudes dfj; Vk=1,..,K

N
d di;=0,Vj=1,..,N (13)
=1
N
Y d=0Vi=1,.,N (14)
j=1

{dy,...,d"} es un conjunto Li. (15)

y, respecto al transport plan empirico:

ﬁ'ij > 0. (16)
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Observacién. Siempre podemos obtener .

(13) re-definiendo

i ” = 0 y las condiciones (13),

ko gk k gk
dil—dil—ai —bj
ko 1 k
con af NZ; 1435 yb = sz 1 zg — 7 Di<pag.<N dpg-

Demostracion. Sumando:

Yo odi= ) (d—dl-by)

1<i,j<N 1<i,j<N
1 1 1
— k k k k
= > A= X g X |Fldiow X
1<i,j<N 1<4,j<N Jj=1 1<4,j<N i=1 1<p,q, <N
1 1
_ k k k
SD O R0 3D SRR S SRR
1<i,j<N 1<iSN 1<G<N 1<GSN 1<iSN
1
2
N DL
1<p,q,<N
k k
=2 ) dy-2 ) dj
1<ij<N 1<i,j<N
=0.
Luego, uno puede ver facilmente que ZZ 143 —Oyzj L df; = 0. O

Teorema 24. Supongamos que tenemos 13, 13 15 y 16. Entonces, la sucesiéon

x® = (p® ® B®) generada por el algoritmo SISTA converge a la solucién

del problema de optimizacion, min(, 4 g)ex ®(®, 1, ), cuando t — oo (para un

p suficientemente chico que serd dado), con ¢(0),%(0) € RY y B un guess.

Mas aun, existe 6 > 0 tal que

O(z) — d(a*)
(1+0)

La prueba del Teorema 24 se descompone en las siguientes partes. Primero, se

e(z")) - @(a") < (17)

estudia la funcion ®. Luego, se establece la existencia de una solucién y como
caracterizarla. Finalmente, se prueba que el algoritmo SISTA permite converger

a dicha solucion de forma que (17) se satisface.

Nuestro objetivo es resolver

inf (e, ¥, B) = Go A, 9, B) +11IBllx (18)

(,,) ERN xRN xR

37



donde A : RN xRN x RE — My n es una lineal definida de la siguiente forma:
(A(@ﬂl)?ﬁ))u = ©; + wj - C?jﬂ v (7’7])
y G una funcién C* y convexa, con regla de correspondencia

G\ = Z (exp(Nij) — TijAij), VA € Mnxn.

1<ij<N

Luego (véase el Apéndice 150),

VG(/\) = [6)\” — 7?13] € Mnxn

e>\11
etz
H(G()N)) = diag(exp(N)) = € Mp2«n2.
e NN
Denotando = = (p, %, )
VF(z) = AT (exp A(z) — 7), H(F(x)) = ATdiag(exp(A(z)))A.
(NXNXxK)X(NXN) ~RN2
(NXNXK)x(NxN)

(19)
En efecto,
VE(z) = (dGp() 0 dA;)" = AT (exp A(z) — 7).

Ahora, definamos

K
&= Bd", VBeR

k=1

M@, b, B)ij = @ij + Uiy — 5.

Entonces, notamos que

K K
Alp, ¥, 8) = A <<ﬂ — > Brat, - Z@Mﬁ) :
k=1 k=1

En otras palabras, sin pérdida de generalidad, podemos considerar d en vez de

d. Ahora, por otro lado, observemos que, para cualquier vector fijo m € RV
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Si se impone la restricciéon ¢1 = 0, se remueve esta invarianza. Asi, llegamos al

siguiente resultado.

Lema 25. Bajo los supuestos del Teorema 24, A es inyectiva de
E={(p,1,B) e RN xRN x RK : ¢ =0} ~ RZN-ITK,
a MnxnN.

Demostracion. Sea (p,1,8) € E, perteneciendo al nucleo de A, entonces:

K

Vij: oty =Y Bed.

k=1

Luego, por los supuestos

N N K
D Apit k=2 > Aud

Jj=1

<
I
—
o
I
_

Esto es, Np; + Ejvzl 1; = 0, para todo i. En particular, para ¢ =1

N
> v =0.
j=1

Asi, ¢ = 0. Pero entonces, andlogamente, 1) = 0 también. Con lo cual,

K
> Brd® =0.
k=1
Por la independencia lineal de {d*}X_,, 3 = 0. Asi, {Og~, Ogn, Ogx } = Ker(A).

O

Lema 26. Nuevamente bajo los supuestos del Teorema 24, para x,y € E se

existen « = (M) y v = v(M), con
mix{[[A(@)loc. [A)]lc} < M,
tales que
F(a) 2 F(y) + VE@)(@ ) + glle - olf3

IVF(z) = VE(@y)ll2 < allz = yll2-
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Demostracion. Proponemos v = e Mo, donde oyin es el menor autovalor de

la matriz simétrica AT A. Por el Teorema de Taylor, existe ¢ € [z,y] tal que
1
Fy) = F(x) + VF(2)"(y = @) + 5y = 2) "H(F(c)(y — o).
Luego, ¢ = 0z + (1 — 0y), 6 € [0,1]. Analicemos (y — z)TH(F(c))(y — x):

(y — )" H(F(0)(y — z) = (y — )" AT diag(exp(A(dz + (1 — 6y)))) Ay —a)"
= (y—a) AT diag(exp(6A(2) + (1 — 0)A(y))) Ay — )
linealidad de A

> (y — 2)" A" diag(exp(— M)Ay — z)

> e Moy — 2|3

La ultima desigualdad se explica a continuacién. Usando el Teorema Espectral
Botelho et al. (2023), obtenemos las siguientes desigualdades

min {n” An} = min {n"(UDUT)n}

[In||=1 [In]|=1

= min {(UTn)"D(UTn)}

[In[|=1

= min T Tn
_||UTn||:1{(U )" D(U"n)}

= min {7 Dz}
[1z]l=1

Asi,
1

lly — =3

Con respecto a la segunda desigualdad: ||VF(z) — VF(y)||2 < a||z — y||2, esto

(y—2)"(ATA)(y — ) = min ;.

es consecuencia de que

llg(z) — gl < sup |lg'(2)]] - || — yl|

z€(z,y)
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sup ||g'(2)|l = sup [[J(VE(2))|
z€(zy) 2€(zy)

sup |[H(F(2))|l

z2€(w,y)

sup ||A” diag(exp(A(2))All
2€(z,y)

< MATA]|

< MATI] - [IA]-

Proposicion 27. Bajo los supuestos del Teorema 24

1. ® es coerciva en R2V=1+K ‘i e los conjuntos {z € RZV-1+K . f(2) < ¢}

son acotados (compactos de hecho por la continuidad).
2. El problema (18) admite una tnica solucion z* = (p*, ¢*, 5%).

3. El 6ptimo z* viene caracterizado por

VoF(z7) =0, VyF(z%) =0, =VgF(z") € 79l - [[1(87) (20)

Lema 28. Toda funcién coerciva f : X C R® — R, definida en un cerrado, que

es continua, posee un minimo.

Demostracion. Escojamos xg € X arbitrario. Como f es coerciva, existe k > 0
tal que, si ||z|| > k, f(z) > 14 f(xp). Luego, tomemos el compacto K =
X N B(0,k). Como f es continua, existe z* tal que f(z*) es el minimo en K.
Luego, si xg & K, ||zo|| > k por lo que z¢ € K. Por ende, f(z*) > f(z0). Ahora,
size X — K, |z|| >k, por lo que f(z) > f(zo) > f(z*). De este modo, z* es

minimizador global. O

Demostracion. Probamos ahora la Proposicién 27. Tenemos las siguientes 3 des-

igualdades:

et—pt>p—1Inp, ¥p>0
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er — FiA > 7 A, A <0
et — i\ = T Al + et — 275
6)\ - 7AT'”/\ > ﬁ'ij)\ —2In2.

Combinando esto y sumando, llegamos a

(p, 9, 8) = Z ﬁij|Aij(90a7/]aﬁ)|_2N2ln2+’7||6”1‘ (21)

1<i,j<N
Dado que A es inyectiva sobre ' y @;; > 0, podemos concluir la coercividad
de ®. Luego, dada la continuidad de ® (pues F es suave y || - ||; continua), y
el hecho que E es cerrado en R2N~1+K podemos asegurar la existencia de un
minimizador global z* (Lema 28). Pero entonces, usando la Proposicion 161,

concluimos que
0 € 9D(p™, 9", 8). (22)

Dado que Boyd (2022) (Moreau-Rockafellar)
d(af(r)) = adf(z)
0 (Z ﬁ(z)) =2 _0filx)

concluimos que (22) es equivalente a (20). O

5.5. Prueba de la convergencia de SISTA

Demostracion. Empezamos con un vector de inicializacion (¢(©), (@) g0) ¢
R2N+K (previamente se ha comentado sobre esta inicializacion), y se define

recursivamente la secuencia (o), 1p®, 3(1))

e+ € argminF (-, "), 30)
P € argminF (oY, -, 81)

construidos de manera explicita via

(t+1) _ i
exp(p; ) =
S
1 vV
exp(vy ) = .

)\ °
= e (o)
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Por otro lado, teniamos

. @ (k
5(t+1) = prox, . ||| 51(:) —p Z (7rij — ﬂfj )d,(-j)

1<ji<N
VaF
Esto es lo mismo que minimizar respecto a (8
1
PYIIBII + 5118 = (B = pV F ("1, ), gO)) 3. (23)

O sea, el algoritmo es completamente explicito. El primer elemento de la demos-
tracion es escoger p adecuadamente. Para esto, notemos la siguiente situacién:

sea C' = ®(p© () 30) Gracias a la cota (21)

C +2N?1n?2

P(p,4,8) <C = ||Blh < 5

Definiendo A = C' +2N?1n2 + 1 tendremos que
A>C+2N%In2, F< A cuando ® <C.
Sea ahora 6 € C*(R,R), funcion no decreciente tal que

t, sit< A
0(t) =< 0(t)>t, sitel[A 24]

2A sit>2A.

)

A modo de ejemplo, para C'' podriamos tener

t sit< A

)

0(t) = & (t— AP 2A—t)+t>1, site[d, 24
2A, sit>2A.
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Grafica de 6(t)

10 A

Figura 6: 0(t) € C*(R,R) para t € [0,34], A =5.

Luego, F = 0o F tiene gradiente globalmente Lipschitz pues, combinamos la
suavidad de 6 con el Lema 26. Sea « dicha constante. Entonces, afirmamos que

p € (0,a™ 1] funciona. Ahora, como VF(z) es a—Lipschitz continuo,

Fz) < Fy) + VE(y)(@ —y) + 5 lle = I3

En efecto, si consideramos ¢(t) = F(y + t(x — y))

1
F(z) - F(y) - (VE(y), 2 — y) = / (VE(y + ta — ),z — y)dt — (VF(y),z— )
- / (VE(y + t(x —y)) — VE(y),z — y)dt
< [ IVE@+ bl = )~ VE@)lalle ~ ol
0

1
< / otlle — y|2dt
0

— Yz — 112
= Zlle =yl
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Ahora, probemos por induccion que el p escogido hace que ® < C para futuras

iteraciones. Ciertamente por construccion
C > @((p(t),w(t),ﬁ(t)) > <I>(<p(t+1),z/J(t+1), /B(t)).

Probar sin embargo que ®(p(+1) oD 31+1)) < € requiere més pasos. Pri-
mero, cuando ® < A, FF < A y por ende, F = F y VF = VE. Entonces, de
(23)

Bt = B = pVF (M D 80 € pyo(|| - [11)(8).

Esto es, usando la definicion de subdiferencial:

Bl 2 I+ | BO BV F (4D, 4, 50) (50 —ge+D)
- P

(24)
Por la a—Lipschitz continuidad
P, 40D, 50) > F(pleHD, glo+D, gle+) (25)
+ Vg F(pUHD, gD, g0) (g0 — gt+1) (26)
1B — g0 2 (27)

2

Sumando (24) con (25) y tomando en cuenta que p < 1/«

DD D) BB > P(pEHD (D) g+D) g at+D || 1 Sy gD _ g2,
) ) — ) ) 2
(28)
Si F(pt+h) ot glt+1)Y) < 24, entonces

P+, g0+, g04D) > F(p4D) e+ gty

y asi
DD, (1D, g+ < ¢

Si F(pt+h) o4 glt+1)) > 24, de (28) tenemos que
24 < F(p", 0 50) 4]0 < 2(C + 2N In2).
Pero esto es una contradiccion por la definicion de A. Asi,

«Q
q)(w(tﬂ)’ ¢(t+1)75(t)) > @((p(t+1)7w(t+1)7ﬂ(t+1)) + §||5(t+1) _ 5(0‘@7 (29)
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y que entonces ®(p(t+1) 4+ 3(¢E+H1)) < O, Entonces, ®; es una sucesion de-
creciente, acotada superior e inferiormente: converge monétonamente.
Nos falta unicamente establecer (17). Veamos. Por el Lema 26 y las condi-
ciones V,F (oD o) 31 =0, V,, F(ot) 4D 51) = tenemos que
v
Flg®, 9, 50) = F(plt+D, 90, 50) > Zjjgt+D) — o0]
P(p+D, 90, 50) — (o), plet), 50) > Zjplet) — yo]
) ) ) ) — 2 *
Sumando y teniendo en cuenta que
F(, 40, BO)=F (o, D, 50) = o (o0, 90, f0)—@ (1), (D), 51)

llegamos a la desigualdad

0, O, BO) (D T, g0) > 2 ([t O] 34D -y O 3).

(30)

v
2

Juntando (29) y (30)

v
(oM, 0, 80) — @(pU D, Y, B > S([jpl ) — GO 4 [ — pO][3)
(31)
+ 118D - g2 (32)
Dado que a > v (ver Lema 26), definiendo 4; = ®(x;) — ®(z*)
v
A1 — Ay 2 §||33t — x5, Vi1
Queda por acotar A, superiormente. Por la construccion de 3(*)
Bt-1) _ 3(t) B
= =P~ TR (0, 910, 541) €90 - 15,
Asi,
* * v *
®(2%) = D(a0) + Vo F(z0)(0" — ') + §||<P(t) —¢"13 (33)
V. F sy 1 Cl® _ e 34
FVLR@) W —v0) + L — )3 (34)
* v *
+(VaF () + a0) (8" — 8Y) + §H5(t> - 5*[13- (35)

Se hace uso nuevamente del Lema 26 y la Definicién 156. Por la Desigualdad de
Young:
021 < 1113 + - llal B (36)
- 2v
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Usando (36) en (33), concluimos que
Ay < o (V@3 + [Ty F ()| + V5 F 5
0 < 50 (IVeF@llz + Ve F(zolls + Vs F(e) + aill3) -
Como V,F(p", =1, g0=1) =0, Vy F(p®,p®, g-1) =0,

HviPF((P(t)aw(t)aﬁ(t)) - VLPF(QD(t)aw(t_1)76(t_1))||2 < 04||$t - .’13,5_1“%
IV P (", 0, 80) = W, F(p®, 0, 80|, < af |z — 213
IV F(@o)|l5 + [V F ()5 < 202 e — zp-1]f3.

Usando la bilinealidad del producto interno y el hecho que VgF(gp(t), P, ‘) es

decreciente:

2

Bt=1) _ g
p

1 _
= ;IIB“ V=8O 4 p(VsF(xe) = VaF (M, 0", 507D))|[3

IVsF () + aulll = H L VsF () - VaP(p®, g, g0-1)

2

= B4 = BOIE + V5P (a1) = Vo P (o, 00, 8D
+2(34D = B9) - (V5P () = Vs Plp, 5, 50°))

< (55 +?) 1800 - 513

+2(34D = B9) - (V5P () = VsPlp, 4, 50°))

< (;2 + a2> 187D = O3

De este modo,

1 /1 3a% +p2
Ay (55 + 02+ 262 ) oy = s = 2 =
. 222
Definiendo § = 55—, como Ay < A1 — gz, — zi1][3
At

A < . 37

"= 146 (37)

Finalmente, por induccién, concluimos que (37) implica (17). O
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5.6. Estudio de la migracion

Siempre siguiendo Dupuy et al. (2021), los autores realizan una aplicacion del
algoritmo SISTA en el contexto del estudio de la migracién. Sin ahondar en los
detalles, presentemos en esta breve sub-seccién los datos usados, la metodologia
y los resultados. Los autores acceden a la probabilidad de que un migrante (es-
cogido aleatoriamente) del pais ¢ se encuentre en el pais j: 7;;. Luego, recuperan
a partir de las bases de datos del World Bank, Centre d’Etudes Prospectives
de I'Information Internacionales y la Freedom House, los elementos a usar en la
matriz d. Aplicando el algoritmo SISTA obtienen que las variables méas impor-
tantes son: el idioma, la relacién colonial, la distancia geografica, una dummy
del estado de los servicios piiblicos,

, y una variable vinculada la esperanza de vida de las mujeres en el

pais de destino.

(A)K =100, N = 100(B)K = 100, N = 200(C)K = 500, N = 100(D)K = 500, N = 200

Figura 7: Comparacion: traducido y editado del articulo original Dupuy et al.

(2021).

Esto concluye nuestro estudio sobre el articulo Dupuy et al. (2021). Empe-
zamos la siguiente seccién presentando brevemente el modelo basico de eleccién
discreta que serd necesario para comprender las aplicaciones de la teoria de

transporte 6ptimo en matching.
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6. Matching

6.1. Modelo de eleccién discreta

A continuaciéon una breve introduccion a la teoria de la eleccion discreta
en microeconomia. Estas nociones seran necesarias para poder presentar unos
ejemplos donde se plantean problemas de emparejamiento bajo la formulacién

de un problema de transporte.

Un agente de decision n debe elegir entre {1, ..., J} opciones que le generan
una utilidad U,; = Vy; + €n5, ¥V j = 1,...,J. El término V,; es conocido,
mientras que €,; es un término estocéstico. Suponemos que los términos {e,;};

son independientes y se distribuyen segiin una Extreme Value de Tipo 1:

siendo F(s) la funcion de distribucién y f(s) la funciéon de densidad respecto a
la medida de Lebesgue. Luego, siguiendo a McFadden (1974) y Echenique and

Chambers (2016) la probabilidad de que el agente n escoja la alternativa i es

Esto es,
]P)(gnj S Vnz - an + Enis v] 7é Z)
Usando la independencia,

. . e (EnitVni—Vnj)
P(En] S Vnz - Vn] + E’niy V j 7é Zlgni) = He ¢ ’ .

J#£i
Asi,
o (Vi = Vi) Ly s
]P’m‘:/ He ¢ v e %e ¢ ds.
N—
R i RE)
:]P(Enj Svni_vnj+5ni; v j#ilan'i:S)
Como e—¢ * = e—¢ CHmim¥nd)

e (5 Vni—Vyj) _ e
]P’m‘Z/ He € 7] e %ds.
RAj
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e (8T Vni—Vyj) _ Vo .
Luego, Hje e e :eXP{_Zje (Vni VnJJrs)} y as

o= [ exp | —exp(s) et | e~ (39
R .
J

Sea t = —e™%, dt = e~ *ds. Podemos entonces re-escribir 38 como sigue

0
IPm:/ exp tZe_(V""‘_V"'j) dt.
oo -

J

De ahi la situacion es directa:

exp (t >, e—<vm-—vw~>)

Z;‘Izl eVni—Vni

1
I Vai— Vi
Z]‘:le ’
Vi

0

Pni =

—00

_ €
Zj:l e‘/nj ’
Vi

De este modo, la probabilidad de que n escoja a i es fievm
j=1

Notation. A continuacién denotamos, en caso sea necesario (cardinalidad finita
de X)

Z Ty :/ w(z,y)dz.

zeX X

Lo anélogo para ).

Ahora si, procedemos a estudiar los modelos de emparejamiento que recurren
a la teoria de transporte 6ptimo. Empezamos con el modelo del matrimonio.

Luego, pasamos al contexto del mercado laboral.

6.2. Marriage market

El siguiente modelo fue desarrollado en Dupuy and Galichon (2014) y Dupuy
et al. (2017). La situacion es la siguiente. Usualmente, como ya hemos visto, en
los problemas de transporte 6ptimo se cuenta con una funcioén de costos ¢(z,y) o
beneficios ®(z,y), y se busca encontrar el plan de transporte 7 (z, y) que resuelva

min  E;[c(x,
Lo [e(z,y)]
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o bien

max E,[®(z,y)] 39
B f0(z,y) (39)

Aca, como de costumbre, IT(u, /) es el conjunto de acoplamientos. En la Seccién
5 vimos que en la préctica se suele resolver el problema inverso: dado un empa-
rejamiento o plan de transport 6ptimo (observado) #, determinar la funcion @

(un estimado ®) (anélogo para el costo).

En el modelo en cuestion, lo que se busca es determinar la funcion de afinidad
relativa al emparejamiento de hombres y mujeres. Sean X' y ) son subconjuntos
de RE cerrados®. Cada individuo viene representado por = € X, y cada indivi-
dua por y € ), vectores que recuperan una serie de caracteristicas: educacion,
edad, indicadores de personalidad, salario etc. Debido a shocks de simpatia, que
constituyen una modelizacién de lo que vienen a ser las variables no observables,
el problema de transporte 6ptimo tradicional (39) se convierte en un problema
de transporte regularizado’:

méx  Er[®(z,y) —o(lnn(z,y) — 1)]. (40)
m(,y) €M (p,v)

A continuacion, derivamos con detalle el modelo presentado en Dupuy and Ga-
lichon (2014).

Observacion. En los articulos originales, se trabaja con un logit continuo.
No obstante, a continuacién, nos limitamos al caso discreto. Asimismo, nos
limitamos a conjuntos con la misma cardinalidad. Esto simplifica mucho las

derivaciones.

Sean p y v las distribuciones de las caracteristicas, con densidades respecto a la

medida de Lebesgue f y ¢:

u(A) = [ ra)de, v(a) = [ gloyie

Sin pérdida de generalidad, se asume que E,[X] = E,[Y] = 0, siendo X la

v.a. asociada a los vectores caracteristica de los hombres e Y el de las mujeres.

8Y por ende medibles, consultar el Anexo B
9Note que ahora se suma directamente la entropia. En la minimizacion del costo se res-

taba. Se ha agregado un término constante a diferencial de modelo original, esto conduce a
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Luego, un emparejamiento, en este contexto, es una probabilidad w(z,y) de
que ocurra la pareja (z,y). Dicho emparejamiento debe satisfacer las siguientes
restricciones (debe ser un acoplamiento respecto a las medidas p y v)

M) = {: nlo9) 2 0: | s = ). | o )ds = g(s) |

La funcién objetivo se denomina funcién de afinidad total o conjunto. El pro-

blema consiste entonces en resolver

max Sz, y)m(x,y dxdy}.
m(@,y) €M (p,v) {/Xxy (e y)me.)

Sin embargo, se introducen shocks de simpatia que permiten modelar la he-
terogeneidad: caracteristicas no observables. Asi, al final se desea maximizar
O(z,y) + em(y) + nw(xz) donde m es de hombre, w de mujer y ®(z,y) =
U(z,y) + V(z,y)'° de forma que

U(z,y) +em(y)

es la utilidad de un hombre con caracteristicas « de emparejarse con una mujer

de caracteristicas y. Analogamente,

V(x,y) + nw(z)

es la utilidad de una mujer con caracteristicas y de emparejarse con un hombre
de caracteristicas x. El problema de optimizacién consiste entonces maximizar

la suma de las utilidades aleatorias de los hombres y las mujeres.

Se asume que el namero de puntos (y,ex) € A, denotado N4, sigue una distri-
bucién Pois(0(A)) con df = e Sdedy, y es tal que Na, Ng con AN B = ) son
independientes. A esto se le conoce como Poisson-Point-Process. Cada hombre

m, maximiza su utilidad estocéstica. Asi, podemos definir

Z = max{U(x,y;) + em(y;)}.
yey

Tenemos
P(Z <c)=PU(x,y;) +em(y;) <c, Vyed).

#{(yj.em (y5))€{(y,€): U(z,y)+e>c}}=0

simplificaciones algebraicas.
10Formalmente, puede descomponerse, pero queda por determinar las funciones de manera,
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Esto es,
P(Z < ¢) = e~ Iy Lv@ateseyem dedy

Asi,

InP(Z<¢)=-— // LU (z,y)te>cye dedy
VxR

oo
= —// e “dedy
Y Je=U(z,y)
= —exp (—c—|— ln/ exp(U(x,y’))dy’) )
y

Con lo cual,
P(Z < C) — e exp(—c+1n Iy exp(U(.’E,y/))dy/).

Asi, Z ~ Gumbel (ln fy exp(U(x,y'))dy’, 1). Esto permite ademas obtener

E[Z] = In ( /y exp(U(z, y'))dy) . (41)

Por otro lado, (abusando de la notacién), ya sabemos de la Secciéon 6 que
eU(z:y)
~ Jyexp(U(z,y)dy"

Recordando la notaciéon que se estd empleando, finalmente

7(y|x)

m(y|lz) = exp U(z,y) —In Z exp(U(z,y")) (42)
y'eY
m(zly) = exp {U(lny) ~In )" exp(U(xﬂy))} : (43)
' eX
Observacioén. Si se re-escala de forma que € — =7 (o un parametro positivo

real), se obtiene

Esto es sencillo de verificar.
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Proposicion 29. El plan de transporte es tal que

Inn(z,y) = zy) - Z(x) — b(y), (44)

donde a y b se determinan de forma que 7 € II(p, v).

Demostracion. Hacemos uso de (42) para obtener (44). Por otro lado, la segunda

afirmacion serd consecuencia de lo derivado en la Secciéon 3 y el Teorema 30.

Como 7(y|z)f(z) = 7(z,y),
exp {%} f(z)

Jyexp [V | dy

7T($L‘,y> =

Luego,

%lnﬂ(x, y) =U(z,y) + % {lnf(x) ~In </y exp :U(I’y'): dy’) } .

Anaélogamente,

%m w(z,y) = V(z,y) + % {lng(y) ~In (/X exp fo/;y) dx’) } .

Asi, sumando,

U(z,y) + V(z,y) —a(z) — b(y)

=2(z,y)
Inm(z,y) = .
con
U(z/,g')
o e v
a(z) = -1In dy'
2 Jy [flo)
U(a’,y)

o e o/2
b :fln/ E——N
) 2 Jx 9y)

O

Teorema 30. El problema de maximizacién, relativo a los shocks aleatorios, es

el siguiente

W= mix {// O(x,y)m(x,y)dedy — 0// In ﬂ(x,y)ﬂ'(x,y)dxdy} .
m(z,y)€ll(p,v) XxY A XY
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Demostracion. Seguimos la prueba hecha en Dupuy and Galichon (2014). Los

resultados de dualidad Ambrosio et al. (2021) permiten establecer que

W = inf {/umdm+/vwdw}. (45)
um+vw2‘1’($m7yw)+%5m(y)+%7]w(I)

Luego, la restriccién puede escribirse
Ulz,y) +V(z,y) > @(2,y)
con

U(z,y) = inf
m

—
3
|
v
™
3
—~
<
~
——

V(z,y) =ifsv

— =
| Q
3
g
8
~
——

A su vez, esto implica que

Uy = SUP {U(x,y) + ga?,n(y)}

yeY 2
g
%:$m{W%w+5%@ﬁ-
TeX

De ahi, denotando
GulU(s.) = |mix {UGeft) + Jet'}|
, o
H (V) =8 i {V(ap'0) + G ]
el problema (45) puede escribirse de la siguiente manera

min G, dx—|—/ H,( d } 46
Uv: U(I)+V(y)>¢(x’y){/x Ua, ()dy (46)

A partir de (46), podemos plantear el problema desde la perspectiva del La-

grangiano:
W= 1nf sup/ G4 (U(x, dm+/ Hy( (y)dy (47)

/ / B(2,y) — U(z,y) — V(z,9))m(z, y)dady. (48)
Xxy

Esta situaciéon puede re-escribirse de la siguiente manera:

™

sup / Bz, y)r(x, y)dwdy — I(x) (49)
XxYy
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con

Z(m) = sup(x) + sup(+)

= | Uy indy - [ G0
X XY X
**=/ V(m,y)ﬂ(x,y)dwdy—/ H,(V(-,9))9(y)dy.
xXxY N
Recordemos de (41) que
_ Ulx,y)
Go(U(z,)) = Z1n /y exp =y

2
H,(V(-,y) = %ln/Xexp V(Sx/’Zy) dy.

Aplicando condiciones de primer orden a'!

[ vewmpisdy - [ GG (50)
X XY X
respecto a U(x,y):
f(x)exp LY
W(l’,y) = T Uy Y.
fy exp /2
Esto pues,
d {0’1 /e U(x,y)d} o 1 exp%
ETTYRY —1n XP Y - —_——— .
dU(z,y) |2 Jy /2 20/2 [ exp L gy

Asi, podemos re-escribir (50) '? como sigue

g / /X wa(x,y) In ”ﬁg’f)’)dxdy.

Procediendo de manera analoga para la expresion en V(z,y),

1= [[ ot (e ey [ [ s+ /y 1ng(y>g<y>dy]

Pero entonces, (49) es equivalente a

SITJFp{/Xxyé(x,y)ﬂ(x,y)dwdy—U/Axylnﬂ(x,y)ﬂ(x,y)dxdy}.

explicita. Esto se hace via Sinkhorn.

HRecordemos que, haciendo abuso de notacién, seguimos en el caso discreto en el cual

U(:v,y) = Uz,y y TI'(.'E,y) = Tz,y-
12Recordando que fy w(z,y)dy = f(x).
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Ademaés, usando el hecho que 7(z,y) € H(u,v) y pu,v son dadas, esto es lo

mismo que resolver

sup {/Xy (@, ) (. y)dady — o //Xxy(lnw(x, y) — 1)r(a, y)dxdy} .

s

O
Corolario 31. El plan de transporte es tal que
i) - —b
(z,y) = exp { (z,y) —a(z) (y)} (51)
g

con

o f(z) _ oy 9(y)
21 JyexpUl(z,y)dy’ () 21 JrexpV(z,y)da

Conclusiones: el modelamiento que incorpora shocks de simpatia (en el contex-

a(z) = —

to del mercado del matrimonio), conlleva a una formulacion de regularizacion
entrépica y su resolucion, puede efectuarse via los algoritmos presentados en
secciones anteriores A continuacion presentamos brevemente la parametrizacion

escogida en Dupuy and Galichon (2014).

6.3. Estimacién y parametrizacion

A continuacién, vamos a presentar una forma de estimar la funcién de beneficios
® en un caso, que si bien es especifico, sigue siendo de amplias aplicaciones.

Recordemos que el objetivo es resolver

mix Eo[®(z,y) — o(lnn(z,y) — 1)

En el caso discreto, esta situacién se expresa de la siguiente manera:

17{1212[{ {Z Ty Pay — 0Ty (I 7y — 1)} .

z,y

'3 en {m,,} es convexo y tiene solucion tnica.

Este problema de optimizacion
Ahora bien, asi como en la Seccién 5, el objetivo es méas bien, dado un empare-
jamiento observable 7, encontrar la funcién de beneficios ® implicita. Para ello,

siguiendo a Dupuy et al. (2017), los autores asumen que

Da(z,y) =2 Ay.

13Note que no es nada méas que un problema de regularizaciéon entrépica.
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y se normaliza ¢ = 1. De este modo, como

0*® 4 B 2 Inn4

8xi8yj A 8I18yj ’

si A;; > 0 entonces existe una interacciéon positiva entre la dimensién i de x
y la dimensién j de y, si A;; = 0, esta interaccién es nula, y en caso A;; sea
negativo, la interaccion sera repulsiva (negativa).

De este modo, el objetivo ahora es estimar la matriz A basandose en N
observaciones (ack7 yk) e R xRE k=1,...,N. Se tiene entonces que la medida

empirica (véase Definicion 41)
| X
ﬁ(x, y) = N ];1 Ok (x)ay" (y),

con marginales pq(x) = Zf::l Oze(x) e po(z) = Zszl dyr(y). Aca § denota
el 0— de Dirac. A continuacién se presentan ciertos resultados que conducen
al algoritmo propuesto en Dupuy et al. (2017), cuyo propésito es estimar A,

teniendo en cuenta el costo computacional.

Proposiciéon 32. Dado un muestreo aleatorio independiente, la funcién de ve-

rosimilitud ¢(A; %) viene dada por
U(A;77) = NEz[In7w?(z,)] = N {Ez[®a(z,y)] - W(A)},
donde

W(A) = méﬁ( E; |®Pa(z,y)—o(nn(z,y) — 1)

kS
zT Ay

Demostracion. Usando la independencia,

N
L(A;7) =In (H WA(mk,yk)>
k=1

N
= Inr(z", ")
k=1
= NEz[ln7(z,y)].

Luego,
In74 (2%, %) = Ina(z®) + Inb(y*) + 4 (2", y").
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Asi,
NE;[In ’iTA(:L', y)] = N{Ez[lna(z)] + Ez[Inb(x)] + Ez[Pa(x,y)]}.

A

Sin embargo, como 7, 7 € TI(p, V)

E:llnm?(z,y)] = Ex[®a(2,y)] = Exa[®a(2,y)] + Exa[®a(z,y)]
+E,aflna(z) + Inb(y)]
=Ex[®A(z,y)] = Exa[®a(,y)] + Era[lnm? (2, y)]
= Ex[®a(z,y)] - W(A).
Con 1o cual, £(A; #) = N{Ex[® A, y)] — W(A)}. 0
Proposicién 33. La funcién £(A; %) es una funcién concava en 4 y
Val(A;7)i; = N{Ez[ziy;] — Eqal2iy;]}.

Demostracion. La funcion £(A; 7) es concava pues W(A) es convexa y Ex [P 4 (z, y)]

es lineal en A. Luego, por el Teorema Envolvente Simon and Blume (1987),

Val(A;7)i 5 = N{Ez[2;y;] — Epalziy;]}.

Corolario 34. A es tal que Ex[z;y;] — E_s[z;y;] = 0.

Observacion. Si las variables X e Y estén centradas (normalizadas por ejem-

plo), la condicion brindada por el Corolario 34 se reduciria a
covya(z,y) = cova(z,y).

El problema de optimizacion entonces consiste en maximizar la funcion de
verosimilitud £(A4; 7). Esto puede naturalmente realizarse via una gradient as-
cent, aprovechando la concavidad de la funcién. En Dupuy et al. (2017) los
autores buscan optimizar la funcién de verosimilitud imponiendo una condicién

sobre el rango de la matriz A:
mix (A7)

s.a. rango(A) < r.
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Este problema, dada su complejidad algoritmica, es modificado en
min {W(A) - Ex[®a(z,y)] + AllA]|} - (52)

En 52, ||A]|. corresponde a la suma de los valores singulares de A Gentle (2017).
Para resolver numéricamente esta situacion, los autores proponen el siguiente
algoritmo: un proximal gradient descent combinando con el clasico algoritmo
Sinkhorn. Note que los pasos son similares a los del ampliamente detallado
algoritmo SISTA. Se empieza aplicando Sinkhorkn y luego, se actualiza la matriz

A usando el gradiente de la funcién objetivo.

Algorithm 3 Estimaciéon de la matriz A.

1: A, step size 0, emparejamiento {(z*,y*)}r=1. . n, A
2:
3: while not converged do

4: Aplicar Sinkhorn para estimar 74

5 A«—A—&(Zﬁ:gmg—ﬁﬂﬂ@OT)
6: [U,D(s1,...,84),V] = SVD(A)

72 A UD((s1 —t\) T, ..., (sqg —tN) VT

8: end while

9: return A

Acéa SVD significa naturalmente Singular Value Decomposition. Concreta-

mente, se trada de una descomposicién de la forma
A=USvT

con U, S matrices ortogonales y S una matriz diagonal con entradas no negativas
y de rango r < min{dim(z), dim(y)}. Para mas detalles, consultar Gentle (2017).

Mencionemos por tltimo, que asi como el algoritmo SISTA, la convergencia
del algoritmo propuesto en Dupuy et al. (2017) viene asegurada por Toh and
Yun (2010).

En resumen, respecto Dupuy and Galichon (2014) y Dupuy et al. (2017): el
objetivo fue determinar en qué basan las personas su eleccion de emparejamiento
m vs w. La metodologia usada fue plantear el problema como un problema de

transporte Optimo. Incorporar los shocks de simpatia conduce al problema de
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transporte 6ptimo regularizado. Dada la especificacion usada por los autores, se
recupera la funcién de beneficio del emparejamiento usando métodos numeéricos.

Luego de haber establecido los resultados presentados en esta secciéon (en el
caso mas general siguiendo Dagsvik (1994), Dagsvik (2002)), en Dupuy et al.
(2017) se realizan los trabajos de estimacion usando los datos de la encuesta
Duth Househol Survey (DHS). Incorporan en sus variables x,y caracteristicas
como la educacion, el peso, IMC, rasgos de personalidad, 16 PF Test etc; en
total 26 dimensiones y por ende A € Magyas ~ R®76. Sin embargo, se logra
reducir la dimension usando una serie de indicadores. A muy grandes rasgos, las
conclusiones del estudios son las siguientes: para las mujeres, facilmente ofendido

es la variable mas importante, mientras que para los hombres es disciplinada.

6.4. Estimaciéon de beneficios laborales y productividad

laboral

Pasamos del mercado del matrimonio al mercado laboral. El articulo Dupuy
and Galichon (2022) introduce un estimador de maxima verosimilitud para el
valor de comodidades'? laborales y productividad laboral en un mercado de
emparejamiento Unico, basado en los equilibrios de emparejamiento y salarios
observados. Los autores, si bien mencionan que su estimador se acomoda a varias
situaciones, ajustan el modelo al caso de compensaciones por accidente en el
trabajo (usan datos para Estados-Unidos 2017). El set-up del modelo es similar
al que se present6 para Dupuy and Galichon (2014). Las modificaciones siguen
fundamentalmente las ideas presentadas en Echenique et al. (2023) (Capitulo
26).

Demanda y oferta. Se define el salario w(z,y) del trabajador de tipo x en la
firma y. El trabajador no valora tnicamente su salario, pero también unas como-
didades adicionales que se descomponen en a(z,y), un componente sistematico

y £(y) un componente estocastico. Concretamente, el trabajador valora

a(z,y) +w(z,y) + o1e(y).

14Se puede entender como beneficios a los trabajadores
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Se asume que ¢ sigue un proceso de Gumbel (Extreme Value Tipo 1). A conti-

nuacion, describimos el proceso.

1. Lo trabajadores seleccionan un pool aleatorio de firmas y shocks de uti-
lidad: subconjunto finito de ). Por comodidad, seguiremos denotando ).
En rigor, lo que se puede tener es incluso un continuo de elementos. No
obstante, con la finalidad de simplificar el problema y aplicar la teoria de

la eleccion discreta, reducimos el conjunto de eleccién a un conjunto finito.

2. Se modela el random pool via un Poisson Point Process (ya presentado en

la Seccion 6.2).

3. Mas atn, se asume que se estd evaluado en ) x R y la intensidad del

proceso es dye ¢de.

Analogamente, las firmas perciben un beneficio neto

Y(z,y) —w(z,y) + oon(x)
donde ~ son los beneficios, w el salario y n un shock de productividad.

Definicion 35. Definimos la utilidad indirecta aleatoria por

U = méx U(z,y) +oie(y)
yey ——
=a(z,y)+w(z,y)

De la Seccién 6.2 sabemos que

eXP( — HU(M/ )
m(ylz) = [, exp (m v )+w<z v >) dy’

exp (W(M) w(l,y))
m(zly) = [ o ( (el ,y)) P

De manera mas compacta,

m(y|z) = exp (0‘(”0’ y) +w(z,y) - u(m))

01

<v(x,y) —w(z,y) — v(y)) ’

02

m(zly) = exp
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donde

(o) — o ln /y . <a<x,y’> + w(z, y/>> y

g1

T R e L

g2

Definicién 36. Equilibrio 1. Un salario de equilibrio w(z,y) es tal que la
densidad 7(x,y) que se obtiene del problema de los trabajadores coincide con

la densidad de los pares (z,y) que proviene del problema de las firmas. Esto es:

exp <@(x,y) +w(z,y) — a(ﬂ:)) _ n(z.y) = exp <7(x,y) —w(z,y) — b(y))

01 02
(53)
con
a(z) =u(z) —o1ln f(x)
bly) =v(y) —o2lng(z).
Corolario 37. Denotando o = o1 + 03, en el equilibrio
01 g2
w(z,y) = —((z,y) = b(y)) + —(a(z) - alz,y)). (54)
Demostracion. A partir de (53), dada la inyectividad de exp : R — R
a(z,y) +w(z,y) —alz) _ y(z,y) —w(z,y) —by)
o1 o9 '
Despejando w(x,y) se obtiene (54). O

Corolario 38. Se tiene que

n(,y) = exp <¢<x»y> —alz) - b(y)) |

g

con ¢ =+ a.

Demostracion. Por un lado, dado que

m(z,y) = exp (O‘(x’ y) +wlz,y) - a(:r))

01

despejando w(x, y):

w(z,y) = oy Innw(z,y) + a(x) — a(z, y).
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Luego, reemplazando en

r(@,y) = exp (va) —w(@,y) - b<y>>

02

se llega a

m(z,y) = exp (7(x’y) % 1D7T(x,y)a—2 a(z) + oz, y) — b(@))

De ahi, simplificando y usando la propiedad de suma de exponenciales,

7T("E, y) = exp <¢(£C, y) — a(x) — b(y)> 6_% Inm(z,y)
g2

o <¢(:17,y) —a(x) - b(y))

wly) T = exp -

)=o)~ 84))

g

m(z,y) = exp (
O

Definicién 39. Equilibrio (7, w) 2. Un equilibrio (7, w) consiste en un em-
parejamiento de equilibrio 7 y un salario de equilibrio w de forma que existen

a(z) y b(y) tales que
1. m e M(f,9).
2. w(z,y) queda definida como en la Ecuacion (54).

Observacién. Dado que a priori no se conoce a(z,y) y v(x,y), se deben de-

terminar a y b de forma que se cumpla
Sy exp (¢(w7y)—t;(w)—b(y)) dy = f(z)
[y exp (¢(m»y)*t;(z)*b(y)) dr = g(y).

Una posibilidad para ello, es usar el algoritmo Sinkhorn.

Estimaciéon paramétrica

La observacion consiste en las ternas {X;,Y;, W;}_; donde X; e ¥; son los
vectores para los empleados / firmas (caracteristicas) y W; = w(X;,Y;) +€; el

salario, donde ¢; ~ N(0, s?). Luego, el objetivo es identificar o (beneficios para

64



los trabajadores) y v (productividad). Recordemos que ¢ es el valor conjunto

del emparejamiento. A partir de los Corolarios 37 y 38 observamos que
Oé(x, y) =01 11177(1‘7 y) - w(a:? y) =+ C(Qf)
Y(z,y) = oo lnm(z,y) +w(z,y) — d(y).

Luego, haciendo un abuso de notacién que omite el parametro o y teniendo en

cuenta que (bajo esa notacion)
m(z,y) = exp(¢(z,y) — a(x) — b(y))

Jyexp(é(z,y) —a(z) —b(y)dy = f(x)
[y exp(e(z,y) — a(x) —b(y))dz = g(y)

(55)

u(z) =ca(z)+o1lnf(z)+t

v(y) = ob(y) + o2lng(y) —t

w(z,y) = o1(v(x,y) = by)) + o2(a(z) — a(z,y)) +t

se propone la siguiente parametrizacion (A, T € R¥):

K
CY(.’L', Y A) = Z Ak@k(xv y)
k=1

K
Y, y;T) =Y Trepr (e, y)
k=1

con {@k}r=1,. k una familia de funciones lL.i. Por definicién,

K

¢($a97 ) (b) = Z‘I’kﬁpk(%y)y (I)k - Fk + Ak-
k=1

El modelo queda entonces totalmente parametrizado por 6 = (A, T, 01, 09,1, s%).

Teniendo entonces en cuenta que
m(z,y; @) = exp(¢(z,y; @) — a(z; @) — b(y; 2)),

con a(x; ), b(y; @) determinadas por el sistema (55). Entonces, la verosimilitud

de la muestra es:

_ . 2
W —w(X,Y:0?] n,

InL(0) = nEx |¢(X,Y;®) — a(X;®) — b(Y; ®) — 52 5
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con 7 la densidad observada. A partir de esta situacion, maximizando la log-
verosimilitud se obtiene una estimacion 77?;-. Para mas detalles, consultar Dupuy

and Galichon (2022).

6.5. Mismatching ocupacional y mercado laboral peruano

En esta ultima seccién, proponemos una aplicacién de la teoria revisada a
lo largo de este documento al caso de la economia laboral peruana. En con-
creto, seguimos la idea de Burga and Moreno (2001) pero, consideramos una
importante mejora metodologica. Ademas, el nuevo contexto da mayor grados
de libertad en la estimacion y permite explotar una rama la teoria econémica
atn no muy popularizada Galichon (2016).

La década de los cincuenta y sesenta fue, para los paises en desarrollo, un
momento de expansién en el &mbito educativo. Concretamente, en Latinoamé-
rica, las tasas de matricula y de alfabetizacion aumentaron sustancialmente:
educacion primaria de 61.1% a 85.5 %, educacion secundaria 13.3% a 48 % y
educacién superior de 1.8% a 11.7%. La inversién en educacion a nivel de in-
dividuo se supone clave para facilitar el empleo e incrementar los ingresos. No
obstante, esto ha sido cuestionado luego de encontrar evidencia de mayor des-
empleo en los més educados (anos 70), y/o subempleados (trabajos de semi y
baja calificacion). Motivemos el estudio que se propone con la siguiente defini-
ciéon: el mismatching ocupacional es la discordancia entre la profesién y la
ocupacion desempenada por un trabajador en el mercado laboral.

El Pert es un pais en el cual se observa mismatching ocupacional: muchos
individuos terminan en empleos que no corresponden a su formacién. En ese
sentido, lo que se propone es entender los factores que explican el empareja-
miento en el mercado laboral: trabajador-ocupacion. Notese que esto difiere del
trabajo de Burga and Moreno (2001) pues no se va a medir la discordancia en
si. Para ello, se requiere contar con una muestra de IV clusters de individuos y
M ocupaciones (también agrupadas). De ser posible, se agruparian o dividirian
las ocupaciones de forma de tener M = N (sin embargo, esto no es menester).
Luego, el matching ocupacional seria determinado por 7;;. En analogia con el

trabajo de Dupuy et al. (2021), proponemos una estructura de costos paramé-
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trica siguiendo el criterio de disimilitud. Esto es, cfj = Zle ﬁkd%, donde, para
todo k, dfj mide la diferencia existente entre i y j. Por ejemplo, podemos te-
ner en cuenta la diferencia entre la media de la edad de los trabajadores en la
ocupacion j y la edad promedio de los individuos en ¢, la media de los anos de
educacion, indicadores de habilidades requeridas etc (definir estas variables es
lo clave para el trabajo). Luego, se aplica el algoritmo SISTA y se estima la
matriz de costos C?j tal y como fue presentado en la Seccion 5. Este plantea-
miento difiere del de Burga and Moreno (2001) y ademas, nos permite efectuar
una estimacién en conjunto de las caracteristicas que determinan el matching.

Recordemos que en Burga and Moreno (2001) se define sobre educado si el
nivel de escolaridad del individuo, expresados en los anos de educacién alcan-
zados, es mayor que el promedio de anos de escuela en la ocupaciéon més una
desviacion estandar: u 4+ o. Para nosotros, sobre-educado es una caracteristica
que se incorpora en la estructura de costos.

El trabajo fundamental es construir las matrices (dz-j)’C para k = 1,.., K
e implementar el algoritmo SISTA con el objetivo de recuperar el parametro
B € RX. Dado que se incorpora la penalizacién tipo LASSO ||3||1, no hay que
restringir la eleccion de las matrices. Ahora bien, existen, tal y como se mencio-
no previamente, medidas naturales de disimilitud. Sin embargo, con la finalidad
de tomar en consideracién variables como localizacién, migrante o no, caracte-
risticas sociales etc, es necesario proponer alguna métrica. De manera concreta,
a modo de ejemplo, sea k el indice asociado con la caracteristica localizacion.
Luego, para todo ¢ = 1,..., N, sea df una magnitud que toma valores en R, y
mide que tan conectada esta la regién donde ¢ habita. Luego, sea dé?, j=1.,N
una magnitud que toma valores en R y mide que tanto la ocupacién j requiere
conectividad e interaccién con pares. Por ejemplo, para médico e informatico df
es mayor que para taxista o pintor. Finalmente, se toma dfj = (dic - d§)2.

Esto concluye las aplicaciones en economia que presentamos en este docu-
mento. Permitanos enfatizar una vez mas que la gama de aplicaciones sobrepasa
lo expuesto en las secciones anteriores. Una exposicién completa puede ser en-
contrada en Galichon (2016). Si bien en Galichon (2016) no se presentan los
articulos que hemos desglosado, provee un abanico méas extenso, asi como ejer-

cicios resueltos. A continuacién damos paso a las aplicaciones finanzas.
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7. Acotamiento del CVA

Siguiendo a Hull (2006), un derivado se define como un instrumento financie-
ro cuyo valor se deriva de variables subyacentes, comtinmente de activos como
acciones o divisas. Aunque dichos instrumentos pueden ser bastante complejos,
nos centraremos a continuacion en contratos entre dos entidades financieras. To-
maremos el punto de vista de una de ellas, y llamaremos a la otra la contraparte.

Brindamos tres ejemplos con al finalidad de aterrizar estas ideas:

1. Un contrato tipo forward es un acuerdo para comprar o vender a la con-
traparte un activo a un precio y en un tiempo especifico. Por ejemplo, si se
piensa que el precio de una accién caerd, se buscard entrar en un contrato
en el que se venda dicha accién en el futuro a un precio similar al actual.
Por otro lado, la contraparte espera que el precio suba, y asi obtener la

accion a un precio menor.

2. Una opcion es un contrato donde una de las partes paga un precio por el
derecho a comprar o vender un activo a la contraparte, a un valor y en
un plazo previamente acordados. La diferencia con un contrato forward
radica en que no se esta obligado a ejercer este derecho, pero si no se ejerce

se asume el precio del contrato como pérdida.

3. Un contrato swap es un acuerdo entre dos entidades para intercambiar
pagos en el futuro. El acuerdo especifica las fechas donde deben llevarse
a cabo los pagos, y el método para calcularlos (Hull (2006)). Este calculo

involucra el valor futuro de algin activo u otras variables del mercado.

Considere entonces un portafolio de contratos de derivados, entre ellos contra-
tos swap, hechos con una tnica contraparte'®. Como sabemos, los precios de
los activos en el mercado estan sujetos a fluctuaciones aleatorias, que afectan el
valor de los derivados. Por este motivo, el riesgo de mercado afecta el valor total
del portafolio. Por otra parte, dicho valor esta sujeto al riesgo de crédito, que
considera la posibilidad de que la contraparte incurra en el incumplimiento de

los pagos restantes, a lo que denominamos default. La exposicién es la pérdida

15En la practica, un portafolio puede tener miles de posiciones en contratos hechos con
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que se asume en caso la contraparte entre en default, y equivale al valor del por-
tafolio al tiempo de default, cuando dicho valor es positivo. Cuando es negativo,
uno se libra de una deuda y por ende decimos que la exposicién en nula. En
resumen: el riesgo de mercado determina la magnitud de nuestra exposicién a la
contraparte, y el riesgo de crédito dicta la probabilidad de que esta exposiciéon

se convierta en pérdida (Glasserman and Yang (2015)).

El Credit Value Adjustment (ajuste por riesgo de crédito) o CVA es una
métrica que indica las potenciales pérdidas de un portafolio de derivados por el
default de la contraparte. Se define como la diferencia entre el valor del porta-
folio considerando la posibilidad de default y el valor del mismo sin considerar
esta eventualidad'®. El CVA incrementa con el wrong-way risk, la posibilidad
que el riesgo de credito y el riesgo del mercado estén positivamente correlacio-
nados. El interés es encontrar el CVA en el peor de los casos: una cota superior
para las pérdidas ocasionadas por default. Este factor esta determinado por la
dependencia entre el riesgo de crédito y el riesgo de mercado, como veremos
a continuacién, cuyas distribuciones individuales asumimos son conocidas. Sin
embargo, no conocemos la distribucién conjunta de ambos factores. Tal y como
motivamos hacia el final de la Seccion 2, la teoria del transporte 6ptimo resulta
una herramienta provechosa a la hora de tratar con este tipo de problemas.

A partir de ahora trabajaremos sobre un espacio de probabilidad (2, P);
nuestro telén de fondo: puede pensar en él como el conjunto de todas las posibi-
lidades en la economia, dotado con una medida de la probabilidad de ocurrencia
de cada evento. Siguiendo la formulacion en Glasserman and Yang (2015), de-
finamos la variable aleatoria 7 : Q — [0, 4+o00] como el tiempo de default de la
contraparte y sea V(7) el valor del portafolio en dicho tiempo. Como ya vimos,
la pérdida al tiempo de default seria la parte positiva de V(7), que denota-
mos V(7). Definimos el CVA en el horizonte de tiempo 7' > 0 como el valor

esperado del nivel de exposicién al tiempo de default

CVA:=Ep[VT(r)1{r < T}].

varias contrapartes.
16Esto vuelve al CVA un precio, no una medida de riesgo. Puede ser usado para calcular un
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Comunmente se calcula dicha esperanza sobre tiempos intermedios tg = 0 <
t1 <...<tq="T,que pueden ser las fechas de pagos de los contratos de deriva-
dos, previamente acordadas por ambas partes. Considere los valores aleatorios
V*t(t1),...,VT(tg) donde cada V*(t;) es la pérdida si la contraparte incurre
en default en el periodo (¢;_1,¢;]. Calcular estos valores requiere considerar las
valoraciones de cada activo del portafolio sobre todas las posibilidades y en cada
tiempo, un proceso computaional en el cual no nos centraremos. Formamos el

vector aleatorio X :  — R? dado por

X = (VT(t1),....V*T(ta)),

que tiene una distribuciéon de probabilidad conocida u € P(R?), relacionada
con el riesgo de mercado. Asumimos que X es un vector aleatorio continuo. Esto
es, que p no tiene atomos. Asimismo, el riesgo de crédito dicta las probabilidades
de default en cada periodo, por lo que da una ley conocida v € P(R?) para el

vector aleatorio Y : ) — R%:

Y =<ty Yty<r<tnys oo Ltay <r<ta})-

Este vector nos indica en qué periodo (si es que en alguno) ocurre el default,
y por ende qué pérdida se asume. Ciertamente, el soporte de Y es (o esta conte-
nido en) el conjunto finito {y1,...,yd, Ya+1}, donde y; = (1,0,...,0),...,y4 =
(0,0,...,1), ygr1 = (0,0,...,0). Esto vuelve a v una medida discreta. De esta

forma, la pérdida es:

d
V+(T)1{TST} = <X7 Y> = Zv+(ti)1{ti—1<7'§ti}'

i=1
Permitanos enfatizar que si bien conocemos las distribuciones individuales,
no conocemos la distribucion conjunta 7 = (X,Y)4P € II(u,v). Mediante un

cambio de variable, tenemos:

CVAz/(X,Y}d]P’:/ (z,y)dr.
Q R4 x R4

pago adicional que cobra el banco por asumir este riesgo de default. Para una discusion més

extensa ver Rosen and Saunders (2012)
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Deseamos evaluar el peor caso posible para el CVA, lo que resulta en un

problema de transporte 6ptimo'”.

CVAguyp = sup / (x,y)dm. (56)
w€ll(p,v) JRIXRE

Buenas noticias: bajo circunstancias razonables este problema admite un

dnico transport plan 6ptimo, i.e., una tnica solucién.

Teorema 40. Si i, v € P2(R%)™® y < LY entonces existe un tnico transport

plan 7 € II(u, v) tal que

/ (x,y)dt = sup / (x,y)dr
Rd xR mell(p,v) JRI xR

2 2 {112
Demostracion. Basta notar que (z,y) = IE4] +|Iy|\2 llz—yll

y el problema es

entonces hallar:

2 2 2
Ty g vy Lo
mell(p,v) LJRIXRE 2 Rd xRd 2 Rd xRd 2

Por el Lema 3, esto es:

2 2 o2
[ g [ Wy e [ il
Rd 2 Rt 2 mell(p,v) JRd xR 2

Dado pu,v € P(R?), los dos primeros sumandos son finitos y se cumplen las

condiciones del Teorema 7. Es decir, tenemos la existencia de una tnica solucién

7 para el infimo en 57, y por ende para el supremo en 56 O

Observacion. Hemos definido el CVA unilateral, que considera que una de las
partes bajo ninguna circunstancia entraré en default. E1 CVA bilateral asume
que ambas contrapartes tienen posibilidades de incumplir en los pagos, por lo
que se deben considerar la exposicién de ambas partes por separado. Ademas,
ignoramos que el dinero tiene mayor valor hoy que en el futuro. Una formulacién
més completa, que considera factores de descuento en los tiempos ¢1,...,tq y el

CVA bilateral, puede encontrarse en Memartoluie (2017)

17Recuerde la interpretacion probabilistica del problema de Kantorovich, comentada en

Seccion 2
18Ver la Definicion 6
19Recordar que £ es la medida de Lebesgue en R?
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7.1. Acotamiento por aproximaciones empiricas

La tarea de acotar el CVA, un problema de transporte optimo en el caso
continuo, no tiene solucién analitica en general. Es por eso que discretizaremos
el problema mediante un ntmero finito de simulaciones, de modo que permita
ser resuelto con un método de programacién lineal. Volveremos al caso con-
tinuo tomando el limite cuando la cantidad de simulaciones tiende a infinito.
Hacemos uso del concepto de medida empirica, que formaliza la intuicién de
medida experimental que todos conocemos. Supongamos que queremos estimar
la probabilidad de que un vector aleatorio X : Q@ — R? tome valores en un
conjunto A C R¢ . Considere Xi, X, ... copias independientes de X. Realizar
N experimentos independientes corresponde a evaluar X;(w),..., Xy(w) para
algin w € 2. Contamos cuantos de estos X;(w) cayeron en A y dividimos sobre
N. Se espera que, a medida que el naumero de experimentos N incremente, esta

estimacion se acerque mas a la probabilidad real P{X € A}.

Definicién 41. Sea (Q,P) un espacio de probablidad, X : @ — R un vector
aleatorio con distribucion p € P(R?) y una sucesién de copias independientes

X1,X5,.... Para cada N € N, definimos la distribucién empirica de X por:

N
1
pn(A) = N Z; Lixicay-
para cada A € Bga.

Observacion. En rigor, puy tal y como lo hemos definido es una variable
aleatoria que arroja medidas de probabilidad. Esto es: ux(w) € P(R?) con
pn(w)(A4) = & Zfil 1x,(w)eay para cada w € Q y A € Bra medible. Sin em-
bargo, omitimos esta notacién porque las propiedades que nos interesan de la

distribuciéon empirica se satisfacen P-casi seguramente (P-c.s).

Lema 42. En el contexto de la definicién anterior , uy — p puntualmente

P-c.s. cuando N — +o0.

Demostracion. Sea A € Bra y Z; = 1;x,ca} para cada i € N. Ciertamente
Ep[Z;] = P{X,; € A} = p(A) para cada ¢ € N. De hecho, los Z; estan idéntica-

mente distribuidos pues los X; lo estan. Asi, por la Ley Fuerte de los Grandes
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Nuameros (Ver Teorema 126

| &
pn(A) = N ZZi — u(A)

P-casi seguramente. Como A es arbitrario, tenemos la convergencia puntual P-

C.S. O

Corolario 43. Consecuencia directa del Lema anterior, tenemos py — py

UN RN w P-c.s.

Sean X, Y como en la subsecciéon anterior y considere X7, Xo,... y ¥7,Y5, ...
sucesiones de copias independientes. Asumiendo que p no tiene atomos, los
Xi,..., XN son distintos casi seguramente y podemos entender a py como la
distribucion uniforme sobre {X1,..., Xn}. En general, las medidas empiricas
1N, VN tratan de imitar las distribuciones reales i, v. Asi, podemos ir simulando
numéricamente cada vez méas valores (X;);cny mientras resolvemos el problema
de transporte 6ptimo sobre las medidas pn, vy .

Cada 7 € II(un, vn) estd concentrada en el conjunto {(X;,y;) :i=1,...,Nj =

1,...,d+ 1}. Denotando 7{(X;,y;)} = m;;, queremos entonces hallar:

N d+1
CVAQLP = sup ZZ?TU<X“y]>
me€ll(uN,vN) i=1 j=1
Sabemos que sobre medidas discretas, el problema de Kantorovich se reduce

a un problema de programacién lineal. Debemos por ello resolver:

/ N d+1
max >0, Zj:l i (Xi, ;)
s.a. Zf\;m—j:uN(yj)ijl,...,d—l—l
E?Ziﬂ'm‘:%, Vi:1,...,N

g Z 0.

Estos valores dependen de los resultados de las simulaciones numeéricas (X;(w));en

y (Yi(w))ien, o sea del evento w € §2 sobre el que estamos evaluando todo ta-

N

citamente®’. Atn asi, con toda seguridad podemos asegurar que los CVAG,

20Evitamos hacerlo explicito como un abuso de notacién para no sobrecargar las ecuaciones.
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convergen a la solucién del problema general C'V As,,,,. Esto gracias al siguiente

teorema. Para leer la prueba recomendamos consultar primero el Apéndice C.

Teorema 44. Sean X,Y vectores aleatorios en R? con distribuciones de pro-

babilidad u, v € Py(R?), respectivamente. Entonces

lim sup / (x,y)dm = sup / (x,y)dm
N—r+o0 mell(pn,vn) JREIXRE mell(p,v) JRIXRE
P-casi seguramente.

Demostracion. Por definicion de la métrica Ws en Pa(R9):

W)= iuf / lz — ylPdr (59)
mell(p,v) JRd xRd

/ ] 2y + / lylPdv —2  sup / (r.y)dr (60)
Rd R4 mell(p,v) JRIXRE

El Lema 42 nos otorga la convergencia puntual uy — py vy — v P-cs.

/d |z|[Pdpy — /d ||]|?du P-c.s.
R R

[t~ [ la s
R Rd

A su vez, implica la convergencia debil en Py(R%) 1y RN Wy UN P2 Pecs.

Esto implica

Por el Teorema 134, esto es equivalente a W(un,u) — 0y W(vy,v) — 0

P-c.s. Gracias a la desigualdad triangular

0 < Wiun,vn) < W(un, pn) + W, v)+W(v,vy) P-cs.

y por el Teorema del sandwich
W(pn,vn) = W(p,v) P-c.s.
Aprovechando estos tres resultados tenemos:

-2 sup / ||z — y||?dr — =2 sup / ||z — yl[*dr
m€ll(pn,vNn) JREIXRE mell(p,v) JRI xR

P-casi seguramente. Multiplicando por —% se obtiene el resultado deseado. [J

74



Observacion. En la practica, al calcular el CVA maximo siempre se discretiza
el problema mediante simulaciones de Montecarlo. Sin embargo, estas simula-
ciones son computacionalmente muy costosas. Mas ain cuando tratamos con

portafolios de decenas de miles de contratos de derivados.

7.2. Regularizacion entrépica del CVA

Aunque el método anterior prueba ser computacionalmente eficiente, la cota
CV Ag,p puede ser bastante improbable de alcanzarse; més pesimista de lo ne-
cesario. Es por esto que impondremos una penalizacién por la entropia, al estilo
del problema de regularizacion entropica expuesto en la Seccion 3. La entropia
presentada ahi se interpreta como un cuantificador de qué tan concentrada es
una medida discreta. En esta seccién usaremos un concepto de entropia diston-
ta: la entropia relativa de Kullback-Leibler. Es una nocién de distancia de una
medida @ respecto de otra medida P. Es decir, evaliia tomando un modelo de
referencia P. Segun Glasserman and Xu (2014), mide la informaciéon que ga-
namos al movernos de una distribuciéon de referencia a una distribucién a una

nueva. Referimos a dicho trabajo para una interpretacién mas detallada.

Definicion 45. Entropia de Kullback-Leibler. Sean {2 un espacio medible
y P,Q € P() tal que @ < P. Definimos la entropia relativa de Q a P como

D(QIP) =Ep [h (Zg)] =Eq {m (Z?D)]

donde A : [0, +00) — R esta dada por

zIn(z), = > 0.

Notemos que h es una funcién continua y convexa. Su grafica se muestra a

continuacién.

75



Grafica de h(x) = xIn(x)

Figura 8: h(z) = zlnz.

Observacién. En el caso discreto (2 finito), usamos la férmula

P@IP) = 3 Qlu (%)

Aunque la entropia de Kullback-Leibler no define una métrica en P(Q2) (no es
simétrica y no cumple la desigualdad triangular), satisface algunas propiedades

deseables.

Lema 46. En el contexto de la Definicién 45, se cumple:
L D(Q[P) =0
2. D(Q|P)=0siysolosi P=Q.
3. D(Q|P) es convexa en Q.

Demostracion. Para (i) y (ii) basta notar que, como h es estrictamente convexa,

la desigualdad de Jensen otorga:

D(P|Q) = Ep [h (jg)} > (Ep [gg]) — h(EQ[1]) = h(1) = 0

con igualdad si y solo si % es constante (Ver Teorema 123). Dado que Ep[%] =

Eg[1] =1, s6lo puede ocurrir 3—% =1y por ende P = Q.
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Para (iii), sean t € [0,1] y Q1,Q2 € P(2) absolutamente continuas respecto
a P. Ciertamente tQ; + (1 — t)Q2 también lo es. La convexidad de h cierra el

asunto:

D(tQ1 + (1 —t)Q:|P) = Ep —h(d(tQ1 +d(]:1) — t)QQ:l

B dQ: dQ>

<o [ (12) o (12)]

= tD(Q1|P) + (1 = 1) D(Q2|P).

O

Nuestro modelo de referencia sera la medida producto P = p X v, que con-
sidera que el riesgo de mercado y el riesgo de crédito son independientes. Esta
eleccién es arbitraria, aunque podemos argumentar que el default de la con-
traparte depende mayormente de factores internos®' y no de la situacién del
mercado®2. De esta forma buscamos regularizar desviaciones de un modelo que
considera el riesgo de mercado y el riesgo de crédito no estan correlacionados de
ninguna manera. Brindamos dos formulaciones: un problema restringudo y un

problema penalizado.

Definicién 47. Sean 7,0 > 0. Definimos el problema de optimizacion restrin-
gida Pres,n y el problema de optimizacion penalizada Ppen,p como los siguientes

problemas de optimizacion:

Presn : sup { / (z, y>d7r}
well(p,v), D(r|P)<n Re xR

1
Ppen,@ : sup {/ <$,y>dﬂ' - D(7T|P)}
R4 xR4 ¢

m €I (p,v)

donde P = p X v.

215i la contraparte es una compaiifa o una persona, el default se puede deber a que declaré

la quiebra, resultado de una mala administracion de las finanzas.
228i puede ser el caso. Por ejemplo, si la razon de default es que la contraparte asumié varias

pérdidas de sus posiciones en el mercado y por ende no cuenta con liquidez para pagar.
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Como bien indican los nombres, en el primero imponemos una penalizacion
proporcional a la entropia en nuestra funcién objetivo, mientras que en el segun-
do restringimos el conjunto de eleccién mediante un presupuesto entrépico>.

Para el problema de optimizacién restringida, cuando n = 0 el tinico elemento
en el conjunto de eleccion es m = p X v (ver Lema 46), mientras que si 7 = 400
no damos restriccién alguna y estamos frente a la cota pesimista 56. Por otro
lado, en el problema de optimizacién penalizada, cuando 6 = 0, la penalizacién
#D(n|P) sera infinita a menos que 7 = p X v, y esta seria la solucién. A su
vez, si # = +oo la penalizacién seria nula y estariamos, nuevamente, frente al
problema original 56. La siguiente figura muestra la solucién éptima al problema
penalizado bajo diferentes parametros ¢ = %. Notemos que para un e grande (6
pequeno) el término penalizador induce una solucién muy parecida a la medida
producto. A medida el término penalizador disminuye en intensidad la solucién

Optima se permite tomar una forma distinta.

=10 e=1 e=10""! e=10"?

Figura 9: Recuperado de Peyre and Cuturi (2019) El impacto de € = # en las

soluciones al problema penalizado. La segunda fila muestra las densidades de

los marginales (en rojo y azul) y de la solucion.

Resulta que ambas formulaciones son, en cierto sentido, equivalentes. De

forma mas precisa, para cada 0 > 0, existe un > 0 tal que Ppen,s ¥ Presy

23En el sentido que define una cota superior.
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tienen el mismo optimizador. En la prueba, es necesario primero establecer que
el problema Ppcy, ¢ tiene una tnica solucién. Para esto, Glasserman and Yang
(2015) alude al Teorema 3 de Riischendorf and Thomsen (1993). En este docu-
mento imponemos una condicién adicional: Euxy[e(’(“”m] < 400, y brindamos
una prueba rigurosa partiendo de esta hipdtesis. En ese sentido, el siguiente

lema es una adaptacion del resultado en Riischendorf and Thomsen (1993).
Lema 48. Sean p,v € P(R?) y P € P(R? x R?). Si D(7|P) < 400 para algtn
7 € I(u, V), entonces existe un tnico & € (u, ) tal que

D(P) = it D(x|P).

Teorema 49. Sean 0 > 0y P =y x v. Si p,v € Po(R%) y Ep[e?®¥)] < 400,

entonces el problema Ppey, ¢ tiene una tnica solucion 7? e II(p, v).

Demostracion. Definamos la medida de probabilidad P € P(R? x RY) con P ~
P = u x v dada por
. PUCEN)
dP = WdP
Entonces, para cada m € II(u,v) con 7 < P, tenemos 7 < P. Mas aun, las

derivadas de Radon-Nikodym se comportan de manera deseable:

dm dm dP
dp dPdp (61)
B Ep[e?®¥)]dr 9
= T Evdp (62)
El problema Ppen,9 implica encontrar
1 dm
sup / (x,yydm — f/ In (> dm (63)
nel(p,v) JRExRA 0 JraxRra ap
1 dm
=—— inf In({ ———=1d 64
0 well'lr%u,u) Aded . (69(x,y>dp> i (64)
=3 wellil%i,u) {/RdXRd In (€9<$7y>dﬂ- dr —1n (Ep[e ]) (65)
1 dm
=—- iof |—In(Eple?®V +/ In (> dw} 66
0 ret(u) { Erle DS fos ™ \ap (66)
1 .
== |In(Ep[e?@¥)]) — inf D(x|P)|. 67
 [nEA) — g DGalP) 67)
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Verificamos que se cumple la condicién del Lema 48: el mismo P = u X v da

entropia finita.

D(P|P) =Ep [m (f;)} (68)
= [ ()| )
—tn (Ep[e”=)]) — 0Ep[(z,)]. (70)

Por hipétesis, 0 < Ep[e?®¥)] < 400, por lo que In (Ep [e?@¥)]) € R. Ademas,

como p, v son cuadrado-integrables, podemos acotar

||z|2+||yll2] 1

Eeflo il < Ep | I L] — g ol + S, 0P < 4o

Por ende Ep[(z,y)] € R y luego D(P|P) € R.
Por ultimo, el Lema 48 garantiza que el infimo en 67, y por ende el problema
Ppen.o, tienen un tnico optimizador 7% € I(y, v).

O

Para concluir esta subseccion, presentamos el resultado de Glasserman and
Yang (2015) sobre la equivalencia entre el problema penalizado y el problema

restringido.

Teorema 50. Sea # > 0. La soluciéon 77 a Ppen,o €s la solucién al problema
Pres,n(Q) con

n(0) = D(x°|P).
La asignacion 6 — n(f) es creciente.

Demostracion. Ya vimos que Ppen,¢ tiene una tGnica solucion 7?. Suponga que

7% no es 6ptimo en el problema Pres,n(o)- Entonces existe un 7 € II(u, ) tal que

D(n|P) < D(=°|P) y

/ (x,y)dm > / (z,y)dn’
R4 xR Rd xR

Esto implica que

1 1
/ (z.y)dr — S D(x|P) > / (2, y)dr” — L D(x|P)
R4 xR4 0 R xR4 0
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lo que contradice la optimalidad de 7% para el problema penalizado Ppen,o Ahora
probamos que la asignacion 6 — 1(6) es creciente. Sean 6 > 6; > 0y 701 792
las soluciones a los problemas penalizados Ppen,o, , Ppen,o,, respectivamente. Si
7% = 7% entonces sus divergencias son iguales, o sea 1(f;) = n(f). Caso
contrario, dado que 7?2 es la solucién unica al problema Ppen,6,, entonces

[ tewn® - 2pGP)> [ Geg)d® - ZDEP). ()
R4 x R4 02 R4 x R4 02

Si [uygal(@ y)dn? < [oo galz,y)dn®, entonces D(7%|P) < D(x|u x v), o
sea
1 1 1 1
= _ =) D(x%2|P — — — ) D(x"|P). 72
(5 - 5 ) PP > (5 - 5 ) Da"1P) (72)
Sumando las inecuaciones 71 y 72 obtenemos
1 1
/ (z,y)dn" — 2 D(x%|P) > / (z,y)dx" — ZD(x|P),  (73)
Rd xR 01 Rd xRd 01
lo que contradice la optimalidad de 7%'. Luego, solo puede ocurrir
/ (z,y)dn >/ (z,y)dm®". (74)
R4 x R4 Rd xRd
En caso D(7%|P) < D(x%|P), podemos sumar *gfllD(ﬂ%lP) > f%D(WaﬂP)
para obtener la ecuacion 73: otra vez llegamos a una contraccion. Asi, n(62) >

n(61)- O

Observacion. No podemos asegurar la conversa. Es decir, no garantizamos que

para cada n > 0 existe un 6(n) > 0 tal que la solucién a P, sea solucion a

Ppen.o(n)-

7.3. Algoritmo de Sinkhorn para resolver el problema de

regularizacién entrépica

Rescatando el contexto de la subseccion 7.1 y la expresién para la divergencia
de Kullback-Leibler para espacios finitos, discretizamos el problema penalizado.
Mostramos que el problema discretizado es equivalente al problema de regulari-
zacién entropica descrito en la Seccion 3, y por ende puede resolverse mediante

el algoritmo de Sinkhorn.
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Para cada 0 > 0, N € N formulamos el problema penalizado con el modelo

de referencia P = uy X vy.

N d+1

P eSS ) g (s )

aNell(pn,vN) i=1 j=1

Tras un reordenamiento, encontramos que los sumandos pueden reescribirse

como:
1 1
uri ((meﬁ +3 ln(ﬂN(Xi)VN(yj)> — g7 In(m;;)
Defina la funcion costo ¢(X;,y;) = —((X;,y;) + 5 In(un (Xi)va(y;))) de modo

que el problema se vuelve equivalente a encontrar un infimo de la siguiente

forma;
N d+1
PN . — inf miic( X, + m In(m;
0 WEH(/LN,VN);; / yj) 0" ( J)

Estamos frente al problema de regularizaciéon entrépica de la Seccién 3, donde
identificamos 73% con ¥ ={Xy,...,Xn}, Y ={y1,...,vya+1} y la funcion costo
descrita anteriormente. De esta forma, por la Proposicion 21, el algoritmo de
Sinkhorn converge a la solucién 6ptima P@N . Note que la funcién objetivo es
convexa en los N X (d + 1) instrumentos de optimizacién y esto nos permite
asegurar la optimalidad del candidato a 6ptimo via Lagrange. El procedimiento
de resoluciéon es muy similar al presentado anteriormente. Solo enfaticemos que
ahora no se tienen conjuntos finitos de misma cardinalidad, en este contexto:
e =1/0 y que no se ha agregado la constante 1/6 al problema de optimizacion.

Por dltimo, presentamos un resultado de convergencia cuando N — +oo.
Para esto, necesitamos definir, dadas dos medidas de probabilidad w1, 7 €
P(RY x R?) arbitrarias

1
G(rm1,m2) = / (x,y)dm — 5D(7T1|772).
R4 xRd

Teorema 51. Sean X,Y vectores aleatorios con R? con distribuciones j,v €

Pa(RY). Si ademés E, ., [€0<I’y>] < 400 y Y tiene soporte finito, entonces:
1. El valor 6ptimo en Pév converge al valor éptimo en el problema Ppen 9

lim max G(muy xvy)= sup G(m,uxv
Nim | ax (7, ) oup (71X v)
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2. El maximizador 7% € II(un,vn) de G(-, un X vy) converge debilmente

al maximizador 7* € TI(p,v) de G(-, u X v)

3. El CVA méximo en P}’ converge al CVA maximo en Py P-c.s. Esto es

1f ,yydny = ,yydr™ P-c.s.
Jim [ @ani= [ @i s
Demostracion. Ver el Apéndice C de Glasserman and Yang (2015). O

En esta secciéon hemos formulado entonces un problema de transporte 6pti-
mo que permite computar el maximo para el CVA (una cota superior). Méas atn,
hemos brindado asociado a ello un resultado de existencia y unicidad. Luego, se
adapto el modelo siguiendo la bibliografia, con la finalidad de poder resolver el
problema via métodos computacionales. En relacién a ello, se probé la conver-
gencia del algoritmo que permite resolver numéricamente el problema de trans-
porte 6ptimo. Concretamente, se brindaron dos formulaciones para el problema
de regularizacién entrépica y se establecié la convergencia para el algoritmo
Sinkhorn. Finalmente, desarrollamos un resultado alineado con la bibliografia

(Teorema 49), que, de cierto modo, es un resultado de nuestra autoria.
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8. Acotamiento del riesgo de un portafolio

Divimos la presente seccién de la siguiente manera. Primero, presentamos el
concepto de medida de riesgo, asi como el VaR (Value at Risk) y el CVaR (Con-
ditional Value at Risk). Segundo, siguiendo a Memartoluie (2017), formulamos
un problema de transporte 6ptimo para acotar medidas de riesgo que dependen
en dos factores de riesgo X,Y, al estilo de la seccién anterior. Tercero, basan-
donos en Glasserman and Yang (2015), aplicamos regularizacion entropica para

acotar el riesgo de modelo.

8.1. Medidas de riesgo, VaR y CVaR

Siguiendo a Memartoluie (2017), para cada variable aleatoria X : @ — R
que representa el valor futuro de un portafolio, queremos cuantificar el riesgo
p(X). Denotaremos a continuacion x al espacio vectorial de variables aleatorias

en (9, P).

Definicion 52. Una medida de riesgo es una funcién p : x — R que satisface

los siguientes axiomas:

1. Monotonicidad: si X,Y € x y X <Y casi seguramente, entonces p(X) <
p(Y).

2. Invarianza por traslacion: si X € xy y m € R entonces p(X +m) = p(X) +

m.

Decimos que es una medida de riesgo convexa cuando
X +(1—0)Y) <tp(X)+ (1 —t)p(Y), VX,Y € x,V ¢ €0,1]
Por ultimo, decimos que es una medida de riesgo convexa es coherente cuando
p(AX) = Mp(X), VX € x,A > 0.
Observacion. Cabe resaltar que:
1. Una medida de riesgo coherente satisface la subaditividad. Esto es

PX+Y)<pX)+p(Y), VXeY €y
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2. La convexidad es una propiedad deseable, pues refleja que la diversificacion
es beneficiosa para el inversor. Cuando un inversor reparte su capital entre
varias posiciones, espera que su riesgo total no incremente. La subaditivi-

dad también refleja esta idea.

3. Para una discusion mas detallada ver la Seccion 4.1 en Follmer and Schied

(2002).

Una medida de riesgo muy usada en la practica es el Value at Risk (VaR).
Es un cuantil sobre la distribucién de la pérdida L de un portafolio sobre un

horizonte de tiempo fijo T' > 0, que mantendremos implicito.

Definicién 53. Dada una variable aleatoria L : Q2 — R de pérdidas, el VaR al

nivel de confianza « € [0, 1) se define como:
VaRo(L)=mf{{ e R:P(L>¢)<1—a}=mf{{ e R:P(L < {) > a}.

La interpretacion es clara: las pérdidas estaran por debajo de VaR, (L) con
un nivel de confianza «. Cabe mencionar que la configuracion de pardmetros
més comunes es o« = 0,999 y un horizonte de tiempo de un ano (Memartoluie
(2017)). Sin embargo, esta métrica tiene dos carencias principales. Primero, no
es una medida de riesgo coherente, pues no es subaditiva. La diversificacion
no esté justificada bajo esta medida de riesgo. Segundo, no brinda informacién
completa. En efecto, si bien controla la probabilidad de pérdidas, no dice nada
sobre el comportamiento de la distribucién mas alla de la cota.

Por estos motivos, se introdujo en la literatura el llamado Conditional Value

at Risk (CVaR), que enmienda estos dos errores del VaR.

Definicién 54. Dada una variable aleatoria L : Q@ — R de pérdidas, el CVaR

al nivel de confianza « € [0, 1] se define como:

1
l1—«

1
CVaR, (L) = / VaRe(L)de.

Para cada « € [0,1), el CVaR, es una medida coherente’® y revela in-

formacién acerca de la cola derecha de la distribucién. Mas aiin, considera la

24 Al ser una medida convexa, resulta mas facil de controlar por medio de algoritmos eficien-
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intensidad de las posibles pérdidas mas alla de VaR,,.

Para cimentar estas ideas, considere pérdidas que siguen una distribucién
exponencial de pardmetro A > 0. Esto es, sigue la funcién de distribucién
Fr(r) = 1 — e ?*, Afortunadamente, la distribucién es continua, por lo que

hallar el VaR se reduce a resolver Fy(z) = a. Obtenemos

1 1
Va//"a(L) = Xln (1_0{> .

Luego, integrando obtenemos el CVaR:

1 1 1 14+ In(s2y)
CVaRo(L) = m/a In (1_£> d = —— ==

8.2. Medidas que dependen de dos factores de riesgo

Considere dos vectores aleatorios X,Y que representan factores de riesgo.
Como es usual, conocemos sus distribuciones individuales p y v, pero no la
estructura de dependencia entre ellas © € TI(u,v). Si tenemos una funcion de
las futuras pérdidas de nuestro portafolio L(X,Y) y una medida de riesgo p,
buscamos saber cudl es el riesgo maximo al que nos exponemos. Esto es, hallar

sup  p(L(X,Y))

mell(p,v)

La siguiente caracterizacion del CVaR probara ser fundamental a la hora de
plantear el problema de transporte 6ptimo. Proveemos una adaptacion®® del
Teorema 4.47 de Follmer and Schied (2002), y referimos al lector a este libro

para la prueba.

Teorema 55. Para todo alpha a € [0,1), el CVaR,, es una medida de riesgo

coherente y admite la representacion

CVaR,(L) = sup Eg[L], VL € x
QeEGa

tes. Es una métrica mas amigable que el VaR si nuestro objetivo es optimizar un portafolio
con un nimero elevado de activos y posiciones. Mas atn, minimizar el CVaR implica contro-

lar el VaR.
25Las definiciones de medida de riesgo, VaR y CVaR. en Follmer and Schied (2002) difieren

ligeramente de las presentadas en Memartoluie (2017), pero son equivalentes. En particular:

si p es una medida de riesgo para Memartoluie (2017), entonces —p es una medida de riesgo
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donde

ga:{QEfP(Q)IQ<<PyC(lZ§S1iaP—c.s.}.

Ciertamente, consideramos pérdidas L(X,Y") que dependen de los factores
de riesgo X e Y. El problema es encontrar:

sup CVaR,(L(X,Y)) = sup Eq[L(X,Y)], VL€ x.
mell(p,v) mell(p,v),Q€Gq

En la practica, lo usual es trabajar con distribuciones marginales discretas. Por
ejemplo, como vimos anteriormente, i y v pueden aproximarse?® por sus medi-
das empiricas {un}, {vn}. Por este motivo, asumamos que X y Y tienen sopor-
tes en {z1,...,z,} v {v1,-..,Ym}, respectivamente. Para aliviar la notacion,
escribiremos p; = p(z;), v; = v(y;). Analogamente, escribiremos 7 = (X, Y) 4P
y v = (X,Y)xQ para las distribuciones conjuntas de (X,Y) bajo Py @, res-
pectivamente. Como ya es costumbre, reducimos el problema a programacion
lineal:

max Y > i L, )

n .
sa. Y my=v;Vji=1,....m

m .
dima T =i, Vi=1,...,m

0< Yij < ﬁﬂ'ij.
Note que no la restriccién final no es fija, por lo que el costo computacional

es mayor que en problema bésico 1.

8.3. Riesgo de modelo

A continuacién nos enfocaremos en el control del llamado riesgo de modelo.
Seguimos a Glasserman and Xu (2014), manteniendo la notacion ya establecida
en esta secciéon. Medir el riesgo conlleva asumir supuestos para los modelos que
se usan. Estos errores del modelo se trasladan a errores en la medida del riesgo.
El objetivo de la presente secciéon es desarrollar herramientas para acotar el

error, sujeto a una desviacién maxima del modelo de referencia.

Follmer and Schied (2002). Finalmente, Follmer and Schied (2002) usa el pardmetro A =1 —«

tanto para el VaR como para el CVar.
26Fn el sentido de la convergencia débil.
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Considere un vector aleatorio X : Q — R? que codifica los factores de
riesgo o, en general, los elementos estocasticos del modelo. Trabajaremos con
un indicador de riesgo de la forma p(X) = Ep[V(X)], donde V : R? — R es
una funcién medible. No sabemos la distribucién real del vector aleatorio X,
sin embargo asumimos que sigue otra distribucion P € P(R?). Partiendo de
este modelo de refencia podemos considerar distribuciones de probabilidad no
muy alejadas de P para X, en el sentido de definir una cota n para la entropia
de Kullback-Leibler D(:|P). En este contexto, la entropia mide la informacion
adicional que necesitamos para hacer un modelo alternativo () preferible sobre
un modelo de referncia P. Teniendo esto presente, construimos el problema
restringido Ppen -

sup Eg[V(x)] (76)
D(Q|P)<n

Maés atn, podemos generalizar el Teorema 50 sobre la equivalencia entre el
problema penalizado y el problema restringido.?”. El lector interesado puede

consultar Glasserman and Xu (2014).

Observacién. Considere P, @ € P(R?) absolutamente continuas respecto a la
medida de Lebesgue £ € P(R%), con funciones de densidad respectivas f,g. Si
ademéas ) < P, entonces

Q _ g

dP ~ f°
Por este motivo, capturamos la desviacion del modelo @) al modelo de refe-
rencia P a través del ratio m := %. De este modo, la entropia puede ser calculada
por:
D(QIP) = EplmIn(m)).

Observacién. Podemos reconstruir el modelo @ a través de P,m por g(x) =

m(z)f(z). Ademés, para cualquier h : R? — R medible:
Ep[m(z)h(z)] = Eq[h(x)].

Definicion 56. Definamos el conjunto de todas las funciones de densidad res-

pecto a P.

M ={m:R? = R medible : m >0, Ep[m] =1}

2"Mostraremos el caso particular V : R4+1 x R4+t 5 R definido por V(z,y) = (z,y).
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Para cada n > 0, definamos el subconjunto de M de funciones de densidad

cuyas medidas asociadas @ cumplen D(Q|P) < 1.
M, ={m e M : Ep[mIn(m)] < n}.
Asi, podemos dar una formulacion alternativa a (76) a través de:

sup Ep[m(x)V(x)]. (77)
meM,

El dual (ver Florenzano and le Van (2001)) de este problema es:

) 1
51;% 7:161}34 Ep [mV(az) — g(m In(m) — n)} . (78)

Notemos que, para cada 6 > 0, el problema de maximizacién interior

sup B {mV(m) - ;mln(m)} (79)

es andlogo al problema penalizado Pper, ¢, asumiendo que tanto P como () son

absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue. La solucién es

oV
"= Eplesp @V ()] 0

cuando el denominador es finito Glasserman and Xu (2014).
Veamos una aplicacién cuando nuestro criterio®® para medir riesgo es la

varianza del portafolio.

Definicién 57. Considere el espacio de probabilidad (Q,P). Sea X :  — R?
el vector aleatorio de los retornos de activos de un portafolio con pesos a =

(ai,...,aq)T. Sila media es Ep[X] = y, definimos la varianza del portafolio por
Epla” (X — p)(X — p)"a].

Identificamos V(z) = aT(x — pu)(x — u)Ta, por lo que se estamos frente al

problema de optimizacion

sup Ep [m(x)aT( )T
meMy,

x—p)(z—p) al.

28Fsta no es una medida de riesgo
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Acé la funcion objetivo asume que sabemos con certeza la media Eg[X] = p,
pero no la distribucién en si. Entonces debemos imponer esta condicién en nues-
tro problema de optimizacion. Sin embargo, la solucién al problema global (sin
imponer la restriccion) resulta cumplir que la media es p cuando la distribu-
cion de referencia es normal multivariada. Veamos: por la discusiéon anterior, el

optimizador es de la forma
mo(z) = Cexp(fa’ (x — p)(x — p)"a) (81)

para alguna constante normalizadora C' > 0.
Asi, la distribucion Qg 6ptima en (76) tiene densidad gy = mg(z)f(z) res-
pecto a la medida de Lebesgue, donde f es la densidad del modelo de referencia

P.
g6(z) = Cexp(fa’ (z — p)(z — p)"a) f(2). (82)

Un caso interesante ocurre cuando asumimos que el modelo de referencia si-
gue una distribucién normal multivariada, pues ademés de mantener la media
igual, la distribucién maximizadora también permanece normal multivariada.

Nos apoyamos del siguiente resultado.

Teorema 58. Sea 1 € RY y ¥ € Mgy4(R) una matriz semidefinida positiva y
simétrica. Entonces la distribuciéon normal multivariada A (u, X)) € P(R?) tiene

funcion densidad respecto a la medida de Lebesgue dada por:
. 1 B
fla) = Coxp (5o == -0
para alguna C > 0 constante normalizadora.

Escogemos el modelo de referencia P = N (u, ¥) con p, ¥ como en el Teorema

58. De esta forma, la solucion a (76) esta dada por la funcién de densidad

30(0) = Cexp(Oa (a ~ (o — ) a) x exp (30~ W7 = ).

Notemos que los productos del primer exponente pueden identificarse con
productos escalares en R?, asi que podemos permutar los factores del siguiente

modo:

6a” (¢ — p)(x — 1)"a = (z — )" (Ba” al) (& — p),
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donde I es la matriz identidad de tamano d x d. Reescribimos asi
1 _
go(z) = Cexp ((x — )" (0o al)(z — p) — Sl = DR CE M)) (83)
1
go(z) = Cexp (—2(33 — )T (2™t =200 al)(x — u)) . (84)

Cuando existe?? 3 := (27! — 20aTal)!, tenemos que Qy sigue la distribu-
cion N (p, ﬁ)) Esto es sorprendente: jla distribucién 6ptima es es también normal
multivariada! Este es un caso especial, pues nada asegura que el modelo 6ptimo
pertenezca a la misma familia de distribuciones del modelo de referencia P.

Este fendémeno persiste cuando consideramos una funcién cuadratica arbitra-
ria V(z) = 27 Az con A € Mgyq4(R) una matriz definida positiva. En particular

A es simétrica. De nuevo aludiendo al resultado 80, obtenemos el ratio 6ptimo
mg(x) = Cexp(hzT Ax). (85)

Consideremos nuevamente la distribucion de referencia N(u, X).
De hecho, ahora consideraremos distribuciones sin la restriccién de mantener
la media.

De g(x) = m(x)f(x) obtenemos
go(x) =Cexp(fz’ Az) x exp (—;(x — )Yz — u)) (86)

1
=C'exp <t9xTAa: - 5(33 —w)'e e — u)) . (87)
Reordenando los elementos del exponente:

1 1 1
2T (0A)x — T8 e + [uTZfla: + xTZfl,u} — —utyty (88)

2 2 2
1 1 1
=— ixT(Efl —20A)x + 3 ('S e+ 2TE ) - §/LT271,[L. (89)
Para 6 suficientemente pequefio, podemos asegurar que 3= (L1 —204)71

existe. Notemos que ¥, A simétricas implican que ! y 7! —20 A sean también

simétricas y por ende 3 también lo es. Reescribiendo el exponente, se llega:

1 pe 1 e e 1

—— 5aT8 0+ [,uTE_lEE_lx + xTz-lzz—lﬂ} — 5uTT (90)
1 pe 17 ) e |

=— ixTE_lx + 5 {(EZ‘IM)TE_lx + xTE_l(EZ_l,u)} - §HTE_1,u. (91)

29Para 0 suficientemente pequefio podemos asegurar que el determinante de X~ — 20aTal
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Definamos [ := 22_1;1 para aliviar la notacién.

. 1 - - 1
TS+ o [T S+ :vTE’lﬂ} — TS i ete (92)

(x — )8 Yo — o) + cte. (93)

DN = N =

Por altimo, al reemplazar esta expresion en (87) obtenemos
~ 1 N R
(o) = Cexp (o= 75 e - ). (94)

con C >0 alguna constante de normalizacién. Hemos probado que la distribu-
cion 6ptima Qg sigue también una distribucion normal multivariada N (i, 32).
Al igual que en el ejemplo anterior, no hay razén para esperar que la distribu-
cién Optima pertenezca a la misma familia de distribuciones. Esta es la razon
por la cual este método es tan potente: evalta una gama infinita de posibles
distribuciones. Segun Glasserman and Xu (2014), el método va maés alla de sim-
plemente examinar el efecto de cambios en los parametros de la distribucién,

sino que evalua tipos mas generales de errores de modelo.
Conclusiones

Hemos formulado un problema de transporte 6éptimo para acotar la medida
de riesgo de un portafolio. Luego, mostramos que el problema de acotar el
CVaR se reduce a un problema de programacion lineal en el caso discreto. En
ese sentido, se vuelve al problema de regularizacién entrépica para controlar el
riesgo de modelo, con la diferencia de no restringir nuestro conjunto de eleccién
a Il(u, v). De cierta forma, si bien este ejemplo no cae en la familia de problemas
de transporte 6ptimo, sigue siendo un problema de regularizacién entrépica y
de ahi el interés de incorporarlo en este trabajo. Esto concluye las aplicaciones

en finanzas y en general, el cuerpo de este documento.

no se anula.
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9. Conclusiones

En este documento, se ha realizado un anélisis de las aplicaciones del trans-
porte éptimo en economia y finanzas, enfocandonos en una seleccién de articulos.
Se comenzo estudiando el problema de la regularizacion entrépica, que es clave
para comprender el algoritmo Sinkhorn-Knopp. A continuacion, se explor6 co6-
mo esta técnica se emplea para abordar un problema concreto: la estimacion de
costos. Luego de ello, se estudi6 el problema de emparejamiento en el mercado
matrimonial asi como en el mercado laboral. En particular, se vio como el pro-
pio modelo conlleva a una formulacion de regularizaciéon entrépica. Esto resalta
el objetivo principal de este documento: demostrar cémo el transporte déptimo
surge como una herramienta de gran interés en la teoria econémica.

Aunado a ello, se ha propuesto una linea de investigacion considerando los
desarrollos anteriores en este documento, especificamente para el caso del mer-
cado laboral peruano. Se espera que este documento sea el punto de partida para
iniciar una serie de proyectos relacionados con la teoria del transporte 6ptimo
en problemas econémicos. Es importante enfatizar una vez mas que atn quedan
muchas aplicaciones en economia por explorar que no han sido desarrolladas en
este documento, como el tema del transporte urbano. Desde una perspectiva de
transporte urbano luego de una estimacién econémica convencional de costos
de transporte, es posible plantear un problema de transporte tradicional.

Sobre las aplicaciones en finanzas, formulamos problemas de transporte 6p-
timo para acotar el CVA y medidas de riesgo. Esta formulacién puede aplicarse
a cualquier métrica financiera que depende de muiltiples factores de riesgo, siem-
pre y cuando las distribuciones individuales sean conocidas. También se abordé
el problema de regularizacién entrépica en el caso continuo, en su forma penali-
zada y restringida, y cémo controla las desviaciones de un modelo de referencia.
A su vez, mostramos la discretizacion del problema de regularizaciéon de modo
que permita aplicar el algoritmo de Sinkhorn.

Permitanos enfatizar una tltima vez que la teoria del transporte 6ptimo es
una linea de investigacién bastante activa, tanto en economia como en finanzas,
y que este trabajo constituye un desgloce y adaptaciéon de una extensa revisiéon

de literatura.
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Terminamos este documento con la Figura 10. Esta fue realizada siguiendo
https://python.quantecon.org/opt_transport.html. El objetivo de esto es
dar una ultima referencia sobre los paquetes y programas ya elaborados y des-

tinados a la resoluciéon numeérica de problemas de transporte 6ptimo.

Figura 10: Plan de transporte: descripcion visual. Codigo adaptado de Thomas

Sargent et. al.
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A. Fundamentos de topologia y andlisis real

Empezamos con una breve recordatorio de algunas definiciones basicas del
anélisis real. Un libro de referencia de Analisis Real con aplicaciones en Eco-
nomia es sin lugar a dudas Ok (2007). Nos limitamos a definir brevemente los
conceptos a los cuales aludimos, sin pasar por los resultados que suponemos
conocidos del anélisis (convergencia de sucesiones, continuidad, compacidad de

un conjunto etc).

Definicién 59. Dado A C R, no vacio, decimos que 8 € R es cota superior de
Asiz<60,VzxeA

Ejemplo 60. Dado el conjunto {z € Ry : 22 < 2}, 10 es una cota superior.

Definicién 61. Dado A C R, no vacio, decimos que § € R es cota inferior de

Asif <z, VzeA.

Definicién 62. Dado A C R, definimos 3 = sup A como la menor cota superior,

es decir,
1. 8 es cota superior.
2. Si B’ es otra cota superior, 8 < /.

Ejemplo 63. Consideremos nuevamente el conjunto A = {z € R, : 2% < 2}.

Es sencillo notar que v/2 = sup A.

Definicién 64. Dado A C R, definimos o = inf A como la mayor cota inferior,

es decir,
1. « es cota inferior.
2. Si o/ es otra cota superior, o’ < a.

Notation. Sea A un conjunto y f : A — R. Denotamos

inf f(z) = inf f(A) y sup f(z) = sup f(A)

zeA T€EA
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Proposicién 65. Sea A un conjunto y f: A — R, entonces

inf —f(x) = —su T
nf, —f(x) = - sup f(a)
A continuacién brindamos la definicién de distancia y espacio métrico. Estos

conceptos son en particular importante en la Secciéon 4 cuando se trabaja con

la métrica de Hilbert.

Definicion 66. Dado una conjunto M, una métrica sobre M es una funcién

d: M x M — R, que cumple con las siguientes propiedades:
1. d(z,y) =0 ax=y.
2. d(z,y) = d(y, ).
3. d(z,2z) < d(x,y) + d(y, z) (desigualdad triangular).

Ejemplo 67. En R", d(z,y) = ||z — y|| define una métrica. Mas atn, se conoce

como la métrica inducida por la norma || - ||.

Definicién 68. Un espacio métrico es un par (M,d). Es decir, un espacio

métrico es un conjunto M dotado con una funcién distancia asociada.

Definamos ahora lo que es una topologia. Este concepto es esencial a la hora
de hablar, en el apéndice de medida, de los borelianos. Mas atin, es crucial a la

hora de definir formalmente el concepto de convergencia. Veamos.

Definicioén 69. Sea X un conjunto no vacio. Una topologia sobre X, denotada
T, es una familia de subconjuntos de X tales que:
a) X,0eT.

b) Dado Z un conjunto arbitrario de indices, si V i € Z, A; € T, entonces:

<ingi> eT.

c) Si para todo i =1,...,m, A; € T, entonces:

(ﬁ Ai> e

Llamamos abiertos a los elementos de la topologia.
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Definicion 70. Diremos que una familia S de subconjuntos de X genera la

topologia 7 cuando

T = { U B: ac S} .
BeA
Es decir, cuando la topologia esta formada por todas las posibles uniones en S.

Definicién 71. Dado un espacio métrico (M, d), la topologia inducida por d es

aquella generada por los abiertos respecto a la métrica d, esto es, los conjuntos
B(z,e) ={ye M : d(z,y) <€}
Definicién 72. Dada (x,) C R, definimos
limsup z,, = 111>1f1 sup{z, :n >k} €R
lim inf ,, = sup inf{x,, : n > k} € R.
k>1
Alternativamente, podemos definir
limsup x, = lim sup{z, :n >k} = inf sup{z,:n >k}
k—o0 k>1
liminf z,, = lm inf{z, :n >k} =supinf{z, : n > k}.
k—o0 k>1

La siguiente figura permite aterrizar estas dos tultimas definiciones.

T
A
..\\
DA T A—a———— limsup
SRETIRTIR TR TN VIR VAN gy
S
//
-n

Figura 11: Lim sup y lim inf.
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Ejemplo 73. Sea x,, , n € N. Entonces,

sup{zy : k>n} =sup{(-1)"(n+4)/n: (-1)" " (n+5)/(n+1),..}
= (n+4)/n para n pary (n+5)/(n+ 1) para n impar
=1

Asi, lim sup x,, = 1. Analogamente, el lector puede verificar que lim inf z,, = —1.

Proposiciéon 74. La sucesion (x,) C R es convergente si y sélo si limsup z,, =

lim inf z,,. Dicho valor comin coincide con lim z,,

Continuamos definiendo brevemente la semi-continuidad superior e inferior.
Este tipo de funciones juegan un rol importante en la teoria y en la practica
pues permiten obtener resultados sin tener que imponer la continuidad en los

posibles agentes (funciones) involucrado(a)s.

Definicién 75. Sea M un espacio métrico. Decimos que una funcién f : M — R
es semicontinua inferiormente en z¢g € M cuando para toda sucesion (x,) en M

tal que z,, — xo, se tiene f(xo) < lminf f(z,).

Definicién 76. Sea M un espacio métrico. Decimos que una funcién f : M — R
es semicontinua superiormente en o € M cuando para toda sucesion (x,) en

M tal que z,, — xq, se tiene limsup f(z,) < f(zo).

»

To \ Zo X

Upper semicontinuous  Lower semicontinuous

Figura 12: Upper y lower semicontinuous.
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Proposicion 77. Sea M un espacio métrico. La funcién f : M — R es continua

si y s6lo si es semicontinua inferior y semicontinua superior.

B. Teoria de la medida

Este anexo es sobre la bases de la teoria de la medida, tema aludido fre-
cuentemente a lo largo de este documento. Dado un universo Y no vacio, una
medida p se encarga de asignar a subconjuntos A de X', algun valor cuantitativo
u(A) € [0,400] de su tamaifio. Establezcamos antes de continuar una notacion

que se ha repetido con frecuencia en el cuerpo principal de este documento.
Notation. Dado un conjunto X, para todo sub-conjunto A C X, definimos la

funcién indicatriz de A de la siguiente manera:

1, sizeA
1,4(.%‘) =
0, caso contrario.

Definicion 78. Dado un universo X’ no vacio decimos que una coleccién de

conjuntos F C P(X) es o— algebra cuando
1. XeF
2. Si A € F, entonces A€ € F.

3. Si {4;}jcs € F, J enumerable, entonces

U Aj eF.
JjeT

Definicion 79. Dado un universo X, no vacio, y F un o—élgebra de sub-

conjuntos de X, decimos que p : F — [0, +00] es medida cuando
L. p() =o0.

2. Si {Aj}jeqs C F, siendo J enumerable, tal que A; N A; = 0, Vj # i

(disjuntos dos a dos), entonces

pl U A =2 ny).

JjET JjET
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Esta condicién se conoce como o—aditividad.

Definicién 80. Se conoce a (X, F) como espacio medible, mientras que,

(X, F,u) se conoce como espacio de medida.

Definicién 81. Decimos que la medida u en el espacio medible (X, F) es una

medida finita cuando p(X) < 4o0.

Ejemplo 82. Dado un espacio medible (X, %) y un punto = € X, el delta de
Dirac

1, size A
9 (A) = ,VAeX

0, caso contrario

define una medida finita sobre dicho espacio. En efecto, por definicién §(A) > 0
para todo A € X.. Luego, §,(0) = 0 pues = ¢ (). Finalmente, sea {4, },en una
sucesion de conjuntos en X disjuntos dos a dos. Si z € A,, para algin m € N,

entonces = ¢ A, para todo n # m y ademés, = € A,,. De este modo,

neN

Oz (U An> =1=> 6.(An),

neN neN

pues d,(A,) = 0 para todo n # m. En caso z ¢ A,, V n € N, tenemos
& Upen An y ast

8o (U An> =0=> 0.(A,).

neN neN
En ambos casos se satisface la o-aditividad. Dado §,(X) = 1, tenemos que la

medida es finita.

Definicién 83. Dado X no vacioy C C P(X). Definimos el c—algebra generado

por C, o(C), como el menor o—4algebra que contiene a C, o sea
1. 0(C) es o—algebra
2. Cco(C)
3. Si G es un o—algebra, C C G, o(C) C G.

Ejemplo 84. Para cada A C X, tenemos o({A}) = {0, A, A¢, X'}
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Definicién 85. Sobre R definimos el o-algebra de los borelianos por
Bga =0 {O € R*: O abierto} .

Este es el o-algebra implicito que consideramos al definir medidas los espacios

euclideanos.

Proposicion 86. Considere el siguiente conjunto:

d
C= {H[al,bz] Da,b €R) = 1,...,d}.

i=1

Entonces, Bra = o(C).

Por supuesto, las medidas mas intuitivas son la de longitud en R, area en
R? y volumen en R3. Esta es la medida de Lebesque, que a cada caja le otorga

como medida el producto de las longitudes de sus lados.

Teorema 87. Existe una tinica medida £ en (RY, Bga) tal que

d d
L <H[a“bl]> = l_l(bZ — ai).

i=1 i=1
Definicion 88. Llamamos a la medida £ del teorema anterior la medida de

Lebesque en R?.

Ya habiendo definido lo que es un o—algebra y una medida, podemos am-
pliar el horizonte y pensar en la integracién. De los cursos de calculo, es sabido
que la integral permite medir un area o volumen. Sin embargo, la teoria de la
integracion se enriquece mucho cuando se construye a partir de los conceptos
que se acaban de definir en este anexo. La integral de Riemman permite in-
tegrar una clase muy reducida de funciones. Por ejemplo, la funcién f = 1g
no es Riemman-integrable. La integral de Lebesgue nace por la motivacién de
extender el universo de funciones que podemos integrar.

Empezamos con algunos elementos bésicos de la teoria de la integracion.
Para maés detalles, consultar Folland (1984).

Dado (X, F) espacio medible, definimos el conjunto de las funciones simples

como aquellas que tienen rango finito. Denotamos

S(X,f):{f)(—)R f:ZaZ]_Al, AZGf}

i=1
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Asimismo, definimos

Definiciéon 89. Dado un espacio de medida (X, F, 1), definimos para cada
feSy con f=3" ala,

/ fdp =" aip(A;)
x i=1

Gracias a estas definiciones, podemos introducir la integral de Lebesgue.

Definicién 90. Sean (X, F) y (Y, H) espacios medibles. Decimos que f : X —

Y es una funcién medible si
fY(B)eF, YVBeH.
Ademas, si (Y, H) = (R, Bga) diremos que la funcién es Borel-medible.

Proposicion 91. Sean (X, F), (),G), (Z£,H) espacios medibles. Si f: X — Y

y g : Y — Z son medibles, entonces la composicion go f : X — Z es medible.

Proposicion 92. Sean (X, F) un espacio medible y V f : X — R una funcién
Borel-medible positiva, existe una sucesion (fy,) en S (X,F) tal que fu(z) T
f(x), Yz eX.

Demostracion. Definimos ¢, : [0, +00) — R, n € N, como

n2™—1
on =D 127 Ly (1) /20) T 1l poc).
i=0
Observemos que @, (x) T x,V 2z >0y ¢, : [0,00) — R es Borel medible positiva.
Por lo tanto, definiendo f,, = o, o f, fu T f,V x € R. En efecto,

on(f(2)) < pnp1(f(2)).
=fn ("1") =fn+1 (""’)

Finalmente, f,, € S;(X,F) pues es composicion de medibles. O

Definicién 93. Para f : X — R medible positiva, definimos

/fdu=sup{/g: g € S4(X,F), Oégﬁf}
v

102



Para definir la integral sobre toda la clase de funciones medibles, separamos

a cada funcién en sus partes positiva y negativa.
Definicién 94. Sea f : X — R. Definimos su parte positiva f y parte negativa
f~ por

fH(x) = méx{f(z),0}, f~(x) = max{—f(z),0}.
Observacién. El lector puede verificar las descomposiciones f = fT — f~ y
fl=r"+r"
Observacién. Si f es medible, entones f* y f~ también lo son..

Definicién 95. Para f : X — R medibles, definimos

/de/J://Yf*du—/Xf‘dm

donde las integrales en el lado derecho son sobre funciones medibles positivas,

y por ende ya estan definidas.

Definicién 96. Dado un espacio de medida (X, F, 1), decimos que una funcion

medible f : X — R es p-integrable cuando

/ | fldp < 400
X

A continuacién exhibimos ciertas propiedades ttiles de la integral.

Proposicion 97. Sea (X, F,u) espacio de medida y f,g : X — R funciones
p-intgrables.

1. Monotonicidad: Si f < g entonces [, fdu < [, gdp
2. Linealidad: [, (af +bg)du=a [y fdu+0b [, gdp para todo a,b € R

3. | [y fdul < |fldp

Observacion. La integrabilidad, como bien dice el término, garantiza que la
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integral de f esta bien comportada. Como —|f| < f < |f|, entonces

/X_|f|d”§/xfdug/x‘f|dﬂ
_/X|f\dﬂg/xfdu§/xlf|du

y por ende [, fdueR

A parte de poder definir la integral sobre ellas, una gran ventaja de las
funciones medibles es que podemos inducir medidas en el espacio de llegada a

través de ellas.

Definicién 98. Push-forward de medidas. Sean (X, F, 11) espacio de medida
y (I,G) espacio medible y T : X — ) medible. Definimos la medida push-
forward en (), G), denotada T, de la siguiente forma:

(Tpn)(A) = w(T7'(4)), V A€ g.

Ese concepto nos permite establecer una resultado anélogo al famoso teorema

de cambio de variables del célculo integral.

Teorema 99. Sean (X, F)y (¥, G) espacios medibles. Sean p medida en (X, F)
y T : X — Y medible, y defina v = Ty medida en (),G). Si f : Y — R es

v-integrable, entonces f o T es p-integrable y se cumple

/Xfonu/yfdu.

Terminamos los fundamentos de teoria de la medida definiendo los conceptos
de medida producto, medida absolutamente continua respecto a otra, y enun-
ciando el Teorema de Radon-Nikodym. Cabe mencionar que hemos omitido en
esta presentacion de teoria de la medida varios resultados clasicos como el Teo-

rema de la Convergencia Monétona, Dominada o el Lema de Fatou, Gall (2022).

Definicién 100. Dados (X3, F1), (X, Fa), ..., (Xk,Fk), definimos sobre el
producto cartesiano X7 x ... X} el o-algebra producto 1 ® --- ® Fj como el

o—algebra generado por las cajas.

f1®'~'®Fk=0({A1X---XAk: Ale]-'l,...,Ake]-"k}).
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Definicién 101. Diremos que una medida v sobre (X; X ... X, F1 @ -+ ® Fi)

es una medida producto de 1, ..., px Si
v(Ay X oo x Ag) = pi(Ar) - e (Ag)

Las medidas producto siempre existen, pues las podemos construir a partir
de la condicién 98 haciendo uso de herramientas de teoria de la medida que no
mencionaremos. Sin embargo, bajo la siguiente condicién podemos asegurar que

existe una unica medida producto.

Definicién 102. Dado (X,F,u) decimos que p es o—finita cuando existe
(An)nEN tal que

X:UAn,

neN
con p(Ay,) < 0o, Vn eN.

Observacion. Las medidas finitas son o-finitas.

Proposicion 103. Si pg, ..., i son o-finitas, entonces existe una tnica medida

producto pt1, X -+ X k.

Definicién 104. Dadas dos medidas p, v en un espacio medible (X, F), decimos

que v es absolutamente continua respecto a p, denotado por v < p, cuando
wA) =0 = v(A)=0,VAcF.

Teorema 105. Radon-Nikodym para medidas positivas. Dado un espacio
medible positiva (X, F), dos medidas oc—finitas u, v : F — R4 con v < p, existe

una funcién medible f sobre (X, F) que satisface

V(A) = / Lafdu, ¥ A€ F. (95)
x
Definicién 106. Derivada de Radon-Nikodym. En (95), la funcién f se
conoce como derivada de Radon-Nikodym y escribimos f = g—z.

Proposicion 107. Sean u,v,~ medidas en (X, F). Se cumplen:

1. Linealidad: Si v,y < u entonces v + v < p y se cumple
d(av + by) dv dry
kSl VA T Sl

du du du
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2. Conmutatividad: Si v < v y v < p entonces v < p y se cumple

B _dd bR
dp  dvdp
Habiendo establecido las bases de la teoria de la medida, nos enfocamos

ahora en brindar los resultados bésicos de teoria de la probabilidad a los que se

ha hecho referencia y han sido usados en diferentes partes de este documento.

C. Teoria de la probabilidad

Definicién 108. Sea p una medida en el espacio medible (€2, F). Decimos que
P es una medida de probabilidad si P(Q2) = 1. En este contexto, decimos que
(Q, F,P) es un espacio de probabilidad.

Ejemplo 109. Para cada w € , como ya se vio, d,, es una medida de proba-

bilidad

Definicién 110. Sea € un conjunto finito con |[2] = N y F la familia (finita) de
todos los subconjuntos de X. Definimos la distribucion uniforme g = Unif(£2)

por
_ Al
N

Ejemplo 111. Si = Unif{1,2,3,4,5}, entonces p({1,3,4}) = 2

1u(A) VA CQ

Definicién 112. Para cada espacio medible (9, F), definimos P(§2) como el

conjunto de todas sus medidas de probabilidad.

Definicion 113. Para cada X’ € Bra, definimos el o-algebra de los borelianos

en X por

By :={A€Byr:ACX}.

Sobre este, si ademéas L£(X) < 400, definimos la medida pu = Unif(X) por

1(A) = 220 YA € By
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Definicién 114. Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P), una variable alea-
toria es una funcién Borel-medible X : 2 — R. De forma méas general, un vector

aleatorio es una funcién Borel-medible X : Q — R? en algun espacio euclideano.

Definiciéon 115. Sea (2, F,P). Decimos que el vector aleatorio X :  — R
tiene distribucién o ley p € P(R) cuando p = XxP. Del mismo modo, la ley de

un vector aleatorio es su medida push-forward p € P(R?)

Observacion. La ley de X nos dice como se distribuyen los valores que toma
dicho vector. Por definicién, para cada A € Bga tenemos pu(A4) = P{X € A},
donde denotamos {X € A} = X~1(A). Por ejemplo, en el caso d = 1, u([0,1])
indica con qué probabilidad ocurre 0 < X < 1.

Definiciéon 116. Sea (2, F,P) espacio de probabilidad y X : @ — R una
variable aleatoria con ley u € P(R). Definimos la funcién de distribucion Fy :
R — [0, 1] por

Fx(s) =P{X <s}VseR.
Esto es equivalente a Fx(s) = p((—o0, s]), por lo que la funcién de distribucion

depende de s6lamente de la ley de X.

Definicién 117. Dado el espacio de probabilidad (2, F,P) y una variable alea-
toria X : 2 — R integrable, definimos el valor esperado como la integral de X.
Escribimos

Ep[X] = | XdP.

El siguiente resultado es el teorema 99 expresado en el lenguaje de probabi-
lidad.

Teorema 118. Sean (2, F,P) espacio de probabilidad y X : @ — R? vector
aleatorio con ley p = X4P. Si f : R? — R funcién Borel-medible. Entonces
f(X):R? — R es una variable aleatoria integrable si y solo si f es p-integrable,

y se cumple

Ep[f(X)] = E,[f]

Definicién 119. Sean p y v medidas en un espacio medible (X, F). Cuando
v < u, decimos que la derivada de Radon-Nykodim f = g—’; es la densidad de v

respecto a .
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Proposicion 120. En el contexto de la definicion anterior, para cada h : X — R

medible y p-integrable tenemos

Proposicion 121. Sea (€2, F, u) espacio de probabilidad. Para cada funcién

Borel-medible positiva f : Q — RT con E,[f] = 1, la férmula

v(A) :/ lafdp, VAe F
Q

define una medida de probabilidad v € P(Q2) que cumple v < p.

Definicién 122. Sea (2, F,R) espacio de probabilidad y considere un evento
A € F. Decimos que A ocurre P-casi seguramente (abreviado P-c.s.) cuando
P(A) = 0. Sin embargo, puede ocurrir que dicho conjunto no sea medible. En

ese caso, pedimos que exista un B € F de probabilidad uno tal que B C A

En la practica A es el conjunto donde se cumple una cierta condicion que
depende de w € €, y decimos que la condicién ocurre P-casi seguramente. Por
ejemplo, si tenemos la variable aleatoria X, decimos que X > 0 P-c.s. cuando
P{X >0} =1.

Teorema 123. Desigualdad de Jensen. Sea (2, F,P) espacio de probabili-

dad, X variable aleatoria integrable y ¢ : R — R convexa. Entonces

Ep[p(X)] > o(Ep[X])

con igualdad si y solo si ¢ es una funcién afin o X es una constante P-casi

seguramente.
Definicién 124. Considere dos vectores aleatorios X,Y : Q — R en un espacio
de probabilidad (€2, F,P). Decimos que X,Y son independientes cuando

P{X € A)Y € B} =P{X € A}P{Y € B}, VA,B € Bga

De forma mas general, considere una coleccion (X;);c7 de vectores aleatorios

en R? con J finito o infinito. Decimos que los (X;);es son independientes
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cuando:
]P{le S Al, .. ~Xin S An} = P{X” S Al} X oo X P{X1n S An},
para todo subconjunto de indices finito {i1,...,%,} C J y para todo A; € Bga.

Definicién 125. Decimos que los vectores aleatorios { X;};c 7 son independien-
tes e idénticamente distribuidos (i.i.d) cuando son independientes y todos tienen

la misma ley p € P(R9).

Teorema 126. Ley Fuerte de los Grandes Numeros Sea (92, F,P) un
espacio de probabilidad y (X;);eny una sucesiéon de variables aleatorias i.i.d. e

integrables. Entonces

1
P-casi seguramente.

Observacién. Ser identicamente distribuidos implica que Ep[X;] = Ep[X]]

para cada ¢ € N. Ademads, la convergencia P-casi seguramente indica que el

conjunto {w € Q: 2(X;(w)+...X,(w)) = Ep[X1]} es o contiene a un conjunto

medible de probabilidad uno.

Asi como existen distintos tipos de convergencia de funciones, como la con-
vergencia puntual o la convergencia uniforme, también las hay para medidas de

probabilidad. Nos centramos en convergencia de probabilidades en (R%, Bga).

Definicién 127. Sea p € P(R?) y (in)nen una sucesién en P(R?). Decimos

que (fin)nen converge puntualmente®” cuando
Mn(A) - /J,(A), VA € BIRd
Decimos que p,, — p puntualmente.

Definicién 128. Sea ;1 € P(R?) y (ftn)nen una sucesién en P(R?). Decimos

que (fn)nen converge debilmente a p cuando

30En inglés setwise convergence, traducido como convergencia conjunto a conjunto, es un

nombre mas apropiado.
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[ [ odn, o € G
R4 Rd

donde Cy(R?) es el conjunto de todas las funciones ¢ : R? — R continuas y

acotadas. Denotamos esta convergencia por (i, — j
Proposicién 129. p, — p puntualmente implica i, — p.

Pasamos ahora a conceptos vinculados a la teoria del transporte éptimo.
Comenzamos por el concepto de espacio polaco. Es en ellos que se se contruye

gran parte de la teoria.

Definicién 130. Decimos que un espacio métrico (X, d) es polaco cuando es

completo y separable.
Para las definciones posteriores seguimos a Villani (2009).

Definiciéon 131. Sea (X, d) un espacio polaco y p € [1,+00). Para cada u,v €

P(X), definimos la distancia de Wasserstein de orden p entre p y v por

Wp(u,y):( ot /X d(m,y)%ﬂ)é

me(p,v
Esta no es una métrica todavia, pues puede tomar el valor +o0o. Para que lo

sea, debemos tomarla en el siguiente espacio.

Definicién 132. Sea (X,d) un espacio polaco y p € [1,+00). Definimos el

espacio de Wasserstein de orden p por

Pl = {u e P) s [ dlao.aran < +oo}.

donde zg € X es arbitrario y el espacio W,(X) no depende de la eleccién

del Zo-

Definicién 133. Sea (X,d) un espacio polaco, p € [1,4c0), p € P(X) y
(tn)nen sucesion en P(X). Decimos que p, converge debilmente en P, (X) cuan-

do g = puy
/ d(xo, z)Pdp, — / d(xo, z)Pdu
X x
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P .
para algtn xy € X. Denotamos p,, — u. De hecho, si se cumple para un

xg € X se cumple para cualquier elecciéon de zg.

Teorema 134. Sea (X, d) espacio polaco y p € [1,+00). Entonces la topologia
inducida por la métrica W, en P, es la topologia de la convergencia débil en
Pp(X). Esto es,

P
W(tins ) = 0 < pyy — pt

D. Elementos de andalisis convexo

A continuacién, recordamos algunos elementos fundamentales del anélisis con-
vexo que seran de utilidad para probar un Lema necesario para la prueba de la

convergencia del algoritmo SISTA.

Definicién 135. Una funcién f: S C R® — R, S convexo no vacio, es convexa

si para cualesquiera x,y € S

fOz+(1=0)y) <Of(x)+ (1 =0)f(y), 6 €0,1].

Teorema 136. Sea S C R™ un conjunto no vacio, abierto y convexo. Entonces,

f S5 — R es convexa si y solamente si

fy) = f@) + V(@) (y—2), Va,yes. (96)

Demostracion. =—> Si f es estrictamente convexa sobre S, por la Definicién

135

f(Oy+ (1 =0)x) <Of(y) + (1= 0)f(x)
fle+0(y —x)) < fz) +0(f(y) — f(2))
fle+0(y —x)) = flx) <O(f(y) — f(z))

oy 4 LTINS g

Luego, como f es diferenciable, haciendo 6 — 0

fo) 4 i L0 =) @)

0—0t 0

< f(y).

dfe(v)=V f(0)T=Vf(y—z)T
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< Como (96) vale para cualesquiera x,y, definamos z = 0z + (1 — )y

F(@) > F(2) + V) (@ - 2)

fy) = f(2) + V() (y - 2).
Luego,

0f(x) > 07(2) + 0V ()7 (x - 2)
(1=0)f(y) > (1 =0)f(2) + (1L =V f(2)" (y - 2).
Sumando,
0f(2)(1—0)f(y) = f(2) + V()7 (02 + (1 - 0)y - )
= f(2).
O

Corolario 137. Se cumple que, dada f en el contexto del Teorema 136, si f es

convexa, entonces
(Vf(x) = Vi) (z—y)>0.
Demostracién. Tenemos
fly) > f(@) + V(@) (y —x)
f@) > fy) + Vi) (@ —y).
Con lo cual,
F@) + f(@) > f@) + fly) + V@) (y —2) + V(y) (@ - y)
0> V(@) (y—2)+ VY (z—y)
0> =Vf@) (z—y)+ VI -y
Ast
(V@)= Vi) (x—y) >0.
O

Definicion 138. Una funcion f, en el contexto del Teorema 136, es fuertemente

convexa si para cualesquiera xz,y € S y algin 6 > 0

F(w) > J(x) + VI @)~ ) + ol — ol
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Observacion. Trabajamos con || - [|2.

Observacion. Intuitivamente, la convexidad fuerte nos dice que existe una
cota inferior cuadréatica. Esto implica directamente la convexidad de la funcion.

Notemos ademés que esto implica directamente la convexidad de la funcion (4).

Funciones Fuertemente Convexa y Convexa

4.0 —— Funcién Fuertemente Convexa
—— Funcién Convexa

3.5 1

3.0 1

2.5 4

2.0 4

f(x)

1.5 1

1.0 A

0.5 1

0.0 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Figura 13: Fuertemente convexa y convexa.

Lema 139. Las siguientes condiciones son equivalentes para una funcién dife-

renciable f fuertemente convexa, con 6 > 0
a) f(y) > f(x)+ V(@) (y— =)+ §lly — =[]*.
b) g(z) = f(z) — ¢|jz||* es convexa.
¢) (Vf(x) = VW) (@—y) > 6llz —y|[*
d) flaz+(1—a)y) < af (@) + (1 - a)f(y) — L322 |z = y|]?, @ € (0,1).

Demostracion. Vamos a probar (a) < (b), (b) < (¢) y (b) < (d).
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1. (a) & (b) Si g es convexa,
9(y) = g(z) + V()" (y - 2).
Luego

£w) ~ Sl > f(@) — Gl + V7 f(@)(y — 7) — Oaly — ).

Esto pues, &|z||> = £ 37| 2. Luego, agrupando términos,

fy) = fl2) + g(llyll2 = ll2[[) + VT f(2)(y — 2) — Oz (y — z)
fz) + g(llyll2 = lzl[*) + VT f(2)(y — 2) + 0l|z]|* — Oy
= f2) + g(llyll2 +[2]?) + VI f(2)(y — @) — Oy

= f(@) + VT f(2)(y — ) + g(l\yll2 +[al|*) — Oy

=Z|lz—yl|?

= @)+ VT F@)y —2) + 5l — il
2. (b) & (¢) Como g es convexa diferenciable, por el Corolario 137
(Vf(z) =0z = Vf(y) +0y) (z —y) > 0.
Entonces,

(Vi) = Vi) (x—y) +0(y—=z)(x—y) >0.

(V@) = Vi) (@ —y) 20—y (z—y).
—_———

=llz—yll?

3. (b) & (d) De la convexidad de g

oz + (1 - a)y) < flaw + (1~ a)y) — oo+ (1 ay|’

(1—-a)f

2
gl

< af(r) - %HHtz + (1 —a)f(y) -

Ahora bien, estas desigualdades implican que

(1—a)f
2

Float(1-a)y) < § laa-+(1-a)yl o ()~ el P+ (1-0) 7y~ T2 2
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Analicemos el término

0 o b, 5 (1—=a)d
§||a:c+(1—a)y|| —7||$|| _THyH'
Por la convexidad de la norma
0 ab (1-a)d
Sallal| + (1= a)llyl)? = Sl = =Syl

Desarrollando,

0 b 1—a)f
? (@fall? +20(1 )zl ]+ (1~ )?I1l®) — 22 a2~ LS P2

Factorizamos todo por 6/2

0

5 lala =) (llz]? + [yl = 2ll«ll - lylD)] <

; ala =1z — gl

N D

Con esto concluimos.

O

La teoria del analisis convexo es bastante extensa y util en economia. No
ahondamos maés en este tema pero recomendamos al lector consultar Ok (2007)
o Florenzano and le Van (2001) para profundizar en estos temas. Solo hemos
presentado aquello estrictamente necesario, es decir, aquello a lo que se ha aludi-
do en el texto. Continuamos con el apéndice de anélisis funcional que, en cierta
forma, es un predmbulo al dltimo apéndice. Este ultimo se encuentra fuerte-
mente vinculado con los desarrollo de la Secciéon 5 y presenta resultados no tan

estandares en la literatura.

E. Elementos de andalisis funcional

A continuacion algunos elementos de analisis funcional, necesarios para poder
llegar a la lera forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach, de la cual se
hace uso en la Seccion 5. Los siguientes enunciados y pruebas vienen funda-
mentalmente de Botelho et al. (2023). No se han incorporado modificaciones

sustanciales.

Definiciéon 140. Sea V un espacio vectorial no nulo. Un hiperplano V' es un
subespacio W # V tal que, si W7 es subespacio de V, W C W, entonces
Wi=VoW=V.
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Proposicion 141. Sea V # {0} espacio vectorial, W subespacio de V. Enton-
ces, W es un hiperplano de V si y solo si existe ¢ : V' — R funcional lineal tal
que W = ker(y).

Demostracion. = Sea W C V hiperplano y seavg € V—-W y Wy, = W+ [vo] #
W. Luego, V = Wj. Asi, tenemos
p: Wi —-R
w —+ avg — a
que es lineal, ¢ # 0y Ker(¢) = W. <= Ahora, sea ¢ : V — R funcional lineal no

nulo y W = Ker(p). Sea W; subespacio de V tal que W C Wy pero W # Wy y
sea vy € W1 — W. Dado v € V, considere

u=v-— #(v) vg € Ker(p) = W.
¢(vo)
Luego, v € Wy pues W C Wy. Asi, W; = V. O

Definicién 142. Si H es un hiperplano de V' y vy € V, el conjunto
H+4vo={v+uwv: ve H}

es llamado hiperplano afin. Por la Proposicion (141), los hiperplanos afines son

de la forma
[p=a]={veV: o) =a}

donde ¢ es un funcional lineal.

Proposicion 143. Un hiperplano [¢ = a] es cerrado si y solamente si ¢ es

continuo.

Demostracion. < Como ¢ es continua, entonces [p = a] = ¢ 1{a} es cerrado.
= Sea ¢ : V — R funcional lineal no nulo y H = [¢ = a] cerrado. Como V — H
es abierto y no vacio, si g € V — H, existe r > 0 tal que B(xg,7) C V — H.
Tenemos que ¢(xg) # a. S.p.d.g. digamos que ¢(zy) < a. Probaremos que
p(z) < a para todo x € B(xg,r). Supongamos que no, y que existe x; tal que
p(x1) > a con 1 € B(zg,r). Tomemos

p(r1) —a

= p(z1) — p(w0)

< 1.
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Luego,
teg + (1 — t)z1 € B(zg,r)

o(tro + (1 — t)z1) = to(zo) + (1 — t)p(z1)
= p(71) +t(p(z0) — p(21))

=¢(21) —pla1) +a=aq,
lo cual es una contradiccién: B(xzg,r) C V — H. De ahi,

p(zo) + rp(2) = p(xg +12) <a, Vze V| <1.

O sea,
Tg) —a —
50( 0) < (P(Z) < a 90(580)
r r
Haciendo z — —z (|| — 2|| < 1)
a — p(xo)
loll < ——,
r
y asi, ¢ es continua. U

Definiciéon 144. Funcional de Minkowski. Sea C' un subconjunto convexo

y abierto con 0 € C, de un espacio normado. La aplicacién
Po: E — R, x—>1’nf{a>0: 260}
es llamada funcional de Minkowski de C'.
Proposiciéon 145. Tenemos las siguientes propiedades:
1. Po(bx) =bPe(z),Vb>0yxz € E.
2. C={ze€E: Po(x) <1}
3. Existe M > 0 tal que 0 < Po(x) < M|lz||, ¥V = € E.
4. Po(z+vy) < Po(x) + Po(y), Yo,y € E.

Demostracion. Inciso por inciso:
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1. Por definicion,
b
Pc(bx):fnf{a>0: e GC}
a
—1nf{ba>0. " EC}

= bPc(x).

2. Como C es abierto, para todo € C, 3 ¢ > 0 tal que (1 + e)z €
Blz,e||z||] € C (bola cerrada). Luego, x(1 + ¢) € C. Por ende Po(x) <
(1 +¢)~! < 1. Reciprocamente, si Po(z) < 1, entonces existe 0 < a < 1
tal que < € C:
:c:a(E)—k(l—a)OeC.

a
3. Sea r > 0 tal que B(0,r) C C. Para 0 < s < r tenemos

T

s— € C, Vx e E—{0}.
el {0y

Luego,
s S
—P.(z) = Pc <x> <1.
e ||

Entonces, Po(z) < 1|z|[, 1/s = M.

4. Dado € > 0 veamos que 5757 € C. Por el inciso (a)

x 1
e (Pc(z> +s> O

Por ende, de (b) se tiene que Pt

Pola)Te €C

€ C. Analogamente m

Sea
Pc(ZC) +¢
Po(x) + Po(y) + ¢

O<t= < 1.

Tenemos

r+y x Y

=t U

Po(z)+ Po(y) +2¢ Polx) +¢ €C.

Luego,

1 T+y
P, =P, < 1.
€ o(z+y) © (Pc(x)+Pc(y)+2€>

Po(z+vy) < Po(z) + Po(y) +2¢, Ve >0.
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Por lo tanto,

Pc(x—i—y) SPC(x)+PC(y)> Vm,y€E

O

Lema 146. Sea C convexo, abierto, propio y no vacio de un espacio normado

Eyxy€ E—C. Entonces, 3 ¢ € E' tal que ¢(z) < p(xg), Vz € C.

Demostracion. Supongamos que 0 ¢ C', sea zg € C'y considere 0 € D = C — zg
Y Yo = xo — 29. Tenemos que yg & D (pues z¢ ¢ C), es convexo, no vacio y

abierto. Podemos entonces considerar el funcional de Minkowski Pp. Definimos

G =yl y

g:G—-R

tyo — tPp(yo)

es un funcional lineal. Como

Vt>0: g(tyo) =tPp(yo) = Pp(tyo)

t<0: g(tyo) =tPp(yo) <0 < Pp(tyo)

tenemos

g(z) < Pp(z), Yz eG.

S PD('I)a

Por el Teorema de Hahn-Banach existe ¢ : E = R ¢lg = gy ¢(z)
V x € E. Luego, sabemos que existe M > 0 tal que p(x) < Pp(xz) < M]||z||.
<

Esto es, ¢ es continua. Para todo x € D se tiene ¢(x) < Pp(z) < 1. Como

Pp(yo) > 1 luego

@(y) <1< Pp(yo) = g(yo) = ¢(yo) = ¢(x0 — 20), Vy € D=C—2
o(x) = p(x — 20) + ¢(20) < (0 — 20) + ¢(20) = @(x0), ¥ & € C.
En caso 0 € C, tomamos zg = 0. U

Lema 147. Sean E un espacio normado, ¢ € E’ — {0} continuo, y C C E

convexo, abierto y no vacio. Entonces, ¢(C) es un intervalo abierto.
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Demostracion. Como ¢ # 0 entonces ¢ es sobreyectiva y ¢(C) es un intervalo
(pues debe ser conexo al ver C' convexo, i.e., en particular conexo). Suponga
que ¢(C) esté limitado superiormente por a € ¢(C). Sea entonces z € C tal
que p(z) =ay p(y) < a para todo y € C. Como C es abierto, 3 € > 0 tal que
B(z,e) C C. Sea z € E — {0}. Entonces

€
x4+ ——2z € B(x,e) C C.
2||z|
Luego,
€ € €
02 p (o gs) = ol + el =at grele)
2||z]| 2||z]| 2||z||

por lo que ¢(z) <0,V z € E (contradiccion pues ¢ es sobreyectiva). O

Teorema 148. Primera forma geométrica del Teorema de Hahn-Banach.
Sean A y B subconjuntos convexos, no vacios y disjuntos del espacio normado

E. Si A es abierto entonces existen un funcional ¢ € E' y a € R tal que
plr)<a<eply),VeeA yeB

se dice que el hiperplano cerrado [p = a] separa A y B.
Demostracion. Consideremos el conjunto C' = A — B:

1. C es abierto pues C = | J,c5(A — {b}).

2. C es convexo: para todo z1,22 € Ay y1,y2 € By0<t<1

tzr—y1) +(1=t)(z2 —y2) = (tar + (1 —t)a2) — (ty1 + (1 —t)y2) € A—B

3. 0£C,0¢& C pues ANB =0, luego C # E.

Por el Lema (146) existe ¢ € E’ tal que
w(z) < p(0)=0, VzeC.

Luego,
@) +olz—y)+oly) <¢ly), VeeA VyeB (97)

y como B # (0, de esta desigualdad ¢(A) es acotado y asi a = supp(4) € R.
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Por ende, p(A) C (—o0,al. De (97)
a<¢(y), VyeB.
Finalmente, por el Lema (147)
p(x) <a, VacA.
O

Antes de concluir con esta seccion, es necesario hacer mencién del siguiente
Teorema pues, es usado en la prueba de la Proposicion 157. En nuestro contexto,

nos hemos limitado a H = R4,

Teorema 149. Teorema de Riesz-Fréchet. Sea H un espacio de Hilbert y
¢ : H — K un funcional lineal continuo. Entonces, existe un tunico yo € H tal
que

QO(I) = <xvy0>7 VreH.
Ademas de ello, ||| = ||yol|-

Antes de pasar al ultimo apéndice, unas breves definiciones que, implicita-

mente se usaron en los preliminares de la prueba del Teorema 24.

Definicion 150. Sean X,Y espacios de Banach normados y f : X — Y.
Diremos que f es Fréchet diferenciable en xy € X si existe una transformaciéon

lineal T : X — Y tal que

o @0+ 1) = £(wo) = TRy
h—0 HhHX

=0.
En dicho aso, f'(xg) es la derivada de Fréchet en x.

Corolario 151. Si X es un espacio de Hilbert sobre Ry f: X — R, entonces,
si la derivada de Fréchet en x € X existe, es un funcional lineal continuo. Por
el Teorema 149, existe u € X tal que f'(z)(h) = (h,u) para todo h € X. Dicho

vector u se conoce como el vector gradiente V f(x). De este modo,

fl(@)(h) = (b, Vf(x)), ¥V h € X.
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F. Subgradientes y subdiferencial

Terminamos con el anexo sobre los subgradientes y subdiferenciales, concep-
tos que aparecieron més de una vez en la Secciéon 5.

Dada f: S C R™ — R convexa y diferenciable, se cumple que

fy) = f@) + V@) (y - ). (98)

.Y si f no es diferenciable? A continuacién estudiamos la teoria de los subdife-

renciales que, de cierta forma, permiten extender y generalizar (98).

Definicion 152. Sea f : R™ — R. El epigrafo de f es el conjunto

E(f)={(z,y) eR" xR: f(z) <y} CR™L

Figura 14: Epigrafo.

Definicién 153. Diremos que z soporta el epigrafo de f en (zq, f(zo)) si,
V(y,t) € E(f) si

Sl p — po | <0
- =~
(m,t)  (wo,f(wo))
Corolario 154. Si f es convexa y diferenciable en x, el vector (V f(xg), —1)

soporta el epigrafo de f en (zq, f(xo)).
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Demostracion. Simplemente verificamos que, dado (y,t) € £(f),

T
V(o) Yy — o

S | = = ) = e e <o

En efecto, como (y,t) € £(f), inmediatamente f(y) < t y, de (98) se tiene la
otra desigualdad. O

Definicion 155. g € R" es un subgradiente de f : R™ — R en z si

fW) = f@)+g"(y—=), V.
Observacion. Por definicién:
1. (g,—1) soporta el epigrafo de f en (x, f(z)).

2. Dada f convexa, Vf(x) es subgradiente (si es que f es diferenciable en x)

en r.

flz) + gF (z — x1)
f(@2) + g3 (z — 2)
f@2) + g3 (x — x2)

Figura 15: Sub-gradients.

Definicién 156. El subdiferencial de f : R? — R en z, denotado df(x) es el

conjunto de subgradientes en z. Esto es,

Of(x) ={y €R*: f(2) > f(x) + (y,z — @), V z e R}
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Proposicion 157. El subdiferencial en un punto interior del dominio de finitud

de f es no vacio cuando f es convexa.

Demostracion. Sea f : R? — RU{oo} una funcién convexa. Sea xo € D°, donde
D es el conjunto de finitud de la funcién f. Definamos el abierto y convexo (pues

f lo es)
A={(z,y) € D° xR:y > f(x)}.

Dado que (xo, f(x0)) € A, por los Teoremas 148 y 149 existe un hiperplano que

separa A de (xg, f(xo)). Ahora, veamos que no es de la forma
{(z,y) ERIXR: (w,z)pa = c}.

O sea, que no es vertical. Acd c € Ry w € R? — {0} (fijo). Supongamos por
contradiccién que lo es. En dicho caso, como D° es un abierto, existe r > 0 tal
que B(zg,r) C D°. Entonces, existen x1,x2 € B(xzg,r) tales que (z1,w) < ¢ <
(9, w). Pero entonces, (z1, f(x1) + 1) y (22, f(z2) + 1) son separados por el

hiperplano y ambos pertenecen a A. De este modo, el hyperplano es de la forma
{(z,y) e REXR: (w,z)ga +y = c}.
Luego, como (zo, f(z0)) € 4,
(w, o) + f(x0) = c.
Notando que (w,z) +y > c en A, para todo x € D°
(wyz) + f(x)+e>¢, Ve>0 = (w,z) + f(z) >c
De este modo,
f@) > flxo) = (w,x — x9) = w € If(xp).

Por ende 0f(zg) es no vacio. O
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Subgradientes
y = g(z — x0) + f(z0)

A 4

o xr

Figura 16: Sub-gradientes.

Proposicion 158. El subdiferencial de una funcién convexa f en x en un

conjunto convexo y cerrado.

Demostracion. Sean y,z € df(x) y 6 € [0,1]. Entonces, para todo 2’ € R?

tenemos

f@) =0 =0)f(") +0f(2") > (1=0)(f(x) + (y, 2" —a)) +0(f(x) + (2,2" — x))
=flz)+ (1 —-0)y+0z2 —x).

Asi, Of(x) es convexo. Veamos ahora que se trata de un cerrado.

of@) = () {y: f@) > f@)+ g, — o)) .

x! ERd

cerrado

cerrado

O
Proposicién 159. Si f : X — R es convexa y C!, entonces 0f(z) = {Vf(x)}.

Demostracion. Ciertamente, por el Teorema 96, V f(x) € df(x). Ahora, supon-

gamos que existe otro elemento, digamos y € Jf(x). Por definicion f(a’) >
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f(x) 4+ (y, 2’ — x), ' € X. Tomamos 2’ = x + tz para z € X y t > 0. Entonces,

fz+1t2) = f(x)
t

> (y,2)-

Haciendo t — 0,
(Vf(),2) = (y,2).

Pero entonces, (Vf(z) —y, z) > 0. Al ser z arbitrario, tomamos
z=—(Vf(z) —y).
Esto nos permite obtener

IVf(z) =yl <0 = y=V[(z)

Ejemplo 160. Consideremos f(x) = ||z||2. Entonces,

— » st (w, 0,0
of (z) = {(\/x2+y2 \/ﬂc2+y2>} si (7,y) # (0,0)

By, (0, 1), si (z,y) = (0,0).

Esto es consecuencia del Lema 159 y de lo siguiente. Si g € 9f((0,0)), entonces,
(9,2) <|l2ll2; 2 = (2,9).

Luego, si ||g|| < 1, por Cauchy-Schwarz
(9,2) < llgll2llzll2 < []2]l2-

O sea, g es subgradiente si ||g||]2 < 1. Ahora, si g es un subgradiente, (g, z) <

||z]|2. Esto debe cumplirse para ||y|| < 1. Entonces,

sup (g,y) < |lyll = llgll2 < 1.
y:lylI<1

Note que se puede generalizar esta situaciéon a R™.

Proposicion 161. z* minimiza f si y solamente si 0 € 9f(z*).
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Demostracion. Tenemos:

fa*) = min f(z)

O

Lema 162. Sea f(z) = max{fi(x), fa(x)}, con fi, fo diferenciables. Entonces,
Vfi(), si fi(x) > fa(x)
6f(x) = vf2($)7 si fg(l‘) > f1(:C)
[Vif(z),Vaf(z)] sifi(z) = fo().

fa(z)

Figura 17: Sub-diferencial max{f1, f2}.

Definiciéon 163. La funcién prox. La funcién proximidad de una funcién

convexa h(-) es, para t > 0

1
prox, ,(z) = argmin,, (h(u) + Z—tHu - x||§> . (99)

Observacion. Un resultado crucial del cual se ha hecho uso es el Teorema de

Moreau-Rockafellar Lain (1988). Este resultado nos dice que, si f,g : R* —
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(=00, 0] son funciones convexas tales que la interseccion de sus dominios de

finitud  es no vacia, entonces para todo xg € )

9f(x0) + 9g(wo) = O(f + g)(x0)-
Ejemplo 164. Si h(z) = A||z||1,t =1
Tr; — )\, si Z; > A

prox; ()i = {0, si |z < A - (100)

T+ A six; <A

En efecto, |z| = max{xz, —x}. Asi pues, de (99), observando que el problema es
separable, basta tener
0€df(uy).

Luego, por Moreau-Rockafellar,
Of (ui) = {ui — i + A9 - [(u7)}.

Finalmente, dado que

-1, siu; <0
o |(u;) = q[-1,1], siu;=0
1 siu; >0

Figura 18: Sub-diferencial | - |.
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concluimos que

xi—/\, si 3712)\
u; =40, si |z < A
i+ A stz < =N

Ahora bien, en el caso de tener

f(@) = g(x) + h(z) (101)

con g convexa y diferenciable sobre su dominio y h convexa pero eventualmente
no diferenciable, se ejecuta el siguiente algoritmo con la finalidad de minimizar
(101):

k) = proxtk,h(x(k_l) — thg(x(k_l))).

(,Cudl es la intuicién?

1 2
x®) = argmin,, (h(u) + 2%, Hu — gk — tkvg(x(k_l))HQ)
k

. 1
— argin, () + 9(0) + Vola)(u — 2) + llu— ).
Lo que minimizamos es h(u) mas la diferencia de u y el clésico gradient-descent.

Observacién. La Definicion 23 es entonces en realidad consecuencia de (99) y

(100).
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