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Introduccion



Introduccion

m Matching [Gale and Shapley, 1962, Roth and Sotomayor, 1990,
Roth, 1982, Abdulkadiroglu and Sonmez, 2003,
Echenique and Yenmez, 2015, Echenique et al., 2023]

m Transporte optimo [Villani, 2009, Galichon, 2016, Galichon, 2021,
Dupuy and Galichon, 2022, Carlier et al., 2020].
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m Dos grupos: X e Y.
m Matching/asignacion .

m Caso discreto X ={z1, - ,zn}, Y ={vy1,---,yr}, I={1,--- ,N} vy
J={1,---,L} los indices.

min Z Z CijTij

well(p,v) =1 j=1

con
L

N
H(,U,,V): WijZO: ij:,ui ViEI, Zﬂ'ij:Vj V]GJ . @D
j=1 i=1
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Extensiones: regularizacion entropica

P.: WGI%IH;I}’ ZZCUT(” H(m), (2)

=17=1
donde

—Zh(m,j) (3)

r(In(r) —1), if r>0
h(r) =10, if r=0
400, if r<O0.

7* mas densa.
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Grafica de f(r)=rlnr—r
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Modelo cuadratico generalizado
discreto
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Regularizacion cuadratica heterogénea



El modelo P;

Sobre el politopo de transporte II(u,v) de la ec. (1):

N L
Py min dij + ciimi; + agme. 4
1 rEM () ;jz::l i ig /Mg 1g Mg ( )

m d;; > 0: costo fijo del emparejamiento (base administrativa o
distancia).

m ¢;; > 0: costo marginal constante (preferencias del par (4,7 .
m a;; > 0: congestion heterogénea = costo marginal creciente en ;.
m Marginales rigidas: m € II(y,v), con m;; € Ry (no Zy).

QP convexo separable con restricciones lineales. Generaliza 1la
regularizacion cuadratica Py (que impone a;; = & homogéneo) .
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Importancia e intuiciodn

m E1 término }:ijcujw% penaliza la saturacién: mientras mas masa recibe
un centro, mas costoso se vuelve (convexidad estricta).

m La heterogeneidad a;; captura fricciones par-especificas (acceso
desigual, cuellos de botella) que Py no puede reflejar.

m Al aumentar a;;, la masa se redistribuye fuera de los pares
congestionados: explica por qué el mejor candidato no siempre llega a
su opciodn ideal.

m Convexo = tratable con solvers estandar de optimizacion cuadratica.
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Matching entero: supuestos

N=L=My p; =v; (igual cardinalidad).

Cada grupo i tiene opcioén preferida uUnica (;, con (; # (x (preferencias
alineadas).

v

¢ =minj.e, ¢ij > ci¢, + aie,p2(1 — 1/M) (separacién).

aic; < a;; para todo j (minima congestién en ().
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Matching entero explicito

Teorema

Bajo los Supuestos 2.1-2.4, el optimo entero de P; es

i, sl g=¢G
W;kj _ J =G € (p,v).
0 en otro caso,

Con preferencias alineadas y separacidn suficiente, la congestion no
distorsiona el emparejamiento: cada grupo va a su opcidn preferida.
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Del modelo cuadratico a la penalizaciodn

Limitacién de P;: marginales rigidas = sistema singular, sin resolucidn
analitica sistematica.

Relajar }:jﬂ@-::ui y > ;mij = vj como penalizaciones cuadraticas:

Q<Zij—MO{ %(XhMj_VO{

combinadas con la congestidn via a € (0,1).
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Del modelo cuadratico a la penalizaciodn

m u,v: de masas fijas a objetivos del planificador (desviaciones
permitidas y penalizadas).

m F' estrictamente convexa y coerciva sobre RfL (problema irrestricto).

mVF=0= An* =b con A invertible: serie de Neumann y algoritmo
Sherman-Morrison O((N + L)(NL)?).

Esto conduce al modelo Pcop.
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Modelo cuadratico con penalizaciodn
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E1l modelo



Congestion y penalizacion

m Penalizacién: [Izmailov and Solodov, 2023].
m Congestion: término cuadratico.

N L
Pcp: min aZZs@(mﬁgzj) +

mij =0 i=1j=1

Costo directo del matching

2 I 2

N L N
(1—0&) Zei ij—,ui +Z5j Zﬂ'ij_l/j
=1 \j=1 j=1  \i=1

Costos de los objetivos sociales

= F(7r§97a7€757%1’) (5)

donde €1,...,eN, O1,.-,0L Y M1, AN, V1, -,V son todos no negativos, y
2

gO(Trij;Qij) = d;j + ¢;jmij + ag;mi;. (6)
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Elementos del modelo

B D 1<i<N CijTij

1<G<L
n ZlgigNaij"Tin
1<5<L
W 1, 4N
WV, UL
B €, ,EN
mdo, - ,0p
mac(0,1), a—1/2
L L 12
domii=w = &> mi—pi| » € >0,
j=1 J=1 i
N N 12
Zﬂ'i]‘:yj = 5]' Z?Tz‘j—l/j s 5j>0.
i=1 i=1 i
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Interpretacion

m Excesos de demanda u oferta.
m Mayor flexibilidad: «,¢,6.

m Mads sencillez en la resolucidén (CPO).

RNL

Nota: voy a tratar de manera indistinta Mpyxy vy usando el

isomorfismo (vectorizando por filas no columnas).
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Propiedades del problema
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Propiedades del problema de optimizacion



Coercividad y conjuntos de subnivel

Definiciodn

F:R" - R es coerciva si F(z) — +oo cuando |z| — co. Su conjunto de
subnivel de altura a es {z: F(z)<a}.

m Si F es continua y coerciva, cada conjunto de subnivel es cerrado y
acotado, luego compacto.

m Una funcidén continua sobre un compacto no vacio alcanza su minimo
(Weierstrass).

m Por eso, coercividad 4+ continuidad garantizan existencia de
minimizador, aun cuando el dominio no sea acotado.
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Propiedades

m Existencia: F' es convexa, continua y coerciva sobre el cerrado
convexo RJXL. La coercividad hace compactos los conjuntos de
subnivel, asi que el infimo se alcanza (Weierstrass).

m Unicidad: consecuencia de la convexidad estricta de F' (suma de
Zi,j gp(mj;Oij) estrictamente convexa y N + L penalizaciones convexas).

m Optimizacién sobre RYZ (métodos de redondeo):

m Para cuadraticas separables con restricciones lineales existen cotas de
proximidad entre soluciones enteras y continuas
[Hochbaum and Shanthikumar, 1990, Park and Boyd, 2017, ?].

m La desviacidon se controla via el numero de condicion del Hessiano H:

|77, — m*]le < OW(H)),  V(H)= 77"

m Ajustando los parametros se controla esta cota.
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Condiciones de primer orden

0L _1( 0 . S
omy 5(@ (mij3 bi5) + 2€; (Z Tie — Hz‘)

£=1

N
+2@<§:ﬁj—w>)—7;=& V(i,j) el xJ
k=1

m 7;;: multiplicador asociado a la condicion de no negatividad.
m En el caso v;; =0, se cumple que VF(r*) =0.

m Esto implica Awx* = b, donde:
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Condiciones de primer orden

A = Diag(a11,a12,...,anr) +Diag(er,...,en) @ 1«

D E
+ 1N><N & Diag(él, . 75L)7
F

T
b= [61#1"‘511/1—QTI,...,eNMN_i-(SLVL_CNTL} .
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ail + €1+ 6 €1 01 0

N €1 a1z + €1 + o 0 02
01 0 as1 + €9 + 61 €9
0 62 €9 aso + €2 + 52
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Determinante de A

El determinante de A es estrictamente positivo si todos los parametros
son estrictamente positivos.

mD>0: 2' Dz = > ijaixy; >0 para todo z #0 (pues aj; > 0).
mE-0: 2 Ez =N, ei(szzl xij)z > 0.

mF>0: 2" Fer= JL:1 5 (SN, a:ij)2 > 0.

m Entonces, para todo x # 0,

2 ' Ar =2 Dr+2 Ex+2 Fx>z' Dx > 0,

de modo que A > 0. En particular det(A) >0 y A es invertible.
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Resultados
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m Se puede.
m Féormula cerrada: complicado (Wolfram 3x3).
m Aproximacién de Neumann.

m Sherman-Morrison: Algoritmo para invertir.
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Convergencia y desarrollo en serie de A~!

Supéngase que a;; >0 y que:

max{e;} - L +mdx{d;} - N < T(Ilfgl{aij}~
2 J 2y

m Esta condicién garantiza que |[D71X]||, <1 (norma espectral).

m Bajo esta condicion:

A7l = (i(—l)k(DlX)k> DL

k=0

m Se obtiene convergencia del método iterativo:

o — = A7,

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026  27/119



Prueba de la expansion

mA=D+X con X =FE-+F; como D es invertible,
A=D(I+D'X) = A'=U+D'Xx)"'D1.

m Basta probar |[D7 !X, < 1. Con ampm = ming; ;) ag; >0,

1D~ o =g 1Ells = (méxei) L, 1Elle = N(mdx d;).

Amin
m Por desigualdad triangular y submultiplicatividad,

L max; e; + N méx; J; <1

1D~ Xllo < Do (1Ello + |1 Fl) =

Amin
m Luego la serie de Neumann converge:

(I+D1x)t= i(—l)"’(D‘lX)k.
k=0
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Prueba de la convergencia

Claramente ||m, — 7*|| = ||Enbll < |1EnDIl5

I€:bll, < VNL| 3= (~D)F(D'X)* HD—%HOo
k=n+1 o
_ VNL|D7'X | |- bl

1—||D71X],
Entonces, dado n > 0,

1-|D'X
N, = max {1, { log)p-1xq|, <n\(/]ﬁ|\||D1bHHU)> H } 7

y para n > N, se sigue que ||m, — ¥ <7.
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Caso especial: congestidn homogénea y sin cupos

Supdngase que d; =0 para todo j, que D =3I con 3>0, y que Le; < f3
para todo 7.

m Férmula explicita para A~!:

_ €1 EN
at=L 1y, <_,...,_)®1 .
378 B\ B+ Le B Ley) & Tk
m De ahi, formula explicita para ﬂ . (siempre que el lado derecho sea

positivo):

bise;
Z 52 + Le;
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0o k
A"l = é + lZ(—l)k (é) (Diag(er,...,en) ® 1L><L)k‘| D!
k=1
0o k
- é + ﬁLL Z(—l)k <g) (Diag(ef,...,e%) @ 10x1)
k=1
s} k oo k
I 1 . w [ Le k[ Len
= -+ 7Dlag (_1) (> PRI (_1) ( ) ) ® ]'LXL
B BL (; B ; g
I 1. €1 N
=3 + BDlag <_5+LG1’ e —M) ®1rxr.

Usamos la propiedades del producto Kronecker:
s (A® B)" = A* ® B*.

k k—1
| | 1L><L:L 1L><L-
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Caso especial: pesos homogéneos

Sean a;j =p y € =0; = para todo (4,j), con p>2NL( > 0.

m En este caso, A=pl+ (Y donde Y es una matriz estructurada.
m Entonces:
17 ¢\
=iy <_) vk
P 1= P
m Se pueden acotar los términos (Afl)ij por constantes explicitas Cj,

Cs.
m Concretamente:

7 < NL-méx{|Cy], Ca} - n%ﬁx |eipi + 015 — %
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Donde:

1 ¢ ¢2 8¢3N?L?
“=5 (‘2 (p> TR-ONL p(p - 4<2N2L2>> ’
1 4C2NL ¢
=, (1 TR AN o - <2NL>> '
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Algoritmo
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Algoritmo



Algunos preliminares

Primero, escribamos

A =Diag(ai1,...,anr) + g: ( 3/261 ®1rx1 ) ( i/ @11, L) (7
i=1
+ Z (5;‘/21N><1 X €j> (6;/211><N & 6?) .
j=1
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Usamos la propiedad del producto de Kronecker:
(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD),

siempre que las dimensiones sean compatibles. Entonces, para cada ¢ se
tiene:

(3/2%@1 x)(z/ ej ®1ix L>:€i<z ®1rxt - 11><L)

=€ <€Z'6;-r & 1L><L) .

Sumando sobre ¢ =1,...,N:
N
> e (W%T ® 1L><L) = (Z €i€i€; ) ®@1pxr
i=1

= Diag(€y,...,en) ® 1.
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Motivacion

m Supongamos que ya conocemos la inversa de una matriz A~!.

m Recibe un cambio pequefio: una actualizacidén de rango 1 de la forma
A+ uw'.

m Notar que
uvT'::[vlu . vnu}.
m (Debemos volver a invertir toda la matriz?

m iNo! Usemos Sherman—-Morrison.
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Sherman—-Morrison

Sean:
m AcR"™"™: matriz invertible,
m u,v € R": vectores columna,

m uww': producto exterior (rango 1).

Si 1+v A ' #0, entonces:

T -1 o —1 Ailu'UTAil
(Arw’) =a" -Tm
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Actualizaciones de rango 1

Los siguientes términos son actualizaciones de rango 1:

1/2 1/2 1/2 1/2
€i/ e @1y - Gi/ eiT Q@ Lixr Y 63'/ Iy ® €j - (5j/ Lixn @6?'
Usando las propiedades del producto Kronecker ((A® B)T = AT @ BT):

€; (eie;r ® 1L><L) y 5j <1N><N & ejejT) .
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0 00 0 0
1 010 0
€9 = 0l er® = €2€2T— 000 0 e R
0 00 0 0
Luego:
[0 0 0 0 0 O]
0 00 0O 0O
0252 O2x2 O2x2 001100
€ (€2€;®12><2):€2' O2x2 lax2 O2x2| =e€2- 001 100
O2x2 0O2x2 O2x2 000000
0 0 00 0 0
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¢Quién es u en Sherman-Morrison?

En cada paso, aplicamos Sherman-Morrison para una matriz de la forma
A+uu'.
m En el bucle sobre i=1,...,N:

u = 62-1/262' ®@1px1

m En el bucle sobre j=1,...,L:
o) = 5;/21N><1 ® e;

Ambos vectores definen productos exteriores del tipo wu', que son

actualizaciones de rango 1.

Aplicamos:
A luuT AL

AL A"V
< 1+uTA 1y

2026  41/119
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Condicién clave: 1+ u'A~tu #0

Para que la formula de Sherman-Morrison sea valida, es necesario que:
1+u A'u#0

m Esto se cumple automaticamente si:
m A1 >0 (matriz definida positiva),
mu#0,
m En tu caso:
m Se inicializa A~! =Diag(1/as), con a; >0,
m Los vectores u® y v(9) son no nulos porque €,0; > 0.

Entonces: todas las actualizaciones cumplen la condicioén.
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Algorithm: Optimize(a,b,€1,...,€en,01,. .., or)

1: Input: Vector a € RYL, vector be

51,...,6L in R-H—
Output: 7* € RNV
Initialize A™! « Diag(l/an, e 1/(SLNL)
for i=1 to N do
Define u(® « eil/Qei ® 1151
A1y O7T g1
14 u®’ A-1y0)

RNL and parameters ey, ..., €N,

g oA w N

6: Al A1 -

7: end for

g8: for j=1 to L do

9: Define v() « 6;/21N><1 R e;
A~ Ly@ T g1

10: A b A1 - 7
1+ 00" A-1y0)

11: end for
12: return A-1b
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Teorema: Complejidad del Algoritmo Optimize

Teorema

Sea m* una solucidén interior del sistema Am =b. Entonces, el algoritmo
Optimize computa 7* en tiempo

O((N + L)(NL)?).
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Idea central de la demostracion

m La matriz A tiene la forma:
N - T L . T
A = Diag(a) + Zu(l)u(’) + Z 0@y (@)
i=1 j=1

donde u(? y v son vectores definidos por productos de Kronecker.

m Se inicializa A~! = Diag(1/a), y se aplican sucesivas actualizaciones
de rango 1.

m Cada actualizacidén usa la formula de Sherman-Morrison:

A lwwT A1

Al g2 ww 4
1+wlA-1w’

donde w=u® o w=1v0),
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Calculo de la complejidad

m Hay N + L actualizaciones.
m Cada actualizacidn requiere computar:
mw' A lw: O((NL)?),
m A 'w: O((NL)?), NLx NL (se recorre toda la matriz)
m A 'ww A7t O((NL)?) con una buena parentizacién (agrupar ww
perjudica).

m Asi, en total: O((N + L)(NL)?).

T
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Comparacion de algoritmos para resolver Am =10

Tiempo \ A dispersa | Galactico | Referencia

O((NL)?) No No Folklore
O((NL)>8h) No No Strassen (1969)
O((N + L)(NL)?) No No Este trabajo
O((NL)*371339) No Si Alman (2025)
O((NL)?:331645) si si PV (2024)

Cuadro: Comparacion de algoritmos para resolver sistemas lineales.
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éQué es un algoritmo galactico?

Definicioén (informal)

Un algoritmo galactico tiene mejor complejidad asintdtica, pero con
constantes ocultas tan grandes que el umbral ng a partir del cual supera
a los métodos usuales excede cualquier entrada fisicamente representable:
es inservible en la practica (término de R. Lipton).

m Alman et al. [Alman et al., 2025] dan los mejores exponentes
conocidos para multiplicacidén de matrices, via el laser method
[Strassen, 1986, Coppersmith and Winograd, 1990,

Davie and Stothers, 2013, Williams, 2012].

m Bajan el exponente w (de 3 hacia ~ 2,37), no el tiempo real: el ng de
cruce es astrondémico.

m En la tabla, la columna Galactico marca justamente estos métodos.
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La intuicion

: el punto de cruce ny

coste (log)

A

galactico (c¢n237)

practico (n3/Strassen)

galactico

toda entrada
realizable

Marcelo Gallardo

> n (log)
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La intuicion: el punto de cruce n

Lectura para el modelo

El galactico solo gana en n > ng, con ng, por ejemplo, mayor que los
4tomos del universo. Armar e invertir A, truncar Neumann para A~!) vive a
la izquierda de ng: la cota relevante es la practica, no el 2,37 tedrico.

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026 50/119



Estatica comparativa
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Estatica comparativa



Estatica comparativa: primera aproximacion A~!~ D!

Aunque podemos computar 7* con la serie de Neumann o el Algoritmo 1,

no es facil obtener una expresidén cerrada de W%.

Como primera aproximacién, usamos A~!'a~ D~! 1o que da la forma
cerrada aproximada
o 2eipi + 05v5) — i

2ai]~
Signos (aproximados): Omj;/0aij, Om};/dc;; < 0;
on};/Oei, Omy; /065, Omy;/Op;, Onf;/ov; > 0.

Limitacidén: Om};/00ke ~0 si (k,{) # (i,j) = no hay efecto sustitucién
(poco realista).
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Estatica comparativa suave: formula exacta

mSin* GR{XJ% es una solucion interior de Pgop, la estatica
comparativa suave da la igualdad exacta

*

ony;

o)

::—u4_1{%INLxAU;’Diag(ﬂfp---aWEL)}-

m E1 problema es que A~! no tiene forma cerrada manejable.

m Idea: reemplazar A~! por una aproximacién de Neumann truncada para
obtener expresiones interpretables.
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Estatica comparativa: aproximacion refinada

m Aproximamos ahora A=! ~ D™!' — D 1XD~! (Neumann a segundo orden).

m Sustituyendo en la foérmula exacta:

1] < [y - 0w L)

donde Aﬁ}z multiplica la columna ij de D~!'— D7 'XD~! por 7.
m Si max; j{e; +J;} < ming jerxsaij, los signos (aproximados) son:
o 87‘(’:}/891] <0

o 871';}/80924@, 67‘(;—;—/69]6]' >0
0 O /00ke ~0 si itk y j#L
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Estatica comparativa: derivadas explicitas (aproximadas)

Todas las expresiones siguientes son aproximaciones (Neumann truncada):

aij — (ei +65)

ony:[/0ci; ~ ——————= <0
319C 2 )
2aij
O JOes ~ — S 50, Ot Jhens ~ —I 50
CIat 2a;5a4¢ ’ i/ Tk = 2aijak; ’

aﬂfj/ackg ~0 si Z;ﬁk,j?ﬁf

w7, (ai; = (i +9)))
871';}-/(9(1,” >~ — 4 Y a2 ‘ ! < 0,
ij

* .
T, € Tk 05

1

ony;/0aie >0, Onj;/0ag; =~
Qg5 Qg Q5 QL4

Omy;/Oake ~ 0 si i#k,j#L.

>0,
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Estatica comparativa: interpretacion

m Ahora si aparece el efecto sustitucion: si aumenta el costo de unir a
i con j (ceteris paribus), ij baja y 7}, WZj suben.
m Enfasis: todo lo anterior son aproximaciones (Neumann truncada), no

igualdades exactas; deben interpretarse como tales, aunque capturan
la intuicidén econdmica esperada.

m En el caso especial con §; =0, D=1 (8>0) y Le < 3, los efectos
si pueden computarse de forma exacta con la férmula cerrada de A~!.
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Aplicaciones



Aplicaciones del modelo
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Motivacion: Aplicamos el modelo en sectores criticos del Peru donde
existen problemas estructurales y costos de acceso significativos.

m E1 modelo es normativo (prescriptivo), no descriptivo.
m Permite capturar congestion, ineficiencias y demandas no satisfechas.
m Da flexibilidad al SP.
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m Fragmentado en SIS (Seguro Integral de Salud), EsSalud, y EPS
(Entidades Prestadoras de Salud) [Anaya-Montes and Gravelle, 2024].

@ EPS: privado.
@ EsSalud: trabajadores formales, tanto privado como publico.
© SIS: universal, aplica a informales.

m SIS y EsSalud: ~80% . ~10% EPS.
m Cobertura: sin intersecciones, salvo EPS y EsSalud [Velasquez, 2020].

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026  59/119



Problema identificado Indicador cuantificable

Escasez de personal médico en atencién | 12 médicos por cada 10,000 habitantes,
primaria muy por debajo del estandar
de 43 recomendado  por la OMS
[Bendezu-Quispe et al., 2020].

Falta de camas hospitalarias 1.6 camas por cada 1,000 habitantes,
debajo del promedio regional
[World Bank, 2020].

Congestion en UCI neonatales 50 % de las unidades presentan

ineficiencia por sobrecarga de pacientes
[Arrieta and Guillén, 2017].

Ineficiencias en el sistema de | Alta proporcién de pacientes tratados en

referencias centros no equipados [Soto, 2019].
Baja cobertura y largas esperas Cobertura de hasta 86 % para
ciertos tratamientos complejos

[EsSalud, 2025a].

Altas tasas de postergacién en ciudades | Mds del 23% de <citas postergadas
clave (enero—marzo 2025) [EsSalud, 2025b].

Nota: En 2016, el MINSA report6 un déficit de mas de 47,000 profesionales de salud. E1 36% de los
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Ejemplo

m 3 grupos
m Fricciones en los grupos: sectores econdmicos, geografia.

m Tabla (slide anterior): congestidn, excesos de demanda.
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Ejemplo (continua)

m Resolvemos el problema Pcp con d =513x3 y a=0,5.
m Pardmetros utilizados:
0,3

1 50 20 1 5 10
c=1|50 1 20|, a= |5 1 2|, e=d= |03

20 10 1 10 5 1 0,3
100 90
p=1501|, v=]40{.
20 40

m Solucidn éptima 7* obtenida en Mathematica 14.1 usando el Algoritmo 1':
34,7802  0,19412  1,65935
= 0,10148 15,6978  3,41038] .
0,883807 0,905689 9,65139

"También verificamos el resultado con QuadraticOptimization.
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Comparacion

m Se resuelve Pg y Po con las mismas entradas que en Pcp, pero
imponiendo II(u,r) y eliminando penalizaciones.

m Soluciones optimas:
84,275 8,84062 6,88442 90 0 10
7r}3Q = | 4,2985 30,4206 15,2809/ , ﬂ'}}o =10 40 10
1,42655 0,73873 17,8347 0 0 20
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Educacion

m Trafico vehicular.
m Preferencias: Afinidad académica-cultural, entorno social.
m Capacidad (instalaciodn).

m Alvaro Mauricio Moran (usando el API de Google Maps).
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PUCP

Velocidad estimada (km/h)
« <10 - Congestion severa
10-20 : Trafico lento
20-30 : Flujo moderado
® =30 : Flujo fluido

; Pontificia

Universidad
Catdlica del Perd
(PUCP)

treethap contributors ® CARTO

Figura: Lunes 7pm
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UNI

Velocidad estimada (km/h)
« <10 - Congestion severa
10-20 : Trafico lento
20-30 : Flujo moderado
® >30 : Flujo fluido

; Universidad

Nacional de
Ingenieria (UNI)

= Leafiet | © OpenStreetMap contributors ® CARTO

Figura: Lunes 7pm
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UNMSM

Velocidad estimada (km/h)
« <10 - Congestion severa
10-20 : Trafico lento
20-30 : Flujo moderado
» >30 : Flujo fluido

Q

Universidad
Nacional Mayor de
San Marcos
(UNMSM)

tMap contributors ® CARTO

Figura: Lunes 7pm

/119
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UPCH

\

Velocidad estimada (km/h)
« <10 - Congestion severa
10-20 : Trafico lento
20-30 : Flujo moderado
® >30 : Flujo fluido

; Universidad

Peruana Cayetano
Heredia (UPCH)

= Lesfiet | © OpenStreetMap contributors ® CARTO

Figura: Lunes 7pm
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Extensiones



Extensiones
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Extensiones

m Infinitos tipos (caso continuo).
m Dindmica y aleatoriedad.
m Estimacidon de los parametros.

m Determinar solucidén interior.
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Infinitos tipos
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Motivacion

m Aparece de forma natural: p. ej. mercado laboral, donde emparejamos
tipos de trabajador (productividad en un compacto de R) con firmas
(nivel tecnoldgico en un compacto de R).

m Necesitamos un marco medida-tedérico: pasamos de vectores u,v a
medidas f,v y de matrices m;; a un plan (medida) 7 sobre X x Y.

m E1 ambiente natural son los espacios Polacos.
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Matching between bounded subsets of R

YCR

XCR

y(l
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Modelos en el continuo
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Extension continua: modelo 2 (metas penalizadas)

Pesos € € L>®(X), § € L™(Y):
[ aww) £+ el v) 1) dedy
inf XXy

JELZEOY) | /Xf(x)(F(x) — ful@))*da + /Y‘S(y)(G(y) ~ fo(y))" dy

mF=|[, fdy, G= [y fdx (densidades de las marginales).
m Las metas f,, f, se penalizan (no se imponen exactamente).

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026 75/119



Modelo 2: caso particular y agentes

m Caso particular e=9§=1:

inf af2+cf)dedy+ |F = f,|12 LG = I ‘
2y [0l + el dedy +IF = fullzaco + 16 = folliagr)

m f = derivada de R-N de 7 respecto a Lebesgue; a,c: X XY — R,.
B Preguntas: {existencia? éunicidad? équé hipdtesis sobre espacios y
funciones?
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Supuestos del modelo continuo

X,Y compactos métricos, cada uno con una medida de probabilidad
Boreliana (Lebesgue normalizada en subconjuntos de R?). Ademas,

a(x,y) > a9 >0 c.t.p., ce LA(X xY),

e€ L*(X), e>0 c.t.p., deL>*(Y), §>0 c.t.p.

m Compacidad de X,Y = heterogeneidad econémicamente acotada
(habilidades, capacidad, calidad en rangos factibles); masa y
agregados finitos.

m Normalizar no cambia las politicas Optimas.
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Li es convexo y cerrado

Convexo: trivial. Para cerrado, sea {fn} C Li con fn, — f en L?%. Supongamos, por
contradiccién, f ¢ L2 : existen S medible con .Z(S) >0y k € N tales que

fl)<—% VzeS.

Entonces, para todo n,
o= 2> [ 10— sP oz [ far= 2(9) >0
s s

. . 2
lo que contradice f, — f. Por tanto f >0 c.t.p., i.e. feLi. g
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Convexidad de &

m [|fVal3: = [yyyaf? es (estrictamente®) convexa:
[aor+ =097 < [as*+1-0)g).
m/:f—FyJ:f—G son lineales; como ||- |3, es convexa, los

términos de penalizaciédn ||I(f) — fu||2 L J(f) = £.]1% son convexos.
(f,e) = [cf es lineal.

Suma de convexa estricta + convexas = ® estrictamente convexa.

2Si a >0 c.t.p.
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Semicontinuidad inferior de &

m (f,c) es lineal y continua: | [c(fn — ) <llellzzllfn — fllzz — 0.
m [,J son contracciones (espacios de probabilidad, Z(X)=2(Y)=1):

2
11 Nae = [ ] [ 7 o] < 200 112wy = 1713,

luego I,J continuas = términos de penalizacién continuos (s.c.i.).

m E1 término | f\/al|?, es s.c.i. por el Lema de Fatou (a >0).
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S.C.

i. de |f\/al/?. via Fatou

Sea f, — f en L?. Pasando a una subsucesién (no renombrada), f. — f c.t.p. Con
gn:i=afi>0y g:=af? por Fatou:

/ andﬂcdy:/ gdx dy
XxXY XXxXY

< / lim inf g,, dz dy
XxXY

n—oo

< liminf / a f2 dz dy.
XXY

n— oo

Es decir,

I fval}2 < liminf||fov/al)?e.
n— oo

Sumando las partes: ®(f) < liminf, ®(f.), y como L3 es cerrado, la restriccién también es
s.c.i.
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Vocabulario I: el espacio y los operadores

m Reflexivo: FE es reflexivo si la inyeccidén canénica E — E** es
sobreyectiva. Aqui E = L?(X xY) es de Hilbert = reflexivo.

m Convexo y cerrado: Li ={fe L?>: f>0 c.t.p.} es convexo y cerrado
en norma.

m Lineal continuo <= acotado: 7T : F — I lineal es continuo si y solo
si 3C >0 con ||Tz||p < C|z||g; la menor C es ||T.

m En el modelo: los operadores marginales (Pxf)(z) = [y f(x,y)dy son

lineales y acotados (||Pxf| < +IY|lIfI), luego continuos = las
penalizaciones son continuas.
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Vocabulario II: la funcional &

m Propia: ®: A — (—o00,+0o0] con dom® = {f: ®(f) < +oo} #T y
® > —o0. Como el codominio es (—oo,+00], basta que ® no sea
idénticamente +oo.

ms.c.i. (débil): f, — f = ®(f) < liminf,, ®(f,). Clave: para ® convexa,
s.c.i. fuerte <= s.c.i. débil (epigrafo convexo y cerrado en norma
= débilmente cerrado).

m Coerciva: ®(f) — +oo cuando |f| — oo.

m Estrictamente convexa: ®(¢f + (1 —t)g) <t®(f)+ (1 —¢)®(g) para f #g,
t € (0,1) = minimizador Unico.
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Existencia y unicidad

Teorema
Bajo el Supuesto anterior, el modelo 2 admite un Unico minimizador en

L2(X X Y).

Idea (método directo). Con las definiciones anteriores, ® cumple sobre
el convexo cerrado L% (en L? reflexivo):
m coerciva: como a > ap >0 y las penalizaciones son >0,

o(f) > aolfllf: ——— oo

£l =00

m s.c.i. débil: por ser convexa (parte cuadratica continua +
penalizaciones convexas continuas);
m estrictamente convexa: por a > ag > 0.
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Existencia y unicidad (continuaciodn)

Brezis da la existencia; la unicidad se sigue de la convexidad estricta.
O

Teorema (Brezis, 2010)

Sea E un Banach reflexivo, A C E cerrado y convexo, y ¢ : A — (—00,00] convexa, s.c.i.
y propia. Si A es acotado o ¢ es coerciva, entonces ¢ alcanza su minimo en A.
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Variante acotada (sin a > ag)

m Si se quita a > ag >0, se restringe a
Ay={fel2(XxY):0<f<M c.t.p.}.

m A;; es no vacio, cerrado, convexo y acotado en L? (reflexivo) =
débilmente compacto.

m & convexa y débilmente s.c.i. = alcanza el minimo por Brezis (caso
acotado).

m Util también para compactar con fines computacionales.
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Estimacion de los parametros
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Algunas ideas

m Nelder-Mead para
2

: obs *
win Z mo — (e, a) ,
ij —
A-1p
dados €,0, u, v, .

[ | Especificacién: Cij = ﬁo =+ ﬁleij + -+ Bksz’z] =+ Nij -

m Regimenes limite: iaj; > @;? p,v — 00, [cijl ~ ¢ - INLxNL-
m Ejemplo:

c(i,j) = ¥(dificultad admisién;, rendimiento;,

gusto deporte;, infraestructura; ).
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Dinamica y aleatoriedad
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Extension dinamica con congestion

m Secuencia de planes {m;}/_,; parametros c ag;, juf, v estocasticos.

g0 J
m Penalizamos cambios abruptos con una norma cuadratica intertemporal:
T
: t ot t ot \2
minE| 3 (3 cljml; + alj(x)
{md [ 35

FS (S ) e S )
7 J J t

T
+AD |l — ma|F
t=2
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Dinamica estocastica de parametros

m Evolucidn autorregresiva'

t—l—l _ t-‘rl t+1 _ t t-‘rl
= Pc C'L] + T] a’ = Pa C

t+1 t+1 t+1 _ t+1

Hy —puﬂi‘f‘g@' Y —PVVj+19j .

m Innovaciones 7,(,£,9: media cero, varianza constante.
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Control optimo estocastico con inversion

m El planificador afecta costos via inversidén en infraestructura:
t+1__ 1
pCng +/8u2]+77
t+1<_ t+1
paalj—i_ﬁuu—i_g .

t .
iy

m Objetivo: maximizar la utilidad social agregada descontada,

m u!;: control (inversion que mejora conectividad entre iy j).

T
maxE | 3= ot (F(me) =llllz) | pe(0.1).

{ue} t=1
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Gracias
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Anexo matematico
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Espacio Polaco

Definiciodn

Un espacio topolégico (X,7) es Polaco si existe una métrica d sobre X,
completa y separable, que induce 7.

m Completo: toda sucesion de Cauchy converge en X.
m Separable: existe un subconjunto numerable denso.
m Ejemplos: R" (euclideo), espacios de Banach separables.

m Combinan las dos propiedades necesarias para hacer transporte optimo
sin patologias.
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Push-forward y planes de transporte

Definicion (Push-forward)

Para f: X — Y Borel medible, el operador fu: M(X)— M(Y) se define
por

(fup)(B) = ,u(f_l(B)> , VB Boreliano.

Es la distribucion de masa obtenida al transportar cada punto de suppp a
lo largo de f.

Definiciéon (Plan de transporte)

Con px,py las proyecciones candnicas, m € A(X xY) es un plan si

(px )y = 1, (py)gm = v,

es decir, 7 tiene marginales p y v.
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Conjunto de planes II(u,v)

(X x B) =v(B), VA,B Borelianos}.

m Nunca es vacio: la medida producto p ® v siempre pertenece a II(u,v)
(acoplamiento independiente).

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026  97/119



Problema de Monge (transporte determinista)

Dadas p € A(X), veAY) y ¢c: X xY — Ry U{oo}:

inf {/ c(z,T(z))du(z): T:X =Y Borel, Tup= 1/} .
X

m 7 es un mapa determinista: toda la masa en z va integramente a T'(z)
(no se divide).

m La restriccion Tyup = v obliga a que 7' empuje u exactamente sobre v.

m Limitacién: tal T puede no existir. Ej.: u=0, y v= %51,—%%60; un
mapa no puede partir una masa puntual.
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Problema de Kantorovich (caso continuo)

Con X,Y Polacos y c: X xY — R, :

inf {/Xxyc(x,y) dr(z,y): w€ H(u,y)} :

m Generaliza el problema de Monge (transporte determinista 7 con
Typ=v): inf(M) > inf(K).

m Pratelli: si pu es no atémica y ¢ continua, hay igualdad y el infimo
se alcanza.
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Convergencia y topologia débil

Definicion
(tn) C A(Z) converge débilmente a p (py — p) si
| fdu— [ san,  vie  Cy2)

continuas y acotadas

La topologia débil es la mas gruesa que hace continuas las evaluaciones
p— [y fdu.

A

m Si Z es Polaco, A(Z) con la topologia débil es también Polaco.

m Es la topologia que vuelve s.c.i. al funcional de costo.
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Semicontinuidad inferior (s.c.i.)

Definicion
f:X — [—00,00] es semicontinua inferior si {z: f(z) > a} es abierto para
todo o € R. En espacios métricos, equivale a

f($)j§1%§£gff(xn) siempre que z, — .

m Interpretacidon: cerca de z, los valores de f no caen abruptamente por
debajo de f(z); no hay saltos hacia abajo.

m Es la regularidad minima para que el infimo se alcance (método
directo del calculo de variaciones).
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Semicontinuidad inferior: intuicion grafica

valor superior no alcanzado

f(xo) = valor de abajo

> T

Zo

En el salto, f toma el valor inferior: f(zp) < lirginff(:v). No hay “caida
xT—T0
abrupta” en el propio punto.
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El funcional de costo J y su s.c.i.

m La “variable” a optimizar es una medida 7; el objeto de estudio es el
funcional de costo

J(m) = /Xxyc(az,y) dm(z,y).

m Propiedad clave: si c es s.c.i., entonces J es s.c.i. respecto a la
convergencia débil:

T =7 = J(m) <liminf J(m,).

n—oo

m Interpretacidon: el costo no salta hacia abajo en el limite. Es justo
lo que impide que el infimo “se escape” y garantiza que se alcance.
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Vocabulario de compacidad

m Compacto (en topologia débil): de toda sucesién (m,) en el conjunto
se puede extraer una subsucesion que converge débilmente a un
elemento del mismo conjunto. Es lo que permite “extraer limites”.

m Relativamente compacto: toda sucesion tiene una subsucesidn
débilmente convergente, aunque el limite quiza no esté en el conjunto
(su clausura si es compacta).

m Uniformemente ajustada (tight): para cada € > 0 existe un compacto K
que concentra casi toda la masa de todas las medidas de la familia a
la vez:

wWZ\K) <e YV en la familia.

Evita que la masa “se escape al infinito”.
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Existencia de planes optimos: ingredientes

T

T2

L1

L2

Si c es s.c.i., entonces el funcional J(7) = [y,y cdrm es s.c.i. en la
topologia débil: m, — 7 = J(7w) < liminf, J(m,).

(Prokhorov) En un espacio Polaco, una familia acotada de medidas es
relativamente compacta (débil) <= es uniformemente ajustada
(tight).

II(p,v) es compacto en la topologia débil (sus marginales fijas p,v
garantizan tight; se aplica T2).

Toda funcion s.c.i. sobre un conjunto compacto alcanza su minimo.
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Existencia de planes optimos: como se vinculan

Teorema

Sic: X xY —[0,00] es s.c.i., el minimo de Kantorovich se alcanza.

Idea (método directo del calculo de variaciones):

@ El conjunto factible II(u,v) es compacto en la topologia débil (L1,
via Prokhorov T2).

@ E1 funcional de costo J es s.c.i. en esa topologia (T1).

© Una funcidn s.c.i. sobre un compacto alcanza su minimo (L2).

Combinando 1-3: existe 7* € II(p,v) con J(7*) = min. O
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Derivada de Radon-Nikodym

Definicidn

Sean u,v medidas o-finitas sobre (X,G) con v < u (es decir,
w(A) =0=v(A) =0). Entonces existe f:X — [0,00) medible, unica salvo
conjuntos p-nulos, tal que

V(A):/Afd,u, VAEG.

d
Se denota f = gz y es la densidad de v respecto a .
n

m La densidad depende de la medida de referencia p: cambiar p cambia f.
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Medida de conteo

Definicidn

Sobre X ={z1,...,xzn}, la medida de conteo Cx asigna Cx(A) =#(A4) a
cada AC X.

m E1 Unico conjunto Cx-nulo es (). Luego toda medida finita u cumple
1 < Cx automaticamente.

dp

dCx

m Por Radon-Nikodym existe f = con

pA) = [ racx =3 f@)

z€EA

m La densidad respecto a C'x es simplemente la funciéon de masa.

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026 108/119



Densidades en el caso discreto

N
dp
mp sobre X ={z1,...,zny}: p= i 0z;, con l:() T;i).
I {1 N} op ;Zlu I iCx (i)

L
dv
m v sobre Y ={y,...,yr}: V:jz_:lujéyj, con v; = (dC’y) (yj)-

m Toda medida 7 sobre X xY (referencia Cx ® Cy):

N L
dm
T = ZZTM’]’ (5(zi,y]-)a Tij = (W) (CEi,yj).

i=1j=1

m Puente formal entre la formulacién de medidas y la matricial.
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Costo cuadratico: discreto vs. integral

Discreto:
L
2
(Cijﬂij + aijwij) .
=1

=17

Integral (respecto a Cx ® Cy, escribiendo ¢’=:aa23%z§j>i

/ny el y) ¥ + ale,y) ¢?] d[Cx © Oy ).

m Contra Cx ® Cy la “integral” es la suma; el término 1) estd bien
definido puntualmente.
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Del conteo a Lebesgue: cuidado con R-N

m Reemplazamos Cyx,Cy por Lebesgue Zx,.%y. Suponemos 7 < Lx @ Ly

con densidad
dm

d(fx & gy)

m Punto clave (R-N): las marginales del plan también tienen densidad.
La marginal (px)4xm tiene densidad respecto a Zx

V= [ iy =PI Gty = [ )i

m Por eso penalizar ||F'— f,|| compara densidades R-N: f, ::E%%;r

f= e LA (X xY).

_ dv
fu— A2
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Definiciones: el marco funcional

m Banach: espacio vectorial normado completo (toda sucesién de Cauchy
converge en la norma).

m Hilbert: espacio con producto interno, completo bajo la norma
inducida ||z| = v/{(x,z). Todo Hilbert es Banach.

m Reflexivo: un Banach FE es reflexivo si la inyeccidn candnica
E — E** es sobreyectiva, i.e. E = E**.

m Todo Hilbert es reflexivo: el isomorfismo F = E* (Riesz, inducido
por el producto interno) es isométrico y biyectivo = E = E**,

m Aqui E=L*X xY) es de Hilbert = reflexivo; y A= L2 es convexo
y cerrado.
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Herramienta de existencia: lema de Brezis

Teorema (Brezis, 2010)

Sea E un Banach reflexivo, A C E cerrado y convexo, y ¢: A — (—o0, 0]
convexa, S.c.i. y no idénticamente +oo. Si ademas

m A es acotado, o
[ lﬁ% @(x) =00 (coercividad),
X

llz[| =00

entonces ¢ alcanza su minimo en A: Jz* € A con ¢(z*) = infrea ().

Estrategia: verificar convexidad, s.c.i. y coercividad de ® sobre Li»

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026  113/119



Referencias



Referencias I

) &) ) & &

[=)

Abdulkadiroglu, A. and Soénmez, T. (2003).

School Choice: A Mechanism Design Approach.
The American Economic Review, 93(3):729-747.

Alman, J., Duan, R., Williams, V. V., Xu, Y., Xu, Z., and Zhou, R. (2025).
More asymmetry yields faster matrix multiplication.
In Proceedings of the 2025 ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms (SODA), pages 2005-2039, Philadelphia. SIAM.

Anaya-Montes, M. and Gravelle, H. (2024).

Health insurance system fragmentation and COVID-19 mortality: Evidence from Peru.
PLOS ONE, 19(8):e0309531.

Arrieta, A. and Guillén, J. (2017).

Output congestion leads to compromised care in peruvian public hospital neonatal units.
Health Care Management Science, 20(2):209-221.

Bendezu-Quispe, G., Mari-Huarache, L. F., Taype-Rondan, A., Mejia, C. R., and Inga-Berrospi, F. (2020).
Effect of rural and marginal urban health service on the physicians’ perception of primary health care in peru.
Revista Peruana de Medicina Experimental y Salud Publica, 37(4):636-644.

Carlier, G., Dupuy, A., Galichon, A., and Sun, Y. (2020).
SISTA: Learning Optimal Transport Costs under Sparsity Constraints.

arXiv preprint arXiv:2009.08564.
Submitted on 18 Sep 2020, last revised 21 Oct 2020.

Coppersmith, D. and Winograd, S. (1990).

Matrix multiplication via arithmetic progressions.
Journal of Symbolic Computation, 9(3):251-280.

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026 114/119



Referencias II

[
B
B
[
B
[
B

Davie, A. M. and Stothers, A. J. (2013).

Improved bound for complexity of matrix multiplication.
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Section A: Mathematics, 143(2):351-369.
Dupuy, A. and Galichon, A. (2022).

A Note on the Estimation of Job Amenities and Labor Productivity.
Quantitative Economics, 13:153-177.

Echenique, F., Immorlica, N., and Vazirani, V. V. (2023).

Online and Matching-Based Market Design.

Cambridge University Press.

Echenique, F. and Yenmez, M. B. (2015).

How to Control Controlled School Choice.

The American Economic Review, 105(8):2679-2694.

EsSalud (2025a).

Dashboard de indicadores fonafe y tablero estratégico.

EsSalud (2025b).
Tablero de diferimento de citas.

Gale, D. and Shapley, L. S. (1962).

College Admissions and the Stability of Marriage.
The American Mathematical Monthly, 69(1):9-15.

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026 115/119



Referencias III

@ Galichon, A. (2016).
Optimal Transport Methods in Economics.
Princeton University Press.

Galichon, A. (2021).

The Unreasonable Effectiveness of Optimal Transport in Economics.
Preprint submitted on 12 Jan 2023.

Hochbaum, D. S. and Shanthikumar, J. G. (1990).

Convex separable optimization is not much harder than linear optimization.
Journal of the ACM, 37(4):843-862.

Huang, J. (2018).

Practical fast matrix multiplication algorithms.

Ph.d. dissertation, University of Texas at Austin, Austin, TX.
Izmailov, A. F. and Solodov, M. V. (2023).

Convergence rate estimates for penalty methods revisited.
Computational Optimization and Applications, 85(3):973-992.
Karstadt, E. and Schwartz, 0. (2017).

Matrix multiplication, a little faster.
In Proceedings of the 29th ACM Symposium on Parallelism in Algorithms and Architectures (SPAA), pages 101-110, New York. ACM.

) & & & &

Koutis, I., Miller, G. L., and Peng, R. (2012).

A fast solver for a class of linear systems.
Communications of the ACM, 55(10):99-107.

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026 116/119



Referencias IV

B
[
B
[
[
B

Pan, V. Y. (1982).
Trilinear aggregating with implicit canceling for a new acceleration of matrix multiplication.
Computers & Mathematics with Applications, 8(1):23-34.

Park, J. and Boyd, S. (2017).

A semidefinite programming method for integer convex quadratic minimization.
Optimization Letters, 11(4):725-739.

Peng, R. and Vempala, S. S. (2024).

Solving sparse linear systems faster than matrix multiplication.
Communications of the ACM, 67(7):79-86.

Roth, A. E. (1982).

The Economics of Matching: Stability and Incentives.

Mathematics of Operations Research, 7(4):617-628.

Roth, A. E. and Sotomayor, M. A. 0. (1990).

Two-Sided Matching: A Study in Game-Theoretic Modeling and Analysis, volume 18 of Econometric Society Monographs.
Cambridge University Press.

Soto, A. (2019).

Barreras para una atencién eficaz en los hospitales de referencia del ministerio de salud del peru: atendiendo pacientes en el
siglo xxi con recursos del siglo xx.
Revista Peruana de Medicina Experimental y Salud Piblica, 36(2):304.

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026 117/119



Referencias V

B
B
B
[
B
B

Strassen, V. (1969).

Gaussian elimination is not optimal.
Numerische Mathematik, 13(4):354-356.

Strassen, V. (1986).

The asymptotic spectrum of tensors and the exponent of matrix multiplication.

In 27th Annual Symposium on Foundations of Computer Science (SFCS 1986), pages 49-54. IEEE.
Velasquez, A. (2020).

Consideraciones éticas del aseguramiento universal de salud en el peru.

Technical report, Universidad Antonio Ruiz de Montoya, Lima, Peru.

Villani, C. (2009).

Optimal Transport: O0ld and New, volume 338 of Grundlehren der mathematischen Wissenschaften.
Springer.

Williams, V. V. (2012).

Multiplying matrices faster than coppersmith-winograd.

In Proceedings of the 44th Annual ACM Symposium on Theory of Computing (STOC), pages 887-898, New York. ACM.
Winograd, S. (1971).

On multiplication of 2 X 2 matrices.
Linear Algebra and its Applications, 4(4):381-388.

Marcelo Gallardo Matching and Optimal Transport 2026 118/119



Referencias VI

@ World Bank (2020).

Health at a glance: Latin america and the caribbean 2020.
https:

//documents1.worldbank.org/curated/en/383471608633276440/pdf/Health-at-a-Glance-Latin-America-and-the-Caribbean-2020.pdf.
Accessed: 18 March 2025.

Marcelo Gallardo Matchin

and Optimal Transport 2026 119/119


https://documents1.worldbank.org/curated/en/383471608633276440/pdf/Health-at-a-Glance-Latin-America-and-the-Caribbean-2020.pdf
https://documents1.worldbank.org/curated/en/383471608633276440/pdf/Health-at-a-Glance-Latin-America-and-the-Caribbean-2020.pdf

	Introducción
	Regularización cuadrática heterogénea
	El modelo
	Propiedades del problema de optimización
	Algoritmo
	Estática comparativa
	Aplicaciones
	Extensiones
	Referencias

