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Introduccién
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Introduccién

O En 1965, se publicé el articulo que introdujo el algoritmo Nelder-Mead simplex (desde ahora
NMS), [Nelder and Mead, 1965].

@ Proporciona un método de biisqueda de minimos en problemas de optimizacion sin
restricciones en miltiples dimensiones.

© A pesar de su popularidad, hasta la fecha (1998) no se habian presentado resultados teéricos
que respalden su desempefio.

Q El trabajo de [Jeffrey Lagarias and Wright, 1998] aborda esta brecha, probando resultados de
convergencia en casos unidimensionales y bidimensionales.

@ Desde su publicacién, el algoritmo NMS se ha consolidado como una herramienta comin
para resolver problemas de optimizacién irrestrictos.
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Introduccién

@ No confundir con el algoritmo simplex de Dantzig, el cual también utiliza simplexes, pero en
el contexto de programacion lineal:

max ¢'x sa. Ax<b, x€ RY.

@ La relevancia del algoritmo NMS se refuerza con obras como [Press et al., 1988], donde se
enfatizan tanto el algoritmo como algunas de sus variantes y adaptaciones.
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Descripcion general del algoritmo

@ El algoritmo NMS busca minimizar una funcién real valuada con n variables y sin
restricciones:
min f(x), sa: x €R"
A diferencia de métodos clasicos de optimizacién, no utiliza derivadas (ni gradiente, ni
Jacobiano, ni Hessiana) en ningin momento.

@ Por esta razén, el algoritmo NMS pertenece a la familia de métodos de biisqueda directa
[Wright, 1996, Torczon, 1997].

© En cada paso, el algoritmo mantiene un simplex no degenerado (envolvente convexa de n+1
puntos).

@ En cada iteracidn, partiendo de un simplex inicial, se realizan evaluaciones de la funcién
objetivo, generando un nuevo simplex para la siguiente etapa.

@ Este proceso lo convierte en un método parsimonioso!, ya que realiza pocas evaluaciones de
la funcién objetivo f(-).

1o opuesto a sobre-ajustado. Por ejemplo, en las regresiones lineales, incluir «varias» regresoras.
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Figura Simplex en R3.
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Limitaciones

@ Desempeiio en altas dimensiones.

@ [McKinnon, 1998] present6 un ejemplo bidimensional con funciones estrictamente convexas
donde el algoritmo converge a un punto no estacionario.

f(x,y) =x%—y(y —2), vértices iniciales: {(1,0), (0, —3), (0,3)}.

© Ver cédigo Matlab, «code simplex 1». P* = (0, —3).

Q La falta de convergencia en este caso especifico resalta que el algoritmo NMS no garantiza
ciertas propiedades como:
@ que las aristas del simplex permanezcan uniformemente linealmente independientes,
@ una condicién de «descenso fuerte» en el valor de la funcién objetivo en cada iteracién.

@ La familia que construye es

f(x,y) =0¢|x|” +y+y* x<0
=0x"+y+y? x>0,

donde 0, ¢ > 0. Convergencia a un punto no estacionario.
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https://www.ime.unicamp.br/~sandra/MT853/handouts/Ref5(McKinnon1998).pdf

Ventajas

A pesar de las complicaciones y limitaciones mencionadas, el algoritmo NMS posee ventajas que
lo hacen atractivo en ciertas aplicaciones:
© En muchas aplicaciones practicas, no es necesario encontrar el minimo global, sino
simplemente mejorar el rendimiento de un proceso. El algoritmo NMS logra mejoras
significativas en pocas iteraciones.
@ No requiere el calculo de derivadas y, ademas, realiza pocas evaluaciones de la funcién
objetivo en cada iteracién.
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Resultados principales

El articulo [Jeffrey Lagarias and Wright, 1998] presenta resultados fundamentales para entender
las propiedades tedricas del algoritmo NMS:

O En dimensién 1, el algoritmo NMS converge al minimo global (teorema 4.1).

@ En dimensién 2, los valores de la funcién objetivo en los vértices del simplex convergen al
mismo valor (teorema 5.2).

© En dimensién 2, los didmetros de los simplexes convergen a cero.
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El algoritmo Nelder-Mead
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El algoritmo Nelder-Mead

El algoritmo NMS se propuso para resolver problemas de la forma:

in f(x).
xnélllg" (X)

Para configurar el algoritmo, se definen cuatro parametros escalares:

o p - reflexién (reflection),

@ x - expansién (expansion),

@ 7 - contraccién (contraction),

@ o - regulacién (shrinkage).
De acuerdo con [Nelder and Mead, 1965], se cumplen las siguientes relaciones:

p>0, x>1, x>p, 0<y<1, y 0<o<1.

Usualmente, los valores recomendados son:

p=1x=2,v=1/2, yo =1/2.

Simulation here.
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https://www.youtube.com/watch?v=XfdHAcHat7M

Estructura de la iteraciones

En la iteracién k, se tiene un simplex no degenerado® A, con n+ 1 vértices, etiquetados como

Xik)7 s ,X,(,i)l, ordenados de forma que:

F) < FE) <o < r).

El vértice x{k) es el mejor (valor mas bajo de f), mientras que X,S:)1 es el peor. El objetivo de
cada iteracién es generar un nuevo simplex Ay ; distinto de Ay. Dependiendo de las

evaluaciones de la funcién objetivo, se descarta el peor vértice y se introduce un nuevo vértice.

Observacién

Definiremos con detalle mas adelante qué pasa con los empates. Esto permite tener una clara
definicién del ordenamiento.

2Ej: en dimensién 2, los vértices del triangulo (un 2-simplex) estan en una misma linea recta. En dimensién 3, los
vértices del tetraedro (un 3-simplex) estan en un mismo plano.
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Algoritmo Nelder-Mead Simplex (Parte 1)

Algorithm 1: Algoritmo Nelder-Mead Simplex (Parte 1)

Input : Funcién objetivo f(x), vértices iniciales del simplex {x1, x2, ..., Xp+1}, pardmetros

P, X,7, 0, tolerancia €, nimero maximo de iteraciones max _iter.
Output: Vértice x* que aproxima el minimo de f(x).
1 while criterio de convergencia no satisfecho y iteraciones < max iter do
2 Ordenar vértices n+1: f(x1) < f(x2) < -+ < f(Xpt1);
3 Calcular el centroide excluyendo x,41: X = % S0
// Reflejar

a Xr =X+ p(X — Xp+1);

5 Evaluar f, = f(x;);

6 if i < f, < f, then

7 \ Aceptar x, y continuar con la siguiente iteracion;
8 else

9 if f, < f; then

0 Calcular el punto de expansién: xe = X + x(xr — X);
1 Evaluar fe = f(xe);

2 if fo < f, then

13 | Aceptar xe;

14 else

15 | Aceptar x;;
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Algoritmo Nelder-Mead Simplex (Parte 2)

Algorithm 2: Algoritmo Nelder-Mead Simplex (Parte 2)

1 if f, > f, then

2 if £, <f; < foy1 then

3 Calcular contraccidn exterior: xc = X + y(xr — X);

a4 Evaluar fo = f(xc);

5 if £ < f, then

6 ‘ Aceptar xc;

7 else

8 | Proceder a regulacion;

9 else

0 Calcular contraccion interior: xcc = X — Y(X — Xn+1);
1 Evaluar foe = f(xcc);

2 if foc < fhi1 then

3 ‘ Aceptar xcc;

4 else

5 | Proceder a regulacion;

6 Reducir el simplex: v; =x1 +o(x; —x1), i=2,...,n+1;
7 Actualizar vértices x1, va, -+, Vpt1;

8 Retornar x; como el vértice que aproxima el minimo.
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o Inicializacién:
> Los n+ 1 vértices iniciales forman un simplex, un poligono que abarca n-dimensiones.
> Cada vértice es evaluado con la funcién objetivo f(x) para identificar puntos buenos (bajos) y
malos (altos).
> Intuicién: «establecemos un punto de partida con un conjunto simple que representa nuestro
espacio de bisqueda.»

o Reflexién:
> El peor vértice xpi1 es reemplazado probando un punto reflejado: x, = X + p(X — xp4+1), donde X

es el centroide de los mejores n vértices.
» Intuicion: si x,41 es el peor, intentemos movernos en la direccién opuesta para mejorar.
o Expansion:
> Si el punto reflejado x, es mejor que el mejor vértice actual xq, se prueba una expansién en esa
direccién: xe = X + x(x, — X), donde x > 1 es el parametro de expansidn.
» Intuicién: Si nos movemos hacia algo realmente bueno, sigamos avanzando en esa direccién para
maximizar la mejora.

o Contraccion:
> Si el reflejo no mejora mucho o empeora, se ajusta el simplex hacia el centroide:
* Contraccién exterior: si x, no es el peor pero tampoco es bueno: xc = X + v(x, — X), donde
v € (0,1).
* Contraccion interior: si x, es peor que el peor vértice: xcc = X — v(X — Xp+1)-
» Intuicién: Si no estamos mejorando mucho, reduzcamos la escala del ajuste para enfocarnos en
areas mas prometedoras.
o Regulacién:
> Si tanto la reflexién como la contraccién fallan, se reduce el tamafio del simplex hacia el mejor
vértice x1: vi =x1 +o(xi —x1), i=2,...,n+1, donde o € (0,1) es el parametro de
regulacién.
> Intuicién: si estamos estancados, hagamos un ajuste drastico reduciendo el area de busqueda
hacia el mejor punto conocido xy
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Sobre el ordenamiento con empates

El articulo de 1965 no especifica como ordenar los puntos en caso de empate. En
[Jeffrey Lagarias and Wright, 1998] se adopta el siguiente criterio; se le asigna el nuevo vértice el
mayor indice posible consistente con la relacién

FOEY < ) << (D),

. L. - k
Cuando un paso sin regulacién ocurre, el vértice, x\K) es descartado. El nuevo punto aceptado

n+11
creado en la iteracién k y denotado v(K) se convierte en el nuevo vértice y asume la posicién j + 1

con
j= gmax (A < )}

mientras que todos los demas vértices mantiene su orden relativo a la iteracién k. Por otro lado,

.. L. P . k
cuando un paso con regulacmn ocurre, el Gnico vértice que se mantiene es X£ ) En este caso,

solo una regla de desempate adicional se aplica: en caso

min {f(vz(k)), B f(V,(,’jr)l)} = f(Xik))v

k+1 k
entonces X£ +1) = x§ ).
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Definition
Definimos un cambio de indice k* de la iteracién k como el menor indice de un vértice que difiere

de la iteracién k a la kK + 1:
k* = min {i | x,.(k) == x,.(k+1)}.

Observacién

Para el caso en el que no hay regulacién:

f_(k+1) :f_(k) y Xj(k+1) :Xj(k)7 i< k* )

f(k+1) < f( ) y X’E‘i+1) £ x{ () (2)

G(k+1) _ 6(_k)1 y Xj(k+1) J(k)v ik 3)
Por ello, el vector (fl(k)7 e ,f,fﬂ) es estrictamente decreciente en el orden lexicografico.
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Notacién matricial

o Es conveniente usar notacién matricial para describir las iteraciones del algoritmo NMS.

o El simplex Ay se representa como una matriz n x (n+ 1), donde cada columna corresponde
a un vértice:

— (k) (k)
Ap = <X1 Xn+1) :
o Para cualquier simplex A, C R”, se define la matriz n x n, My, cuyas columnas representan
las aristas del simplex que conectan los vértices xfk)7 o ,x,(,k) con x,(/;)l:
_ k k k k k k) - (k) 4T
Mk7<x§)_x'(1+)1 Xé)—X;(H-)l x,(1)_x531>78k—xn+11 . (4)

o El volumen del simplex se calcula como:

M
VO|(Ak) = M
n!
El simplex Ay es no degenerado si M es no singular, es decir, si vol(Ag) > 0. Ademas, se
define el diametro del simplex como:

diam(Ax) = ma (k) _ (k) .
(D) #jX”X: X |l2
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Volumen del simplex

Q xo, -+ ,xn son n—+ 1 puntos afin-li si x1 — xp,--- , xn — xp son li.

@ Si tomamos v; = x; — xp

n n
A(xp, - -+ 7Xn)={X€R”: X:Za;v,-, Zaigl, a,->0}.

i=1 i=1

© h:R" — R" dada por h(x) = Ax + xo, con A= [x1 — xo| - |xn — x0].

Q Notamos que

n
h(A(xo, - - ,Xn)):EZ{XERnZX:ZX,'SL x,-zo}.

i=1

1 1—x, lfz';: X; n 1

vol(E) = 1 dx = =
I

o Jo 0 paley n!

voI(A):/ ldx:/ Al = iI|A|.
A E n!

O Luego,

@ Finalmente,
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Observacién

Durante cada iteracién, la funcién objetivo f se evalia en puntos de prueba (test points) de la
forma:

k —(k —(k k —(k k
2 )(T):X( )—|—T(X( )—xr(,+)1):(1+7-)x( )—TX,(,+)1, (5)
donde 7 toma uno de los siguientes valores, dependiendo del paso del algoritmo:
=p (reflexién),
T = px (expansién),
T=py (contraccién exterior),
T=—y (contraccién interior).
y
Observacién
Cuando un paso sin regulacién se aplica, el nico punto aceptado es uno de los puntos de prueba.
Denotando por 7, el coeficiente asociado al punto aceptado en la iteracion k, el nuevo vértice
v(k), que reemplaza X,Ei)l, se obtiene como:
v = Z(K) (7). )
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Observacién

Cada punto de prueba Z(k)(T) puede expresarse matricialmente como:

z(k)(T) = Agt(1), t(r)= (HJ U EX _T)T.

n n

En efecto, recordemos que

B= (4 o AD)

n+1
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Siguiendo el algoritmo NMS, los vértices (potencialmente desordenados) del nuevo simplex Ay
se obtienen como columnas de Ay Sk, donde Sk € M, 1) (n4+1) representa una transformacién
especifica segiin el paso realizado:

o En pasos de reflexidn, expansion o contraccién, S, toma la forma:
147y
Se— (o FRELY,
0 —Tk

o En pasos de regulacién, Sy se define como:

s=(o “)

Finalmente, para mantener la consistencia del orden de los vértices, se aplica una matriz de
permutacion Py que respeta las reglas de desempate descritas anteriormente. De esta forma, el
nuevo simplex se expresa como:

donde e es un vector de unos.

Ak+1 = AkSkPk = Ak Tk.
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Propiedades del algoritmo Nelder-Mead
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Observacién

De la definicién del algoritmo, se sigue que una iteracién requiere (i) una evaluacién cuando la
iteracién termina en el paso 2, (ii) dos evaluaciones cuando la iteracién termina en el paso 3 o 4,
(iii) n+ 2 evaluaciones si ocurre una regulacién.

Observacién

Es posible que fi(k“) > fi(k) para2<i<n+1.

Marcelo Gallardo ( PUCP ) Diciembre 2024 26 /86



Simplexes no degenerados

Lemma

No degeneracion de los volimenes de los simplexes.

@ Si el simplex inicial Ag es no-degenerado, entonces todos los simplexes posteriores tampoco
lo son.

@ Luego de una iteracién sin regulacién, vol(Axi1) = |7|vol(Ay).

© Luego de una iteracién con regulacion, vol(Ayy1) = o"vol(Ay).
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Simplexes no degenerados

Proof.

Un simplex A no degenerado si tiene volumen no nulo. Ahora bien, ciertamente el item (1) se
deduce de (2) y (3) pues 7,0 # 0.

o Para cada iteracién, sin regulacién supongamos sin pérdida de generalidad que x,(,:)l =0.

@ En dicho caso, el nuevo vértice es
1+7
n
v = Mw = (ng) _,.ng)>

1+7
n

Por ende, los vértices de Ay, 3 quedan formados por las columnas de My y Myw. Dado que el
volumen no depende del ordenamiento, sin pérdida de generalidad podemos asumir que el nuevo
vértice es el peor, con lo cual, segiin (4)

[det(My1)| = [det(My — Mwl )| = |det(My)] - [det(l — wiT)).
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Simplexes no degenerados

Proof.

Por un lado, {1} tiene dimensién n — 1. Asi, sean vi,---,v,_1 los vectores asociados a {1}+.
Se cumple que
(- W].T)V,' =vi—wlly =v.
~—~—

=0

O sea, A\1 =1 es un valor propio con multiplicidad geométrica n — 1. Finalmente,
1-1"Tw=1—-(1+7)=—7

es valor propio y tiene multiplicidad 1. En efecto,

(=wiNw=w—-wl+7)=—Tw.
Por ello,
n
ldet(/ —wiT) = |[[N|=I-7I=7>0.
j=1

Para el caso del paso con regulacién, como M, 1 es una permutacioén de oMy,

|det(Myi1)| = ’(—1)5ig"°det(aMk)’ = o"|det(My)]-
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Invarianza Afin

Lemma

Invarianza afin. El método de Nelder-Mead es invariante bajo transformaciones lineales afines de
R", es decir, bajo transformaciones del tipo ¢(x) = Ax + b, donde A es una matriz invertible.
Esta invarianza se cumple en el siguiente sentido:

Cuando se minimiza una funcién f(x) comenzando desde un simplex inicial Ao, la secuencia
completa de pasos generados por el algoritmo de Nelder-Mead y los valores de la funcién evaluada
coinciden exactamente con los pasos y valores obtenidos al aplicar el algoritmo a la funcién
transformada f(z) = f(¢(z)), partiendo del simplex inicial transformado

AO = ¢71(A0) = A71A0 — A7 1p.

traslacién del simplex

Marcelo Gallardo ( PUCP ) IConvergencia del método de Nelder-Mead sin Diciembre 2024 30/ 86



Invarianza Afin

Proof.

En los vértices de Ag, se cumple que f()?l.(o)) = f(xl.(o)). En efecto,

F) = F(e(=5”))
= F(AE?) + b)
= FAA1%9) — A~1p) 4 b)
= ().
La prueba se sigue por induccién. Supongamos que, dado
Ay=A"'A,— A1

se tiene f(f(i(k)) = f(xl.(k)) paral </ < n+ 1. Ahora, recordemos que cada punto de test puede

escribirse -
M) =atln), = (57 o )T

n
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Invarianza Afin

Proof.

Por ende, se tiene que

Hn)) = A7z — A7l = F(2(n)W) = £ (2(n)®).

Por ese motivo, dado que el ordenamiento no se ve afectado, la matriz Ty asociada a Ay es la

isma que la de Ak. De este modo, como
A =A lA —A lb
k+1 k+1 ’

se sigue que f (2(7)(k+D) = £ (z(r)(k+D).

Observacién

Usando el lema 3, el estudio del algoritmo de Nelder—Mead para una funcién cuadratica
estrictamente convexa general en R” se puede reducir al estudio de

F(x) = lIxl? = + -+ + 7.
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Lemma

Sea f una funcion acotada inferiormente en R". Cuando se aplica el algoritmo de Nelder—Mead
para minimizar f, comenzando con un simplex no degenerado Ag, se cumplen las siguientes
propiedades:
O La sucesién {fl(k)} siempre converge.
@ En cada iteracion sin regulacion k, se cumple que fl.(kﬂ) < fl.(k) paral <i<n+1, con
desigualdad estricta para al menos un valor de i.
© Si hay un nimero finito de iteraciones de regulacion, entonces:
© Cada sucesién {ﬁ.(k)} converge cuando k — oo paral < i< n+1.
@ Se cumple £* < f*) para 1 < i< n+1y todo k, donde £* = limy_, o0 £¥).
© Secumple f' < fyf <. < fR.
@ Si hay un nimero finito de iteraciones sin regulacién, entonces todos los vértices del simplex
convergen a un 4nico punto.
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Proof.

La prueba se basa en resultados de analisis real clasicos y el hecho que existe ¢ € R tal que
c < f(x) para todo x € R":

© 0O

fl(k) es decreciente para todo k pues es el menor indice.

Se sigue directamente de (1), (2) y (3).

Sea K la iteracién a partir de la cual ya no hay pasos con regulacién. Entonces, por (2), para
k > K, las sucesiones f,.(k) son decreciente y acotada inferiormente: convergen. Por

estabilidad del limite, tendremos que £* < fi(k) para todo i y para todo k (en las regulaciones
decrece o bien crece pero esto no altera que en la siguiente decrezca si no es regulacién).
Finalmente, nuevamente por estabilidad del limite fi* <-.-f* < f1, <..- <f*,.

Si solo hay un niimero finito de pasos en los que no hay regulacién (por ende, todos so de
regulacién para kK > N, donde N € N), el volumen del simplex converge a cero pues
vol(Agy1) = o"vol(Ak) y o € (0,1).
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A continuacién se analiza el algoritmo NMS para el caso en el cual no ocurren pasos de
regulacién. De hecho, [Torczon, 1997] observa que los pasos de regulacién casi nunca ocurren: 33
de 2.9 millones. De hecho, en [Jeffrey Lagarias and Wright, 1998] demuestran que no ocurren
pasos de regulacién cuando la funcidn objetivo es estrictamente convexa.

Lemma

Convergencia interrumpida. Supdéngase que la funcién f estd acotada inferiormente en R", que
el algoritmo de Nelder—Mead se aplica a f comenzando con un simplex inicial no degenerado Ay,
Y que no ocurren pasos de regulacion. Si existe un entero j, 1 < j < n, para el cual

f* < f%,, donde f*= lim £*), (6)

J k— o0
entonces existe un indice de iteracion K tal que para todo k > K, el indice de cambio satisface
k* > j,

es decir, los primeros j vértices de todos los simplexes permanecen fijos después de la iteracion K.
La propiedad (6) se conoce como convergencia rota para el vértice j.
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Proof.

La prueba es por contradiccion. Por la hipétesis (6), existe § > 0 tal que f* d=11,.

Tomemos € > 0 tal que § — e > 0. Dado que £* = limj_, 1;.(’()

k> K, f}(k) —e< tj.*. Pero entonces, para todo k > K,

, existe K > 0 tal que, para

(k) (k) * *
IS- <f;- —e+6<fT+o="11,.

Pero, del Lema 4 (3) sabemos que fjj_l < £ para todo indice ¢. Entonces, para todo k > K y

+1
para todo ¢,
(k) (£)
£ < £3- (7
Entonces, si k* < j, para algiin k > K, entonces de (3), debemos tener f(k'H) fJ( ) lo cual
contradice (7). Asi k* > j para k > K. O
v
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Corollary

Supdngase que la funcién f esta acotada inferiormente en R", que el algoritmo de Nelder—Mead
se aplica a f comenzando con un simplex inicial no degenerado A, y que no ocurren pasos de
contraccién. Si el indice de cambio es 1 infinitas veces, es decir, el mejor punto cambia infinitas

k _— *
veces, entonces fi* = - = fn+1.

Proof.

Del lema 5, sabemos que si no se cumple que fi* =--- = f* ;, habria K tal que los primeros se

mantiene fijos, lo cual contradice la hipétesis. O
v
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Resultados para funciones estrictamente convexas
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Definicion
Decimos que f : S C R” — R, con S convexo, es estrictamente convexa si para todo par de
puntos y, z distintos, y A € (0,1),

FOy + (1 — A)z) < A (y) + (1 — NF(2).

Mas aiin, (Jensen), si definimos

n n
c=) XNz, 0<X <Ly Y A=l
i=1 i=1

entonces,
n
f(c) <D Xif(z).
i=1

Esto implica en particular que

f(c) < max{f(z1), - ,f(zn)}-
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Lema

Suponga que f : R” — R es una funcién estrictamente convexa y que el algoritmo NMS se aplica
a un simplex no degenerado Ag. Entonces, no habran pasos de regulacion.

Marcelo Gallardoe ( PUCP ) Diciembre 2024 40/ 86



Proof. |

Los pasos de regulacién solo ocurren si el algoritmo llega a - > f, y no se acepta el punto de
contraccién.

O Cuando n=1, f(X) = f5.

@ Cuando n > 1, por la convexidad estricta de f,

_ 1<
F(x)="f (n Zx,> < fo.
i=1
Consideremos primero una contraccién exterior. Tenemos primero f, < f, < f,11. Luego,

Xe =X+ vy(xr —X) = vxr + (1 — 7)x.

Por ende,
f(xe) < max{f(x),f} = f;

pues f(x) < fn. Asi, f(xc) < fr y xc sera aceptado. En cuanto a la contraccién interior, la
situacién es analoga pues

Xee =X — Y(X — xny1) = (1 — 7)X + Xny1.

Se sigue que
Flxee) < max{F(%), F(xns1)}.
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Observacién

En el lema 1, la convexidad estricta es menester. En efecto, caso contrario, en el paso de la
contraccién interna, no tendriamos la desigualdad estricta.
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Lemma

Suponga que f : R" — R es estrictamente convexa y acotada inferiormente. Si py < 12, entonces

o fn* = fnfkl'
@ hay infinitas iteraciones en las que x,(,k+1) £ x,(,k).

Se empieza desde un simplex no degenerado.

“?Recordemos que p > 00 < v < 1.
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Proof. |

La prueba es por contradiccién. Suponga que £ < f* ;. Dado que f es estrictamente convexa
(no hay pasos de regulacién) y se empieza desde un simplex no degenerado, del lema 5 sabemos
que existe un entero positivo K de forma que el indice de cambio es k* = n+ 1 para todo k > K.
S.p.d.g. tomemos K = 0. Se sigue que los primeros n vértices permanencen constantes. Asi,

x = x(K) para toda iteracién y f(x,) = f*. La convexidad estricta de f implica que

f(x) < f(xn) =f.

Luego, el indice de cambio sera n+ 1 en cada iteracién solo si un punto de contraccion es
aceptado y se convierte en el peor (en los otros casos, el nuevo punto es mejor que x,). Por lo
tanto,

(k+1) _ (1 +py)x — p’yxlgﬁ_)l si la contraccién es exterior
it 1—-v)x+ 7X1(7‘jr)1 si la contraccién es interior .

O
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Proof.

Usando (16), podemos concluir rapidamente que

. k) _ o = D e
k'L)moo Xpt1 = Xpp1 =X, con fiy = f(X).

Del inicio teniamos que f(x) < £, lo que implica que £ ; < f*. Pero entonces, del lema 4 se

(W) . m

deduce que f* = ;, contradiccién. La parte (2) es directa pues ya establecimos x;
permanencen constantes para k > K.

O

v
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Observacién |

En el analisis de la convergencia, sabemos a partir del lema 5 que, si ocurre una convergencia rota

(broken convergence), existe un indice j tal que todos los vértices {x,.(k)}, paral </ <j,
(k)

permanecen constantes a partir de un cierto punto. Si esto sucede, el mejor punto x;’ no
cambiara, y, en consecuencia, no podran ocurrir pasos de expansién. Tampoco podran ocurrir
pasos de reflexién en los que se encuentre una mejora estricta sobre f1. Por esta razén, resulta
interesante considerar una variante restringida del algoritmo de Nelder—-Mead en la que no se
realicen pasos de expansion. El analisis de este algoritmo restringido es mas sencillo porque tanto
vol(A(K)) (el volumen del simplex A(K)) como diam(A(*)) (el diametro del simplex A(¥)) son no
crecientes si p < 1. No se discute el algoritmo restringido en mayor detalle en este

[Jeffrey Lagarias and Wright, 1998], pero se puede consultar [Jeffrey Lagarias and Wright, 1998]
para mas informacién.
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Resultados adicionales: caso unidimensional
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En el resto de [Jeffrey Lagarias and Wright, 1998], se consideran funciones f estrictamente
convexas con conjuntos de nivel acotados. El conjunto de nivel I';,(f) se define como:

M) = {x : F(x) < u}.

Se dice que una funcién f tiene conjuntos de nivel acotados si I',(f) es acotado para cada p.
Esta restriccion excluye funciones estrictamente convexas como e, que tienen conjuntos de
nivel no acotados. El propésito de esta restriccion es que una funcién estrictamente convexa con
conjuntos de nivel acotados tiene un Gnico minimizador, denotado como Xmiy-
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Resultados principales

Teorema

Convergencia unidimensional del algoritmo NMS. Sea f : R — R estrictamente convexa con
conjuntos de nivel acotados. Suponga que el algoritmo NMS se aplica a f con una configuracion
de parametros que satisface p > 0,x > 1,x > p,px > 1y 0 < v < 1. Suponga también que el
algoritmo empieza desde un simplex no degenerado Ag. Entonces,

x5 iy P =1,2

donde xmin € argmin {f(x): x € R}.
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Resultados principales

Theorem

Convergencia del algoritmo NMS para p = 1. Sea f una funcidn estrictamente convexa sobre
R con conjuntos de nivel acotados. Suponga que el algoritmo NMS es aplicado con la
configuracién de parametros: p=1,x > 1,0 <y <1 y suponga que se parte desde un simplex
no degenerado Ag. Entonces, existe un entero M = M(x,~) > 0, tal que

1
diam(Agipm) < Ediam(Ak), Vk>K,

siendo K < \‘7‘)(’“‘"_40)% +1
= diam(Ao) :
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Resultados adicionales: caso bidimensional
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Resultados principales

Teorema

Sea f : R?2 — R una funcién estrictamente convexa con conjuntos de nivel acotados. Asuma que
el algoritmo NMS se aplica con la siguiente configuracién de parametros: p =1y v =1/22.
Suponga que se inicia con un simplex Ag no degenerado. Entonces,

f-l* — f-z* — f3*,

@Aparte de los supuestos basicos.
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Resultados principales

Teorema

Convergencia de los diametros a cero. Sea f : R?> — R una funcién estrictamente convexa con
conjuntos de nivel acotados. Asuma que el algoritmo NMS se aplica con la siguiente
configuracién de parametros: p = 1,7 =1/2y x = 2. Suponga que se inicia con un simplex Ag
no degenerado. Entonces,
lim diam(Ag) = 0.
k— o0
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Convergence properties of the Nelder--Mead simplex method in low dimensions [PDF] kent.edu
JC Lagarias, JA Reeds, MH Wright, PE Wright
SIAM Journal on optimization, 1998 - SIAM

The Nelder--Mead simplex algorithm, first published in 1965, is an enormously popular
direct search method for multidimensional unconstrained minimization. Despite its
widespread use, essentially no theoretical results have been proved explicitly for the
Nelder--Mead algorithm. This paper presents convergence properties of the Nelder--Mead
algorithm applied to strictly convex functions in dimensions 1 and 2. We prove

convergence to a minimizer for dimension 1. and various limited convergence results for
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Aplicaciones
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Nelder-Mead en bajas dimensiones

Cimizacién: mi 2 2
© Problema de minimizacién: min, cp2 Xi + X5.

@ Problema del monopolista:

max w(x;a,b,c) = (a— bx)x —cx, a,b,c>0.

S
De la CPO se llega a
x*:max{a_c,O},
2b
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Programacién Dinamica
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Cake-eating

Qt=1,---,T
@ x: cantidad del pastel disponible en t.
©Q Xty1 =Xt — Ct.

@ Buscamos resolver

-
max Zﬂtflu(ct)

{Ct}z—:l t=1
S.a Xt4+1 = Xt — Ct
= x1 dado.

Debe cumplirse que
-

g Ct + XT41 = X1.

t=1
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Cake-eating

© u(-) funcién de utilidad que cumple supuestos clésicos: condiciones de Inada.
@ Lagrangiano:
T T
L= Zﬂtilu(ct) + A |:X1 — Xt+1 — E Cr] + pxey1-
t=1 t=1
Las CPO proveen
BN ()= ViE=1,2,---, T
A= p.
Se deduce que
W/ (ct) = Bu'(cesn)
N— ——
condicién de Euler

Observacion: la condicién de Euler es una condicién necesaria mas no suficiente.
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Del teorema de la envolvente se sigue que
Via) =x=8""(c), Vt=1,---,T, (8)

donde V7 es la funcién valor del problema con T periodo.
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El enfoque de la programacién dinamica permite transformar un problema de optimizacién de
varios estados en uno de solo dos estados. Concretamente, introduciendo por comodidad t = 0.
Consideremos el problema

n'lix U(Co) -‘y—ﬁ\/'r(xl)7 S.a @ X1 =Xp— Q- (9)

El problema (9) busca determinar el mejor consumo en el periodo t = 0, en vez de seleccionar la
secuencia de valores. Una vez cp y por ende x; determinado, se obtiene V1 (x1). Esta funcién
resume completamente el comportamiento 6ptimo de t =1 en adelante.

Nota: para el enfoque de la programacién dinamica no importa cémo sera consumidor el paster
luego del tiempo inicial. Este es el principio de optimalidad de Bellman.
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Asumiendo diferenciabilidad por parte de V7, la CPO provee
o' (c) = BV (x). (10)
Por otro lado, de (8) se sigue que
Vr(xa) = u'(a) = ' (ces1). (11)
Asi, combinando (10) con (11), se deduce que
u'(ee) = Bu'(cey1).

Es decir, se recupera la condicién de Euler.
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Ejemplo concreto

Considere u(c) =Inc, T =1. Por lo tanto, Vi(x1) = Inxz. Luego, para T =2,

Se sigue que

A partir de esto,

donde

Ahora para T = 3,

La CPO provee

Se sigue que

1
*=£» X1 = + c.
C1 C2
X1 Bx1
C1 = , C2 = .
1+8 1+8

V2(X1) =Incg+B8Ilnca =Ax + Balnxg

_ 1 8 B
pomn () von (), etis

Vi(x1) = max In(x1 — x2) + BVa(x2).

L~ V().
a

LBy
Cc1 X2 [&/]

Marcelo Gallardo ( PUCP ) Diciembre 2024

65/ 86



Dado que (por Euler)

1 B
@ o
Esto conlleva
G Pa o Ba
1+ 8+ 52 1+ 8+ 8 1+ 8+ p2

De este modo,
V3(X1) = A3z + B3lInxy,

donde

As =In (;) +Bln (L) 4+ 82In (’372)
1+p8+p2 14846 148+ 8
Bs =1+ 8+ B2

Podemos continuar secuencialmente. Se observa desde ya un patrén.
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Horizonte de tiempo infinito

> Blule)
t=1

S.a Xt4+1 = Xt — Ct

max
{ct}e=1, 00 . {xt}t=2,--- ;00

x1 dado.
El enfoque de programacién dindmica conlleva

V(x) = m[gxx u(c)+BV(x—c), Vx.

Note que si x” es la cantidad disponible en el siguiente periodo, como x’ = x — ¢, se sigue que el
problema es equivalente a resolver

V(x)= max_ u(x—x')+BV(), Vx (12)
x' €[0,x]

La ecuacién (12) se conoce como ecuacién de Bellman (en honor a Richard Bellman) y el objetivo
es hallar la funciion V(x).
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Una funcién de politica (policy function) es
c=¢(x), x' = p(x) = x — $(x).
La ecuacién de Euler, que se deriva de la CPO conlleva entonces a

u(¢(x)) = Bu' (d(x — ¢(x))), ¥V x.
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Shocks y programacién dinamica estocastica

u(c) — eu(c) cone ~ F.
Simplificacién: € € {ey,e } con ey > 1 > 0.

00O

Proceso de Markov de primer orden:
/
g =P(e’ = epyle = £1).

@ Como 7y + mj = 1, se forma una matriz estocastica 2 x 2, conocida como matriz de
transicion.

O La ecuacién de Bellman se torna

V(x,e) = max eu(x — x') + BE/ | [V(X', )], V (x,¢€),

donde x’ = x — c como antes. La CPO se resume en
ev'(x—x') = ,BIEsrlg[Vl(X', €]

donde V; es la derivada parcial con respecto al primer argumento.
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Formulacién general

©Q s;: variable de estado.
@ c: variable de control.
© 5(st, ct) funcién de pago en el periodo t.
Q st+1 = 7(st, ¢t), ecuacién de transicion.
@ c € C (eventualmente C(s)) ys € S.
O [ factor de descuento
El programa de optimizacion es:
oo
max Zﬁt&(st, ct).
t=0

La ecuacién de Bellman asociada es

V(s) = max_ &(s,c)+BV(s"), VseS, s =1(s,c).
ceC(s)

No incorporar sub-indices alude a la estacionariedad. Una formulacién alternativa es

V(s) = S/rglgé) a(s,s") + BV(s). (13)

Siguiendo a [?], (13) puede re-escribirse como sigue:

V(s) = max a(s.s) +AV(S). (14)
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Resultados tedricos

Theorem

Suponga que o(s,s’) es una funcién real valuada, continua y acotada, B € (0,1), y la
correspondencia I'(s) no vacio, compacto y continua. Entonces, existe una dnica funcidn valor
optima V/(s) que resuelve (14).

Proof.
Véase [?]. O

© Defina T(F)(s) = maxycr(s) o(s,s’) + BF(s').

Q V(s) = T(V)(s).

© T(F) resulta ser una contraccién (condiciones de Blackwell (1) monotonia3, (2) descuento®).
@ Por el teorema del punto fijo de Banach se concluye.

@ lteracién de la funcién valor.

3F1(s) > Fa(s) para todo s implica T(Fy)(s) > T(F2)(s) para todo s € S.
AT(F + k)(s) < T(F)(s) + Bk con B € [0, 1).
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Theorem

Suponga que o(s,s') es una funcién real valuada, continua, céncava y acotada, 3 € (0,1),
S C R” convex y I'(s) compacta, no vacia, convexa y continua. Entonces, la solucion al problema
(14) es dnica.
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Caso estocastico general

O Consideramos € € W con |V| < oo.

@ La ecuacién funcional de Bellman se torna en este caso

V(s,e) = max o(s,s',e) 4+ BE. | V(s',€'), V (s,e) € S x .
s’ €l(s,e)

Q mj =P{e' =¢jle =¢;}, >mi =1

Q CPO:
os(s,s',€) + BEer | Vo (s',') = 0.
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© Parametros:

> 3: Factor de descuento, que refleja cudnto valora el agente el consumo futuro en comparacién
con el consumo presente.

> R: Tasa de retorno sobre el capital o recursos remanentes, que describe cémo evolucionan los
recursos no consumidos.

> ~: Coeficiente de aversidn al riesgo en la funcién de utilidad.

> yi,yn: Valores posibles de la dotacién estocastica (ingresos adicionales).

> pi, py: Probabilidades asociadas a las dotaciones y; y yp.

> Xi, Xu: Limite inferior y superior del espacio de estados (tamafio inicial del pastel).

> ns: Namero de puntos en la grilla del espacio de estados.

> nc: Namero de puntos en la grilla del espacio de control (niveles de consumo).

@ Definir:
> La funcién de utilidad u(c) = = si v # 1, y In(c) si 7 = L.

© Inicializar:

> La funcién valor V(X) < 0 para todo X € {X,...,Xu}.
@ Repetir hasta convergencia:
@ Paracada X € {X(,...,Xn}:
@ Evaluar diferentes niveles de consumo ¢ € {X;,..., X}, discretizados en n. pasos.

@ Calcular el tamafio futuro del pastel: X' = R(X —¢c)+y, donde y € {y;,yy} es la dotacién
estocastica.

© Interpolar V(X’) usando el valor mas cercano en la grilla (espacio de estados discretizado).

@ Calcular la esperanza matematica de la funcién valor futura: E[V(X')] = py - V(X]) + py - V(X])).

@ Evaluar la utilidad inmediata y futura: u(c) + BE[V(X')].
© Actualizar la funcién valor: V(X) <+ max.{u(c) + BE[V(X')]}-
© Condicién de parada:
> |Viz1(X) — Vj(X)| < € para todo X, donde ¢ es un umbral de tolerancia.
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Real business cycles
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Resumen del modelo RBC clasico

El modelo de Ciclos Econémicos Reales (RBC, por sus siglas en inglés) se basa en las siguientes
ecuaciones fundamentales:

© Funcién de utilidad:

[es] C1,7
U=> Bu(G), u(C)="—,7>0,
t=0 1—y

donde C; es el consumo en el periodo t, 3 es el factor de descuento intertemporal, y v mide
la aversién al riesgo.

@ Restriccion presupuestaria intertemporal:
Kerr = (1 — 0)Ke + AcF(Ke, Le) — G, 0< <1,

donde K es el capital, § es la tasa de depreciacién, A; es la productividad total de los
factores (TFP), F(-) es la funcién de produccién, y L; es el trabajo.

© Funcién de produccién:
F(Ke, Le) = KELIT®, 0<a<1.
@ Choque tecnolégico:
In(Arr1) = pIn(Ar) + e, e ~ N(0,02),

donde p mide la persistencia del choque y o es la desviacion estandar del choque.
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Incorporacién del problema de Bellman

El problema de maximizacién del agente representativo se puede escribir en forma recursiva
usando la ecuacién de Bellman:

V(Ke,At) = max {u(Ce) + BE[V(Ket1, At)]},
Ct,Kita
sujeto a:

o La restriccién presupuestaria: C¢ + Kry1 = (1 — 0)Ke + AcF (K, Lt).
o Las condiciones de no negatividad: C; > 0, K;11 > 0.
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Pasos para resolver el modelo usando iteracion de Bellman

© Discretizar los estados: Crear una grilla para el capital K y el TFP A.
@ Inicializar: Definir una funcién valor inicial Vo(K, A), por ejemplo, Vo = 0.
© Iterar sobre Bellman: Para cada punto en la grilla:

@ Evaluar todos los valores factibles de consumo C; y capital futuro Ki;1.
© Calcular la utilidad inmediata u(C;).

© Interpolar la funcién valor futura V(Kii1, Aeya).

@ Maximizar la suma u(GC;) + BE[V(Kit1, Atta)]-

Q Actualizar: Definir la nueva funcién valor V1 (K, A).

© Condicion de convergencia: Detener cuando ||Vj11 — Vj|| < e
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Introduccién de la desutilidad del trabajo

En el modelo RBC, ademas de la utilidad del consumo, se incluye una desutilidad del trabajo
v(L¢) para capturar el costo del esfuerzo laboral. La utilidad total del agente representativo se
define como:

U=>"B"u(C) - v(Le),

t=0
donde:
1—v
o u(C) = le_,y , con v > 0, mide la utilidad del consumo.

o v(L:) representa la desutilidad del trabajo, que aumenta con L;.

La inclusién de v(L;) afecta las decisiones de trabajo y consumo, introduciendo una condicién de
optimalidad adicional relacionada con el esfuerzo laboral.
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Propuesta de una funcién de desutilidad del trabajo

Una forma comin de modelar la desutilidad del trabajo es:

oLy
147

v(Le) =

)

donde:

@ ¢ > 0: Parametro que escala la desutilidad del trabajo.

e 7 > 0: Elasticidad de la desutilidad del trabajo con respecto al esfuerzo laboral.
Propiedades de esta funcién:

@ Es creciente en L;: A mayor trabajo, mayor desutilidad.

@ Es convexa: La tasa de desutilidad marginal del trabajo aumenta con L;.

Esto permite capturar el costo incremental del trabajo adicional en términos de bienestar del
agente.
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Condiciones de primer orden (CPO)

Para resolver el problema de optimizacién dinamico, las condiciones de primer orden se derivan de
la maximizacion de la utilidad sujeta a las restricciones del modelo:

O Restriccion presupuestaria:
Cr + Kit1 = (1 = §)Ke + AcF(K:, Lt).
@ Condicion de optimalidad del consumo:
u'(Ct) = BE¢ [u'(Cey1) (1 — 6) + Acy1 Fr (Key, Ley))] -
© Condicién de optimalidad del trabajo:
—V/(Lt) = AcFL(Ky, L)' (Gy),

donde v(L;) representa la desutilidad del trabajo.

@ Ecuacion de Euler:

_ 1 a—1;l-«
rotaliad o (1 =) + Aok L) |-
@ Condiciones de no negatividad:

G >0, K120, 0<L: <1
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Apéndice
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Ecuaciones en diferencias lineales de primer orden

Considere
x(t+1) = ax(t) + f(t), t € Z§, x(t), f(t) € R.

Luego,
x(1) = axo + f(0)
x(2) = ax(1) + f(1)
a(axo + (0)) + £(1)
= a’xg + af (0) + (1)
x(3) = ax(2) + f(2)
= a(a®xp + af (0) + (1)) + £(2)
= a3xp 4 a2F(0) + af (1) + £(2).

Por induccién,

¢
x(t) :atxo—l—Zat_kf(k—l); t=1,2,.. (15)
k=1
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Usando, verificamos que (15)

t+1
x(t+1)=a"lxo+ Y a T HRF(k—1)
k=1

t
=a"tlxo + Y a TR (k— 1) + f(1)
k=1

=a <at><o +> At TRk - 1)> + f(¢)

k=1
= ax(t) + f(t).
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El caso particular f(t) = b para todo b conlleva a

t
x(t)=a'x+ Y a'" kb (16)
k=1
=alx(l+a+a®+ --+aHp (17)
1— t
= atxo + ( 2 ) b. (18)
1—a

para a # 1. Reordenando,

b b
t)=a"(x —
0= (o 755) + iy
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