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@ En el modelo de equilibrio general basico teniamos 1, -- , | consumidores que intercambiaban
1,---, L bienes. Cada agente tenia una relacién de preferencias >; sobre el espacio de
consumo X; = Ri y se asumia que =; venia representada por una funcién de utilidad u;.

@ Ahora introduciremos incertidumbre.

© Tanto las dotaciones, preferencias y consumos (en el caso de economias con produccién,
agregamos las tecnologias) son inciertos, es decir, dependeran del estado de la naturaleza.

Q Consideramos un niamero finito de estados de la naturaleza 1,--- ,S.

@ Usaremos los siguientes indices: ¢ para los bienes, i para los consumidores y s para los
estados de la naturaleza.

O Referencias: la nocién de equilibrio competitivo bajo incertidumbre, formalizada en el
articulo seminal de Roy Radner Competitive Equilibrium Under Uncertainty, publicado en
Econometrica en 1968, se complementa con el analisis macroeconémico dinamico presentado
en el capitulo 8 de Recursive Macroeconomic Theory de Lars Ljungqvist y Thomas J.
Sargent (2010), y se explora desde las bases en el capitulo 19 de Microeconomic Theory de
Mas-Colell, Whinston y Green (1995).
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Bienes contingentes
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Bienes contingentes

© Un vector de bienes contingentes, en un contexto con S estados de la naturaleza y L bienes

fisicos, es:

(X1(1)7'~~7XL(1))7 ~~~~~~~ a(Xl(s)7~~-’Xn(S))1 ~~~~~~~ 7(X1(s)"~aXL(S)) GRLS‘
—_———
x(1) x(s) x(S)

@ EI vector de precios contingentes asociados viene dado por

(P1(1), ey PL(1))y weveeen (P1(8), -0 PL(S)), cevene s (P1(S); s PL(S))-
—————

p(1) p(s) p(S)

© Entonces, si ocurre el estado s, el vector de precios serd p(s) y el consumo x(s).
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@ Un vector de bienes contingentes (x1(s),- -+, x.(s)) puede verse como una realizacién de una

coleccion de variables aleatorias, donde x; : S — R.

@ De manera similar, definimos para cada consumidor i = 1,--- |/ sus dotaciones contingentes
W = (@1 (1), s WL (1), oy (@1(8), ey WL (8))s vy (2(S), s 0L (S)).
N————
wi(1) wi(s) wi(S)

© Las preferencias también pueden depender del estado de la naturaleza.

@ Cada individuo tiene creencias sobre los estados de la naturaleza. Estas vienen resumidas por

un vector de probabilidades
ﬂj = (Tl'(].)i, o 7ﬂ(s)i’ e 77‘-(5)1') € A(S)

@ 7/(s) representa la probabilidad que cree el individuo i de que ocurra el estado s.

@ Luego, las funciones de utilidad Bernouilli de los agentes son (note que pueden depender del

estado y del individuo en cuestién)

USI(X{(S)v T ,X[(S)).
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Utilidad esperada

Dados dos vectores de bienes contingentes x;, % € X; C RS, se tiene la siguiente relacién de
preferencias
X =i % e > w(s)ul(x(s) > Y (s)ui(%i(s))-
s=1 s=1
Denotaremos
S
U'(x) = > (s)ul(xi(s))-
s=1
De este modo,
X t,’ )?,' == Ui(X,‘) 2 Ui()?,').
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Equilibrio de Arrow-Debreu

© Postulamos ahora la existencia de un mercado para cada bien contingente indexado por /s.
Estos mercados abren antes de la resolucién de la incertidumbre, podriamos decir que en la
fecha t = 0. El precio del bien se denota como pys. Lo que se compra o vende en el mercado
del bien contingente {s son compromisos para recibir o entregar cantidades del bien fisico ¢,

si y solo si ocurre el estado del mundo s.

@ Es importante notar que, aunque los bienes son contingentes, los pagos no lo son. También

es obligatorio que todos los agentes sean capaces de reconocer la ocurrencia del estado s.

© El modelo descrito hasta ahora no es mas que un caso particular (con un gran nimero de

bienes) de las economias estudiadas en la teoria clasica del equilibrio general.

@ En este modelo, nos referimos al equilibrio competitivo como equilibrio de Arrow-Debreu, en

vez de equilibrio Walrasiano.
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Equilibrio de Arrow-Debreu

Definition
Una asignacién

I
(X;"" 7Xl*) € HXI CRLSI
=1

y un sistema de precios para los bienes contingentes p = (p1(1), -, pr(1), -+, pr(S)) € RE®
constituyen un equilibrio de Arrow-Debreu si

Q Para cada i, x/ es un elemento maximo para =; en el conjunto presupuestario
{xi€Xi: p-xi<p-wi}. (1)

O Yl x =%l wi RS

Marcelo Gallardo ( PUCP ) Diciembre 2024 9/68



Con produccién

Definition

Una asignacién

I J
OG- X YY) GHX,' XHychLS(IJrJ)
i=1 j=1
y un sistema de precios para los bienes contingentes p = (p1(1),---, p(1),---,p.(S)) € RES

constituyen un equilibrio de Arrow-Debreu si
@ Para cada J, yj* satisface p-yj* >p-y,?Vy €Y.

Q Para cada /, x* es un elemento maximo para =; en el conjunto presupuestario

J
XiEXiZP'XiSP'wi-i—E 0ip -y (2)
Jj=1
o ZI x* = J *+ZI (JJ'ERLS
i=1 X = 2uj=1Y; j=1 Wi .
?Los vectores de produccién también dependen de los estados de la naturaleza.
V.
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Ejemplo

Una economia consiste en dos agentes (1 y 2), dos bienes (x1, x2) y dos estados de la naturaleza

(1, 2). Ambos consumidores comparten las mismas creencias respecto a las probabilidades de

1
2
ui(xq,x3) = In(xq) + In(x}). Las dotaciones son:

cada estado, dadas por (%,

‘ ‘ Estado 1 ‘ Estado 2 ‘

Consumidor 1 (2, 2)

(0.9)

Consumidor 2 (0, 0)

(2.2

). Las funciones de utilidad de ambos consumidores son
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Consumidor 1:

max [In(xll(l)) + In(le(l))] + % [In(xl1 (2)) + |n(x21(2))]

1

x:ll(l),x;(l),x:ll(2),x§(2) 2
s.ap-(xi(1),x3(1),x¢(2),x2(2)) < p-(2,2,0,0).

N——

wl

Consumidor 2:

Tz 3 MO+ EO)] + 3 [0(22) + (3 (2)]

S.ap- (X12(1)7X22(1)7X12(2)7X22(2)) <p- (0707272) .
—_———

w2
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El vector de precios es p = (p1(1), p2(1), p1(2), p2(2)). Denotemos w1 = p-w! y w2 = p - w?.
Las CPO proveen (al igual que la estructura Cobb-Douglas)

a(e) = 4p0:15)
40 = 06
) = 4;:?5)
4= iy

La condicién de limpieza del mercado es

xt(s) +>3(s) =2, s=1,2

x2(s) +x3(s) =2, s=1,2.
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Por lo tanto, obtenemos el sistema

w1 w2
1 =2 = w1 +w2 =8p1(1),
4p1(1)  4pi(1) M)

s Y22 = wy+ 8p2(1)
— = w1 w2 = op2 3
4p2(1)  4p2(1)

w1 w2

=2 — w1 twr= 8p2(2).

4p1(2)  4p2(2)

Resolviendo el sistema, encontramos que p1(1) = p2(1) = p1(2) = p2(2) =1, w1 =4 y wpr = 4.

Por lo tanto,

(Xll(l)vX21(1)’X11(2)7X21(2)) = (17 1,1, 1) € R47
(X12(1)7X22(1)7X12(2)7X22(2)) = (17 1,1, 1) eR%

Marcelo Gallardo ( PUCP ) Diciembre 2024 14 / 68



Ejemplo: Cobb-Douglas general con un individuo

Supongamos que tenemos solo un individuo y sus preferencias cambian en funcién de estado de la

naturaleza

u(xa(1),%2(1)) = x1(1)*x2 (1)1
u(x1(2), %2(2)) = x1(2)"x2(2)**

con a, B € (0,1).

@ La utilidad esperada del individuo 1, asumiendo probabilidades objetivas, es
7r1X1(1)aX2(1)1_a + 7r2X1(2)BX2(2)1_5
@ Lagrangiano el problema es

L(Xl(l),Xz(l),Xl(Z),XQ(Q)) = 7r1X1(1)aX2(1)1_a + 7r2X1(2)ﬂX2(2)1_’8
+ Alp1(Lwi (1) + p2(L)w2 (1) + p1(2)w1(2) + p2(2)w2(2)]
= Alp1(1)x1(1) + p2(1)x2(1) + p1(2)x1(2) + p2(2)x2(2)].
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Las CPO son

maxy (1) (1)1 7% — Apy(1) =0
mi(l —a)xa(1)®x (1) = Ap2(1) =0
mBx1(2)" 1x2(2)' 7 — Ap1(2) = 0
m(1 = B)xa(2)"x2(2) 7% — Ap2(2) = 0.

Para resolver el equilibrio general, resolvemos estas ecuaciones. Se debe limpiar el mercado. Si se

tuvieran mas consumidores, el procedimiento es analogo.
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Enfoque secuencial

Introducimos un modelo de comercio secuencial y establecemos que el equilibrio de Arrow-Debreu

puede reinterpretarse como procesos de comercio que se desarrollan a lo largo del tiempo.
o Consideramos (inicamente economias de intercambio puro, X; = R%S.
o Hay dos periodos, t =0y t = 1. No hay consumo en t = 0.
o Hay LS bienes contingentes que se fijan en t = 0.

@ Una asignacién (x{,...,x") € RES! con precios (p11,-- -, PLs) € RS constituye un equilibrio

de Arrow-Debreu.

Los mercados operan para la entrega de bienes en t = 1.
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Q@ En t =1, se revela el estado s del mundo y los contratos se ejecutan.
@ Cada consumidor recibe:
xi'(s) = (x{i(s), ..., x[;(s)) € R".
© Supongamos que después de t = 1, pero antes del consumo, se abren mercados para los
bienes fisicos n.
Q ;Habria incentivos para comerciar en estos mercados? Respuesta: no.

@ Por qué? Violaria la optimalidad de Pareto (primer teorema del bienestar).
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En t = 0, los consumidores pueden comerciar directamente para alcanzar una asignacién de

Pareto general.
o Ex ante Pareto implica ex post Pareto.

@ Si no estan disponibles todos los mercados de bienes contingentes en t = 0, la situacién

cambia radicalmente.

Arrow (1953) sefialé que, bajo ciertas condiciones, incluso si no estan disponibles todos los

bienes contingentes, la optimalidad de Pareto puede alcanzarse en t = 1.

Marcelo Gallardo ( PUCP ) Diciembre 2024 19 /68



Condiciones para alcanzar Pareto en t = 1:
© Al menos un bien fisico puede comerciarse contingentemente en t = 0.
@ En t =1, los mercados spot estan disponibles y los precios son correctamente anticipados.
Intuicién:
@ Si se permite el comercio spot en cada estado, el (nico objetivo en t = 0 es transferir el
poder adquisitivo eficientemente entre estados.

o Esto puede lograrse comerciando un (nico bien contingente.
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Sintesis:

o Para que exista el equilibrio de Arrow-Debreu, es necesario contar con un gran niimero de

mercados de bienes contingentes (LS).
e Este es un requisito fuerte.

o Puede relajarse adoptando una estructura secuencial y asumiendo la existencia de un tnico

bien contingente para cada estado (valores Arrow).
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Radner

O En t =0, los consumidores tienen expectativas sobre los precios spot en t = 1 para cada
estado s € {1,...,S}.

Denotemos el vector esperado de precios spot en s como p(s) € R/

©

© El vector total de expectativas es p € RE5, asumiendo expectativas homogéneas entre

consumidores.

Q@ En t =0, solo hay comercio contingente del bien con etiqueta 1, con precios
a=(q(1),-.-,q(5)) € R®.

© Los consumidores formulan un plan de comercio (z/(1),...,2(S)) € R% en t = 0 y un plan
de consumo (x/(1),...,x(S)) € R en t =1.
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El problema de maximizacién de utilidad para el consumidor i es:

max  u;(x'(1),...,x'(S))
{x,z'}

sujeto a:
S

D_a(9)Z'(s) <0, p(s) - x'(s) < p(s)w'(s) + pa(s)Z'(s), Vs.

s=1
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Definicién: Un equilibrio de Radner es una asignacién
{0, 2" iz, € RIESHS)

y un vector de precios (p*, g*) € RLSHS tales que:
© Para cada agente i, (x'*, z'*) resuelve el problema de maximizacién de la slide anterior.

@ Para cada estado s,

Zzi*(s) <o, in*(s) < Zwi(s).
h i i
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Proposicién: Si una asignacién x* y precios contingentes {p(1),...,p(S)} constituyen un
equilibrio de Arrow-Debreu, entonces existe un equilibrio de Radner con precios g y consumos z*.
Proposicion: Si x*,z*, q, p constituyen un equilibrio de Radner, entonces existen multiplicadores
1(s) tales que x* y precios ajustados {u(s)p(s)} constituyen un equilibrio de Arrow-Debreu.
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Ejemplo: Encuentre el equilibrio de Radner con los siguientes activos:
z1 = (17 1): 22 = (0572)

Restricciones presupuestarias:
P1(1)x1 (1) + p2(1)xz (1) = p1(1)wi (1) + p2(L)w3(1) + p1(1)2* (1),

P1(2)x1 (2) + p2(2)x3 (2) = p1(2)wi (2) + P2(2)w3 (2) + p1(2)2*(2).
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Resolviendo:

Restricciones:
a(1)2'(1) + q(2)2'(2) <0, q(1)22(1) + q(2)2(2) < 0.

Con qi = g3, el bien x; se vende a corto plazo (z!(1) < —w}(1)).
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Modelo con dos consumidores y dos bienes
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Activos de Arrow

En t = 0, existen mercados para negociar S activos (conocidos como activos de Arrow). Cada
activo asegura recibir una unidad de valor monetario en t = 1 solo si se da un estado especifico.
Luego, en t = 1 se dara el intercambio entre los consumidores. En cada estado, la riqueza
depende de las dotaciones a los precios spot mas el retorno del portafolio de activos.

Los consumidores venderan y compraran activos en t = Q para transferir riqueza entre estados y
financiar su consumo. Sea ds; € R la posicion del consumidor i en el activo s. Si ds; > 0,
entonces i ha comprado dicho activo y recibird ds unidades de valor si el estado es s. Si ds; < 0,
ha vendido dicho activo y por ende, en t = 1, pagara |ds| unidades de valor si el estado es s.

Sea (s el precio en t = 0 del activo s. Como no hay riqueza en t = 0,

S
> Bsds =0, Vi.
s—1
Luego, si pys es el precio spot del bien £ en t =1 si el estado es s, entonces

p1(8)x1i(s) + p2(s)x2i(s) = p1(s)wii(s) + p2(s)wia(s) + ds-
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Problema del consumidor

El problema del consumidor i = 1,2 es encontrar xp;(s), £ =1,2, s =1,..., S solucién de

max 303 meui(xai(s), x2i(s))
Pa:qs. a ZSS:I Bsdsi = 0
p1(s)x1i(s) + p2(s)x2i(s) = p1(s)wii(s) + p2(s)wai(s) + dsi, s=1,...,S.
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Definicién de equilibrio con activos de Arrow
Definition
Dada una economia con dos bienes, sin produccién con dos momentos de tiempo, S estados de la

naturaleza en t = 1, dos consumidores (i = 1,2) cuyas utilidades son

S
U,'(X) = ZWSU,‘(Xl,'(S),Xz,'(S))A
s=1

Unos precios (pi(s), p3(s)) para s =1,..., S, unos precios para los activos 37, - , 3¢, unos
planes de consumo contingentes (x;;(s), x3;(s)) para i =1,2y s =1,...,S y unos portafolios
(dj,---,dg) parai=1,2,ys=1,...,S sin un equilibrio si:

© para cada i = 1,2, los planes de consumo {(x;;(s), X3;(5))}s=1,...,s junto a los portafolios

{d}s=1,....s son solucién de Py,

@ paracadas=1,..,Sy¢=1,2
x71(8) + xe2 = wei(s) + wea(s)

© paracadas=1,...,S

51 +ds =0.

= >

= i = =
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Lagrangiano asociado a Py

El Lagrangiano asociado a Py es

S
L(XI?IJ'H)\ ) - Zﬂ—sul(xll(s XZI(S >\ ZBS si
s=1
S
+ > s [p1()wri(s) + pa(s)wai(s) + dsi — p1(s)xai(s) — p2(s)xai(s)] -
s=1
Las CPO proveen
Ou;
s i(5), x2i(s)) — psipe(s) =0, s=1,...,5, £=1,2 (3)
Oxpj
7AI‘BS+)U'SI':07 s=1,..,S. (4)

Despejando s de (4)

du;
o2 (xai(5),3i(5)) = Mi(Bape(s) =0, Vs =1,..S, £=1,2.
Li
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Si definimos py(s) = Bspe(s). obtenemos las CPO del problema del consumidor P. Por otro lado,

s s s
> Ipr(s)xai(s) + pa(s)xi(s)] = D _(pr(s)wii(s) + pa(s)w2i(s)) + Y _ Bsdsi
s=1 s=1 5:170

re-construyen la restriccién presupuestaria. De hecho, definiendo

(k) p2(k) ([ p(k) Pz(k)
dk,—(ﬁk (k) + 25 ,(k)> (m (k) + ,(k))

obtenemos

K
> Bdii =0.
k=1
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Teorema sobre bienes contingentes

Theorem

Dada una economia con dos bienes, sin produccién, con dos momentos del tiempo, con S estados

posibles de la naturaleza en t = 1 y con dos consumidores i = 1,2 y cuyas utilidades son

s
Ui(x) = Zﬂsu,'(xn(s),xzi(s))-

s=1

Q Si(pi(s),P3(s)). (x35(s),x3;(s)) parai=1,2,s=1,...,S son un equilibrio con bienes
contingentes. Entonces, para cualquier (85,--- ,8%) € RS, definiendo p,(s) = p‘b—(:) y

g = (i xi0) + 200 - (B eni9) + 2D

B Bs B Bs
se tiene que (p3(s), p3(s)), (BT, -+, BE), (x3;(s),x3;(s)), (dy;,- -+ ,d&) parai=1,2,
s=1,...,S son un equilibrio con bienes contingentes. )
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Teorema sobre bienes contingentes (continda)

Theorem
Q Si(pi(s),p3(s), (Bf,---,8%), (x{:(s),x3:(s)), (df;,---,d&) parai=1,2,5=1,..,S son
un equilibrio con bienes contingentes. Definiendo pj(s) = 8 p;(s) para cada £ y cada s,
entonces (py (s), p;(s)) para cadas =1,...,S y (x{,(s),x5;(s)) parai=1,2, s=1,...,S son
un equilibrio con bienes contingentes.
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Modelo de Radner

Este es el tercer y Gltimo modelo, que dicho sea de paso, es mas realista. En t = 0 existen M
activos, cada uno asegura realizar un cierto valor en t = 1 contingente al estado que se realice. El
activo v entrega vm(s) € R unidades si el estado es s. Luego, en t =1 se da el intercambio de

bienes entre los consumidores.
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Mercados completos y arbitraje

Los activos disponibles son (vi,--- ,vm). La transferencia de riqueza se realiza comprando o
vendiendo activos en t = 0. Sea 6,,; la posicién larga/corta del activo m del consumidor i. Si
Omi > 0 (posicién larga) el consumidor i ha comprado esa cantidad del activo m. Si 0, < 0, el
consumidor m ha vendido |6,,;| del activo m. El vector 8; = (0y;,--- ,0p;) es el portafolio del

consumidor. En t = 1, este portafolio genera resultados

Sy Omivimi(1)
€ RS,

Sy Omivemi(S)
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Si definimos

vi(l)  wva(l) oo vm(l)
W CTC ) :
vu(S) - o wvm(S)
y consideramos © = (01,02,--- ,0p)7, entonces

Sy Omiveni (1)
Ve = :

E:\n/’:1 Omi Vmi(s)
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Definicién de mercados completos

Definition
Se dice que un mercado es completo si para todo d € R®, podemos encontrar un portafolio © tal

que
Ve =d. (5)

En caso M < S, VO = d tiene solucién solo para ciertos d. Por ende, con la finalidad de tener

mercados completos, se requiere que M > S (eso es consecuencia del teorema del rango).
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No existe oportunidad de arbitraje (NOA)

Definition
No existe oportunidad de arbitraje (NOA). Dada una estructura de activos V y unos precios
P, decimos que no existe oportunidad de arbitraje si para todo portafolio 8 se cumple que

O Si VO =0, entonces ® -6 = 0.

9 Si VO > 0, entonces -0 > 0.

(1) dice que si un portafolio no genera ningiin pago o cobro en t = 1, entonces debe costar 0 en

= 0. Por otro lado, la condicién (2) dice que si un portafolio genera un cobro en t =1,

entonces cuesta en t = 0. J
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Problema del consumidor en el modelo de Radner

Analicemos ahora el problema del consumidor de cada individuo:

max % meui(x1i(s), xi(s))
Prigs.a. M 0i0m=0
p1(s)x1i(5) + p2(s)x2i(s) = p1(s)wri(s) + p2(s)wai(s) + M, Omivim(s).

La primera restriccion corresponde al hecho que el consumidor no dispone de riqueza en t = 0. La
segunda restriccion es la restriccion presupuestaria, donde p;(s) es el precio del bien i en el estado

sent=1.
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Equilibrio de Radner

Definition
Sea una economia con dos bienes, sin produccién con dos momentos con S estados posibles de la
naturaleza en t = 1 y con dos consumidores con utilidades U;(x) = Zle msuj(x1i(s), x2i(s)). En
esta economia se tiene una estructura de M activos dada por la matriz V. Unos precios
(p3(s),p3(s)) para s =1,....,Sy (¢1, -+, ), unos planes de consumo contingentes
(x15(s), x3;(s)) para i = 1,2 son un equilibrio de Radner si

O Para i =1,2 (x3;(s), x3;(s)) para s = 1,..., S junto con (05 ;,--- , 0y, ;) es solucién de Prg.

Q@ Paracadas=1,..,.Sy¢=1,2
xp1(8) + x72 () = wea(s) + wez(s).

© Paracadam=1,...M

0%y + 0y = 0.

Marcelo Gallardo ( PUCP ) Diciembre 2024 42 /68



Condiciones de primer orden (CPO) en el modelo de Radner

Apliquemos CPO a Pg. El Lagrangiano del problema es

S

L(x,,0,,>\,, IJ‘I) = Z"rs”l Xll(s XZI(S — A Zemlﬂom
s=1

s M
+D s {Pl(s)wli(s) + p2a(s)w2i(s) + D Omivin(s) — pa(s)xai(s) — p2(s)xai(s)

s=1 m=1

Luego,

Ju; .
s [ '(5)7X2i(5))j| = psipe(s), ¥V s, 4, i
Oxq;

S

Aipm = Zﬂsivm(s)v vV om,i.
s=1

De no haber oportunidad de arbitraje, o, = Zle Bsvm(s). Asi,

S
Aiom = Z AiBsvm(s).

Si identificamos \;8s = usj, obtenemos
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Ejercicio: Restricciones presupuestarias

Pruebe que las restricciones presupuestarias, asumiendo mercados completos, son las mismas en

el modelo de Radner y del de activos contingentes. Esto es,

S S S M S
S Bepr(s)n(s) + D Bopa(s)als) + D Bs S Omvm(s) = 3 pr(s)en(s) + pa(s)wa(s).

s=1 m=1
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Ejercicio: Modelo de activos contingentes

Sitliese en el modelo de activos contingentes y asuma que los precios son py(s). Defina para
S
BeRy,,

(o) = 2
s
¢m =Y Bsvm(s).
s=1

ds = p1(s)(xa(s) — wi(s)) + p2(s)(x2(s) — wa(s))-

Pruebe que Zﬂ:l Omem = 0. Sugerencia: ds = an”:l Omvm(s).
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Equilibrio de Radner

Theorem
Sea una economia con dos bienes, sin produccion, dos periodos de tiempo, K estados de la
naturaleza y utilidades
K
Ui(x) =D miei(xai(k), x2i(k))
k=1
M activos con matriz VV y mercados completos.

Q Si los precios (pi(k),p3(k)) para k=1,...,K y ® = (@7, ,p) los planes de consumo
contingentes (xf;(k),x3;(k)) parai=1,2 y para k =1, ..., K y los portafolios (67;, ..., 0y;;)
para i = 1,2 son equilibrio de Radner, entonces existe un vector de precio de estados
B=(B1, - ,Bk) € RL_ que cumple ® = BV, tal que si definimos pj (k) = Bipj (k).
tenemos que (p5(k), p3(k)) para k =1,...,K y (x1i(k), x2i(k)) parai=1,2 y para
k =1, ..., K son un equilibrio con bienes contingentes.
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Equilibrio de Radner (continda)

Theorem

Q Silos precios (py(k), p3(k)) para k =1,..,K y los planes de consumo contingentes
(x1i(k), x2;(k)) para i =1,2 y para k =1, ..., K son un equilibrio con bienes contingentes,
entonces para cualquier vector de estados 3 € ij ., definiendo ® = BV y para cada
k=1,..,.Kyt=1,2

. p; (k)
pi(k) =
Bk
tenemos que existen unos portafolios 0* para i = 1,2 tales que p*, ®*. x* son un equilibrio

de Radner.
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CAPM

© EI CAPM nos da un marco conceptual para la valoracién de activos riesgosos. jComo se
puede valorar activos con retornos ciertos?

@ Considere un activo que genera un ingreso V; en el periodo At, aunque sufre una
depreciacién d¢.

© A= ViAt+ priac(l — 0tAt).

Q El coso de oportunidad es el rendimiento en un ahorro en un banco: B = p:(1 + r:At).

@ Si no hay oportunidad de arbitraje,

VtAt =+ Pt+At(1 — §tAt) = Pt(]- =+ rtAt)

(ptrt + pt+At5t) = 7pt+AAt; Pt + V.
@ Haciendo At — 0, "o ( )
_Pp t
=00 T

@ La tasa de retorno (costo de oportunidad) debe ser igual a las ganancias de capital (cambio
en el precio del activo), mas el retorno generado por el activo en el periodo, menos la
depreciacién del mismo.
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Ejemplos

Q Petréleo: V(t) =46(t) =0y r(t)p(t) = p'(t).
© Stock §(t) =0y asi r(t) = ';((tt)) + p((t))
© Durables: p’(t) =0, V(t) = (r(t) + (t))p(t).
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Mercados completos

@ Un mercado es completo si para cada estado de la naturaleza existe un mercado de

consumos contingentes.

@ En la practica los mercados seran completos si cualquier instrumento financiero complejo

puede ser replicado por un portafolio de consumos contingentes.
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Supongamos que en un entorno de dos estados de la naturaleza, existen dos activos, uno libre de

riesgo y otro riesgoso.
Q El activo libre de riesgo D rinde zp(1) = zp(2) = 1.
@ El activo riesgoso B rinde mejor en el estado de la naturaleza 2: zg(1) =1, z5(2) = 4.

© Un individuo tiene como dotacién Gnicamente 100 unidades del activo D, lo que le permite

consumir lo mismo en cada estado de la naturaleza.

Q Existiendo precios para los activos, puede ser sencillo para el individuo escoger otra

combinaciéon de consumos.

@ Asumamos que:
ph=1y pa=2

Los precios de los activos pueden ser computados directamente si los precios de los consumos

contingentes en los diferentes estados de la naturaleza fueran conocidos:
A
pp = zp(1) - p1 + 2p(2) - p2,

pg = z8(1) - p1 + 28(2) - p2-
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© Reemplazando los rendimientos:
Pp = p1 + p2,

PA=p1+4 P2

]

© Esta relaciéon nos permite, mas bien, conocidos los precios de los activos, conocer los precios

Q Matricialmente:

de los consumos contingentes. Invirtiendo la matriz:

e

@ Obtenemos los precios de los consumos contingentes:

1 2
P1—37 P2—3-
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Mercados completos e incompletos

@ Un mercado donde es posible intercambiar en todos los estados de la naturaleza es un
mercado completo.
@ Los mercados son incompletos cuando no existen Arrow-Debreu Securities debido a:

> No existencia de un niamero suficiente de activos.
> Correlacién alta o rendimientos como combinacién lineal de otros activos.

> Activos no correlacionados pero no transables (e.g., capital humano).
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Ejemplo de mercados incompletos

o En el ejemplo anterior:

> El activo B rinde mejor en el estado 2, pero no existe un activo que rinda mejor en el estado 1.
> El activo libre de riesgo D cubre relativamente el estado 1.

o Si existieran activos que rindieran una unidad de consumo en un estado especifico y cero en

los demas (Arrow-Debreu Securities), tendriamos una economia de Arrow-Debreu.
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Activos Arrow-Debreu

o Supongamos que:
> Existen S estados de la naturaleza con probabilidades 7, k =1,2,...,S.
> Existen S activos, cada uno asociado a un estado k.
> El activo k rinde 1 unidad de consumo en el estado k y 0 en los demas.
| 3

El precio del activo asociado al estado k es ¢y.
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Problema de maximizacién bajo incertidumbre
o Dado que ¢, es la inversion en el activo asociado al estado k, y que la riqueza es W, el
portafolio éptimo se define por:
S
max Ue = ;wk v(ck)

sujeto a:
S
W=>"¢ick
k=1

o La funcién Lagrangiana asociada es:

S S
CZZT(}( V(Ck)+/\ (W—Z¢kck> .
k=1 k=1
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Condiciones de optimalidad

o Las condiciones de primer orden son:
mv'i(ek) — Ak =0, k=1,2,...,8S.

@ Resolviendo:

vi(ck) = A P
Tk

o Relacién consistente con el teorema fundamental del manejo de riesgos:

L mv(@) _mvi@) __nsvies)
b1 2 ¢s
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Problema: Demanda de activos Arrow-Debreu

o Consideremos un individuo con aversion al riesgo relativa constante:

ct=

v(e) =

11—~

@ Su riqueza es W, la probabilidad del estado s es 7y, y el precio del activo Arrow-Debreu es
k-

o Objetivo: Mostrar que la demanda de los activos es proporcional a la riqueza W.
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Formulacién del problema de maximizacién

o La funcién Lagrangiana asociada es:

S Cl—'y S
ﬁ:Zﬂ'klk_’y +>\ (W—Z¢kck> .

k=1 k=1
o La condicién de primer orden para todo k =1,2,...,S es:
WkC/:W — A¢ =0.

o De esta relacién se obtiene:

_ A
ckvzﬂ.

Tk
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Teorema Fundamental del Manejo de Riesgos

o Usando la condicién de primer orden:

A mic; | mac, ! TsCq |
o1 $2 ¢s
@ Relacién entre ¢, y c1:
T — T _
—c T=—=c .
o ¢1

@ Reorganizando:

1

o - c (ﬂ'k¢1)“f

kK =C1 .
T1Pk
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Restriccidon presupuestal y proporcionalidad

o Sustituyendo ¢, en la restriccidon presupuestal:

e Factor comin:

@ Resolviendo para c;:
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Conclusién: Proporcionalidad de la demanda

o Dado que c; es proporcional a W, la demanda total para cada activo es:
-1

(ﬂ'k¢1)%
T10k

o La demanda de los activos es proporcional a la riqueza W, y depende de los precios ¢y vy las

2

"
=W Z¢f (:Jml)

probabilidades 7.
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Ejercicio CAPM

En una economia competitiva hay muchos inversionistas con la funcién de utilidad esperada:

EU(n,0) = u*%e™7.

o Hay tres activos (1,2, 3), no correlacionados (o;; = 0 para todo i,;).
e Cada individuo tiene como dotacién una unidad de cada activo.

o Los estadisticos relevantes y precios se usan para construir los portafolios.
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Preferencias en el espacio u, o

o La curva de indiferencia se encuentra resolviendo:
dEU = 10p°e 7 dp — pt%e™do = 0.

e Esto implica:
e _ n

do 10"
o Las curvas de indiferencia tienen pendiente positiva y creciente, consistente con la aversién al

riesgo.
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Compra de un solo activo

@ Si el inversionista compra Gnicamente un activo, la riqueza es:

w=piq1+p2g2+p3g3=1-14+046-1+4+0.04-1=1.5.

o Los valores para cada activo son:

G=— =15 p=qu=15 o>=0
p1
w 1.5 >
=2 = > _326, u=qoup =326, o2 =95.66.
P2 0.46
15
3= = 22 375, u=qsus =375, o?=22500.
P3 0.0
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Combinaciones de portafolio con activos riesgosos

o Si el inversionista compra solo los activos riesgosos (2, 3):
w— 2 \? s —p\?
% = <7) 0’§ + (7) a§.
H3 — K2 H3 — H2

—3.26)2 5 — p)?
o2 = (=320 pggy BT5—4)

(37.5 — 3.26)2 (37.5 — 3.26)2

o Sustituyendo:

- 95.65.

@ Resolviendo:
0% =320.96 — 131.37u + 19.272.
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Portafolio 6ptimo

o La pendiente de la curva eficiente es:

dp 20
do ~ 3854y —131.37

o Para incluir un activo libre de riesgo, la combinacién eficiente es:
pn =15+ mo,

donde:
20

m= —— .
38.54p — 131.37

@ Resolviendo:
pn=26.065, o=15.22
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Costo de la reduccién de riesgo

o El costo marginal de la reduccién de riesgo es:

du  p—15
do ~ 1522 °

e Esto proporciona una medida del sacrificio en retorno esperado por reducir el riesgo en la

cartera.
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