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Notacion

Conjuntos y espacios

N, Z, Q, R, C naturales {1,2,3,...}, enteros, racionales, reales, com-
plejos.

(X,d) espacio métrico.

(X,7) espacio topoldgico; 7 es la coleccién de abiertos.

B, (p), By[p] bola abierta y bola cerrada de centro p y radio r.

N esfera {x € R : ||z]| = 1}.

D disco {z € C: |z| < 1}.

RP", CP" espacios proyectivos real y complejo.

R/, X7/ producto de copias de R o de X indexadas por J.

X* X/~ particiéon de X y espacio cociente.

p: X — X* proyeccién candnica sobre el cociente.

Topologia

int(A), A, 0A interior, clausura y frontera de A.

A conjunto de puntos de acumulacién de A.

diam(A) didmetro de A en un espacio métrico.

d(z, A) inf{d(z,a) : a € A}.

d métrica limitada candénica min{d, 1}.

f=fop levantamiento de f: X* = Y.

fi X—=Y encaje topologico.

X=Yy X es homeomorfo a Y.

XUpY adjuncién de X a Y mediante f.

Espacios de funciones

YX

B(X,Y),C(X,Y)

funciones de X en Y.
funciones limitadas y funciones continuas de X en Y.

métrica uniforme en Y.

I3
B(f,e,K) béasico de la topologia de la convergencia compacta.
() longitud del camino ~.

Homotopia

f~g f v g son homotopicas.

v



Notaciéon

a~, B
axf, a
m1(X,p)

i

(9), (S| R)

G+ H

a 'y B son homotdpicos con extremos fijos.
yuxtaposicién de caminos y camino inverso.
grupo fundamental de X en p.
homomorfismo inducido por f.

grupo libre generado por S y grupo presentado por
generadores S y relaciones R.

producto libre de los grupos Gy H.




PARTE | m Espacios topolégicos

CAPITULO 1

Espacios métricos

1.1 Meétricas y bolas

Definicién 1.1 (Métrica). Sea X un conjunto. Una métrica en X es una funcién d: X x
X — [0,400) tal que

(1) d(
(1) d(
(1) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para cualesquiera z,y,z € X (desigualdad triangular).

Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto y d es una métrica en X.

x,y) = 0siy sdlosiz=uy;
z,y) = d(y, x) para cualesquiera z,y € X;
x,2)

Ejemplo 1.2. (a) Si ||| es la norma euclidiana en R™, entonces d(z,y) = ||z — y|| es
una métrica en R™. M4s generalmente, toda norma ||-|| en un espacio vectorial real E
define la métrica d(z,y) = ||z — y||.

(b) Dado cualquier conjunto X, la funcién

0, ==y,

1, z#vy, (1)

d(l’,y) = {

es una métrica en X, llamada métrica discreta.

(¢) Todo subconjunto Y de un espacio métrico (X,d) es un espacio métrico con la
restriccion ded a 'Y x Y.

Definiciéon 1.3 (Bolas). Sea (X, d) un espacio métrico, p € X y r > 0. La bola abierta y
la bola cerrada de centro p y radio r son, respectivamente,

B.(p) ={z € X : d(z,p) < r}, Blp| ={zx € X : d(z,p) <r}.

1.2 Conjuntos abiertos y cerrados

Definicién 1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que A C X es abierto si para
todo a € A existe r > 0 tal que B,(a) C A. Decimos que F C X es cerrado si X — F es
abierto.

Lema 1.5. En un espacio métrico, toda bola abierta es un conjunto abierto y toda bola
cerrada es un conjunto cerrado.



1.3. Interior, clausura y frontera

Demostracion. Sea x € By(p) y s = r —d(x,p) > 0. Si y € Bs(z), entonces d(y,p) <

d(y,z)+d(z,p) < s+d(xz,p) =, luego Bs(x) C By(p). Para la bola cerrada, sea = ¢ B;[p]
y s =d(z,p) —r > 0. Siy € Bs(x), entonces d(y,p) > d(z,p) —d(z,y) > d(x,p) —s =,
de modo que Bg(x) C X — B,[p]. [ |

Proposicién 1.6. Sea (X,d) un espacio métrico.

(a) O y X son abiertos.
(b) La union de una coleccion arbitraria {U;}icr de abiertos de X es un abierto de X.

(¢) La interseccion de una coleccion finita Uy, ..., Uy de abiertos de X es un abierto de
X.

Demostracion. (a) es inmediato. (b) Si a € |J; U;, existe ig con a € Uy, y 7 > 0 con
By(a) CU;, CU; U;. (c) Sia € ﬂle Ui, existen ry,...,r, > 0 con By, (a) C U;. Tomando
r=min{ry,...,rx} > 0 se tiene B,(a) C U; para todo i, es decir B,(a) C N, U;. [ |

La hipétesis de finitud en (c) es necesaria: en R los intervalos (—1/n,1/n) son abiertos,
pero (,en(—1/n,1/n) = {0} no lo es.

Proposicién 1.7. Sea (X, d) un espacio métrico.

(a) O y X son cerrados.

(b) La interseccion de una coleccion arbitraria {F;}icr de cerrados de X es un cerrado

de X.

(¢) La union de una coleccion finita F, ..., Fy de cerrados de X es un cerrado de X.

Demostracion. Por las leyes de De Morgan,

k k
X-Nr=Ux-F), x-UFr=NX-F),
el i€l =1 =1
y basta aplicar la proposicion 1.6. |

1.3 Interior, clausura y frontera

Definicién 1.8. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. Definimos

A=(){FC X :F cerrado, F D A}, (1.2)
int(A) = J{U C A : U abierto}, (1.3)
A=ANX — 4. (1.4)

Estos conjuntos son, respectivamente, la clausura, el interior y la frontera de A.

Como consecuencia directa de las definiciones y de las proposiciones 1.6 y 1.7 se tiene:
(a) int(A) C A C A.
(b) Ay OA son cerrados; int(A) es abierto.



1.4. Funciones continuas

(c) A es el menor cerrado que contiene a A: si F'es cerrado y F' D A, entonces A C F.
(d) int(A) es el mayor abierto contenido en A: si U C A es abierto, entonces U C int(A).
(e) A es cerrado siy sélosi A= A, y A es abierto si y sélo si A = int(A).
Proposiciéon 1.9. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X.

(a) x € int(A) si y sdlo si existe r > 0 tal que Br(z) C A.

(b) x € A siy sélo si para todo r > 0 la bola B,(x) contiene puntos de A.

Demostracion. (a) Si x € int(A), existe un abierto U C A con = € U, y existe r > 0 con
B,(z) C U C A. Reciprocamente, si B,(z) C A, como B,(z) es abierta (lema 1.5), se
tiene By(z) C int(A) y en particular = € int(A).

(b) Sea x € A y supongamos que existe r > 0 con B.(x) N A = ). Entonces F =
X — B,.(z) es un cerrado que contiene a A, luego A C F 'y x € F, lo cual es absurdo
porque x € By,(x). Reciprocamente, supongamos que toda bola centrada en x interseca A
y que z ¢ A. Como X — A es abierto, existe 7 > 0 con B,.(z) C X — A C X — A, lo cual

contradice la hipétesis. |

Definicién 1.10 (Vecindad). Sea X un espacio métrico y « € X. Una vecindad de x es
un abierto de X que contiene a x.

Con esta terminologia, la proposicion 1.9 adopta la forma siguiente, que es la que
usaremos en espacios topoldgicos.
Corolario 1.11. Sea X un espacio métrico y A C X.

(a) x € int(A) siy sdlo si x posee una vecindad contenida en A.

(b) x € A siy sélo si toda vecindad de x contiene puntos de A.

1.4 Funciones continuas

Definicién 1.12. Sean (X1, d;) y (X2, d2) espacios métricos y f: X1 — Xs. Decimos que
f es continua en p € X si para todo € > 0 existe § > 0 tal que

x € Xy, di(z,p) <d = da(f(x), f(p)) <&,

es decir, f(Bs(p)) C B:(f(p)). Decimos que f es continua si es continua en todo punto de
Xi.

Proposicién 1.13. Sean (X1,d1), (X2,d2) espacios métricos y f: X1 — Xo. Entonces f
es continua en p si y sélo si para toda vecindad V de f(p) en Xy existe una vecindad U

de p en X1 tal que f(U) C V.

Demostracién. Supongamos f continua en p y sea V una vecindad de f(p). Existe € > 0
con B.(f(p)) CV,y existe 6 >0 con f(Bs(p)) C B-(f(p)) C V. Basta tomar U = Bs(p).

Reciprocamente, dado € > 0, la bola V' = B.(f(p)) es una vecindad de f(p), luego
existe una vecindad U de p con f(U) C V. Como U es abierto, existe § > 0 con Bs(p) C U,

y entonces f(Bs(p)) C Be(f(p))- n



1.4. Funciones continuas

Teorema 1.14. Sean (X1,d1) y (X2,d2) espacios métricos y f: X1 — Xo. Entonces f
es continua si y sélo si para todo abierto U de X el conjunto f~1(U) es abierto en X;.

Demostracién. Supongamos f continua y sea U C X abierto. Si p € f~1(U), entonces U
es una vecindad de f(p) y, por la proposicién anterior, existe una vecindad W de p con
f(W) C U, es decir W C f~1U). Luego f~1(U) es abierto.

Reciprocamente, sean p € X1 y V una vecindad de f(p). Entonces f~1(V) es abierto y
contiene a p, es decir, es una vecindad de p, y f(f~1(V)) C V. Por la proposicién anterior,
f es continua en p. [

Corolario 1.15. Bajo las hipétesis del teorema anterior, f es continua si y sélo si para
todo cerrado F de Xs el conjunto f~1(F) es cerrado en X;.

Demostracion. Basta observar que f~1(Xy — F) = X1 — f~}(F). [ |

El teorema 1.14 muestra que la nocién de funcion continua entre espacios métricos
sélo requiere que esté bien establecido qué es un conjunto abierto, tanto en el dominio
como en el contradominio. Luego, la estructura minima que se requiere en un conjunto X
para darle sentido a la nocién de continuidad es una colecciéon adecuada de subconjuntos
de X, llamados abiertos. Esto conduce a la nocién de espacio topologico.



CAPITULO 2

Espacios topolégicos

En los espacios métricos, las nociones de limite, continuidad, conexidad y compacidad
pueden describirse en términos de los conjuntos abiertos, y muchos de los teoremas
importantes del andlisis se demuestran usando sélo las propiedades de estos conjuntos.
Esto llev6 a F. Hausdorff (1914) a tomar dichas propiedades como axiomas.

2.1 Topologias

Definicién 2.1 (Topologia). Sea X un conjunto. Una topologia en X es una colecciéon 7
de subconjuntos de X con las propiedades siguientes:

NHbegyXeT;
(11) la unién de cualquier coleccién de elementos de .7 es un elemento de .7;

(111) la interseccion de cualquier coleccién finita de elementos de .7 es un elemento de 7.

Un espacio topoldgico es un par (X,.7), donde X es un conjunto y .7 es una topologia en
X. Los elementos de X se llaman puntos y los elementos de .7 se llaman abiertos. Cuando
no haya ambigiiedad escribiremos simplemente X en lugar de (X, .7).

Ejemplo 2.2. Si (X, d) es un espacio métrico, la coleccién de los abiertos de X definidos
por la métrica (definicién 1.4) es una topologia en X, por la proposicion 1.6. Se llama
topologia inducida por d. Salvo mencién en contrario, todo espacio métrico se considera
con esta topologia.

Definicién 2.3. Un espacio topoldgico (X, 7) es metrizable si existe una métrica d en
X cuya topologia inducida es 7.

Ejemplo 2.4 (Topologia discreta). Si X es cualquier conjunto, la coleccién .7 = P(X)
de todos los subconjuntos de X es una topologia, llamada topologia discreta. Es inducida
por la métrica discreta (1.1): para esa métrica, By(z) = {z}, de modo que cada punto es
abierto y, como todo subconjunto de X es unién de sus puntos, todo subconjunto de X es
abierto.

Ejemplo 2.5 (Topologfa trivial). Si X es cualquier conjunto, la coleccion 7 = {0, X} es
una topologia, llamada topologia trivial (o indiscreta). Si X tiene al menos dos elementos,
esta topologia no es metrizable. En efecto, supongamos que existe una métrica d que
la induce. Tomemos puntos distintos a,b € X y sea r = d(a,b) > 0. La bola B,(a) es
un abierto no vacio, pues contiene a a, y distinto de X, pues no contiene a b. Luego
B,(a) ¢ 7, lo cual es una contradiccion.



2.2. Conjuntos cerrados

2.2 Conjuntos cerrados

Definicion 2.6. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que F' C X es cerrado si X — F
es abierto.

Proposicion 2.7. Sea X un espacio topologico.
(a) O y X son cerrados.

(b) La interseccion de cualquier coleccion de cerrados es un cerrado.

(¢) La union de cualquier coleccion finita de cerrados es un cerrado.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de las leyes de De Morgan y de la definicion 2.1,
como en la proposicion 1.7. |

Ejemplo 2.8. En R, el intervalo [a,b] es cerrado, pues R — [a,b] = (—o0,a) U (b, +00)
es abierto. El conjunto Z es cerrado, pues R — Z = {J,,cz(n,n + 1). El conjunto Q no es
abierto ni cerrado, ya que todo intervalo abierto contiene racionales e irracionales. En un
espacio discreto, todo subconjunto es a la vez abierto y cerrado.

2.3 Vecindades, interior, clausura y frontera

Definicién 2.9 (Vecindad). Sea X un espacio topoldgico y x € X. Una vecindad de z es
un abierto de X que contiene a .

Definicion 2.10. Sea X un espacio topolégico y A C X. Definimos el interior, la clausura
v la frontera de A como

int(A) = U{U C A: U abierto}, A= ﬂ{F D A: F cerrado}, OA=ANX — A

Los puntos de A se llaman puntos de adherencia de A. También escribiremos A° en lugar
de int(A).

Igual que en el caso métrico, int(A) es el mayor abierto contenido en A y A es el menor
cerrado que contiene a A; A es abierto si y s6lo si A = int(A), y es cerrado si y sélo si
A = A. Ademés, tomando complementos en las definiciones,

X —A=int(X — 4), X —int(4d) =X — 4. (2.1)

Proposiciéon 2.11. Sea X un espacio topoldgico, AC X yx € X.

(a) x € int(A) si y solo si x posee una vecindad contenida en A.

(b) x € A siy sélo si toda vecindad de x contiene puntos de A.

(c) x € DA si y sdlo si toda vecindad de x contiene puntos de A y puntos de X — A.

Demostracién. (a) es la definicién de interior. (b) Por (2.1), z ¢ Asiysélosiz € int(X—A),
es decir, si y sélo si existe una vecindad de x contenida en X — A, o sea, disjunta de A.
(c) se sigue de (b) aplicado a Ay a X — A. [ |

Proposicion 2.12. Sea X un espacio topolégico y A, B C X. Entonces:



2.4. Puntos de acumulacién y sucesiones

(a) int(int(A)) = int(A);

(b) si A C B, entonces int(A) C int(B);
(c¢) int(AN B) = int(A) Nint(B);

(d) int(A) Uint(B) C int(A U B).

Demostracion. (a) int(A) es abierto. (b) int(A) es un abierto contenido en B, luego
estd contenido en int(B). (¢) Por (b), int(A N B) C int(A) N int(B); reciprocamente,
int(A) Nint(B) es un abierto contenido en AN B. (d) se sigue de (b). [ |

La inclusién en (d) puede ser estricta: en R, con A = Q y B = R — Q, se tiene
int(A) = int(B) = (), mientras que int(4A U B) = R.

Proposicién 2.13. Sea X un espacio topolégico y A, B C X. Entonces:
(a) A=A;

(b) si A C B, entonces A C B;

(¢) AUB = AUB;

(1) AnBC AnB.

Demostracién. Basta tomar complementos en la proposicién anterior usando (2.1). Por
ejemplo, para (¢): X — AUB =int (X — A)N(X — B)) =int(X — A) Nint(X — B) =
(X —A)Nn (X - B). [ |

La inclusién en (d) puede ser estricta: en R, con A = (=1,0) y B = (0, 1), se tiene
ANB=0y AnB = {0}.

Ejemplo 2.14. En R: int(Q) = 0, Q = R, int([a, b]) = (a,b) y (a,b) = [a,b]. En R?, con
St={z:|z|| =1} y D= {z:|z] < 1}: int(S') = 0, int(D) = B1(0) y B1(0) = D.

2.4 Puntos de acumulacién y sucesiones

Definicién 2.15. Sea X un espacio topolégico y A C X. Decimos que p € X es un punto
de acumulacion (o punto limite) de A si toda vecindad de p contiene algtin punto de A
distinto de p. El conjunto de los puntos de acumulacién de A se denota A’.

Proposicién 2.16. Para todo A C X se tiene A= AU A’.

Demostracién. Por la proposicion 2.11, A" C A, luego AU A’ C A. Reciprocamente, si
r € Ayx ¢ A, toda vecindad de x contiene puntos de A, que necesariamente son distintos
de x; luego x € A’. [ |

Definicion 2.17 (Convergencia). Sea X un espacio topolégico. Decimos que una sucesién
(zn,) en X converge a x € X si para toda vecindad U de x existe N € N tal que z,, € U
para todo n > N. En este caso escribimos z,, — x o lim x,, = x.



2.4. Puntos de acumulacién y sucesiones

En un espacio métrico esta definicién coincide con la usual: z, — x si y sélo si
d(xn,x) — 0. En un espacio topoldgico general el limite de una sucesién no tiene por qué
ser Unico; veremos un ejemplo en el capitulo 6.

Proposicion 2.18. Sea X un espacio topolégico y A C X.

(a) Si (x,) es una sucesion en A que converge a x € X, entonces x € A.

(b) Si X es métrico, para todo x € A existe una sucesion (z,) en A con x, — .

Demostracion. (a) Toda vecindad de = contiene los términos x, con n grande, que estan
en A. (b) Para cada n € N, la bola By /,(z) contiene algiin punto x,, € A (proposicion 1.9).
Entonces d(z,,z) < 1/n — 0. [ |

Ejemplo 2.19. La afirmacion (b) es falsa en espacios topoldgicos generales. Consideremos
en R la coleccién .7 formada por () y los complementos de los conjuntos numerables. Por
las leyes de De Morgan, 7 es una topologia: una interseccién de conjuntos numerables es
numerable y una unién finita de conjuntos numerables es numerable. Sea A = R — {0}.
Todo abierto no vacio es no numerable, luego interseca A; asi 0 € A. Sin embargo, si ()
es una sucesiéon en A, el conjunto U = R — {z,, : n € N} es una vecindad de 0 que no
contiene a ningun z,, de modo que x,, 4 0.



CAPITULO 3

Bases y construcciéon de
topologias

Describir una topologia enumerando todos sus abiertos suele ser impracticable; es mas
cémodo describirla mediante una familia que la genere.

3.1 Subbases

Sea X un conjunto. Si C es una colecciéon de subconjuntos de X, denotamos por |JC
y N C la unién y la interseccién de los elementos de C, con la convencién (J@ = (. Un
conjunto de la forma |JC’ con C' C C se llama una unién en C, y uno de la forma (C’ con
C’' C C finito y no vacio se llama una interseccion finita en C.

Sea ahora S una coleccion cualquiera de subconjuntos de X. Queremos construir
la menor topologia en X que contiene a S. Sea §* = SU{X} y sea .7 la coleccién
formada por las uniones de intersecciones finitas en S*. Es claro que cualquier topologia
que contenga a S tiene que contener también a 7.

Proposicién 3.1. La coleccion T es una topologia en X. En consecuencia, 7 es la
menor topologia en X que contiene a S.

Demostracién. ) € 7 por ser la unién vacia, y X € .7 porque X € §*. Una unién de
uniones de intersecciones finitas en S* es, de nuevo, una unién de intersecciones finitas
en S*. Por induccién, basta ver que la interseccién de dos elementos de .7 estd en 7.
SiU = UerAi y V = Ujes Bj, donde los A; y los B; son intersecciones finitas en S*,
entonces
unv = U (Al N Bj),
(i,5)ElxJ

y cada A; N B; es una interseccién finita en S*. Luego UNV € 7. [ |

Definicién 3.2 (Subbase). En las condiciones anteriores decimos que 7 es la topologia
generada por S'y que S es una subbase de 7.

Ejemplo 3.3. Sea X ={1,2,3,4,5} y S ={A,B,C} con A=1{1,2,3}, B={3,4,5} y
C = {2,4}. Las intersecciones finitas en S* son X, A, B, C, AN B = {3}, AnC = {2},
BNC ={4} y AnBNC = (. Tomando uniones obtenemos la topologia generada por S:

T =10, X, {2}, {3}, {4}, {2,3}, {3,4}, {2,4}, {2,3,4}, A, B, {1,2,3,4}, {2,3,4,5}}.



3.2. Bases

3.2 Bases

Definicién 3.4 (Base). Sea X un conjunto. Una coleccion & de subconjuntos de X es
una base si

() U% = X;
(1) si By,By € By x € By N By, existe By € A tal que © € By C B N Bs.

La topologia generada por 4 se llama topologia generada por la base %, y decimos que
% es una base de dicha topologia.

Proposicion 3.5. Si B es una base en X, la topologia generada por B es la coleccion de
todas las uniones en A.

Demostracion. Sea T la coleccion de uniones en Z. Contiene a ) (unién vacia) y a X, por
(i), y es cerrada por uniones. SiU = ; Biy V = U, B;- estan en J» v x € UNV, entonces
z € B;N B; para ciertos 4, j, y por (ii) existe B, € % con x € B, C B; N B;- cunV.
Luego UNV = U,cyny Br € 2. Asi Tz es una topologia que contiene a %, y esta
contenida en toda topologia que contenga a 4. Por la proposicion 3.1, 5 es la topologia
generada por 4. [ |

Teorema 3.6. Sea (X,.7) un espacio topoldgico y B C 7. Son equivalentes:
(a) B es una base de la topologia T ;

(b) los abiertos de X son exactamente las uniones de elementos de AB;

(¢) para todo abierto U y todo x € U existe B € A tal que x € B C U.

Demostracion. (a)=(b) es la proposicion anterior. (b)=(c):si U = |J; B; y « € U, entonces
x € B; C U para algin i. (¢)=(a): como X es abierto, (c) implica |J# = X. Si By, By € #
y & € By N By, como By N By es abierto, (¢) da By € % con x € By C By N By. Luego A
es una base. Ademas, por (c), todo abierto U es la unién de los B € £ contenidos en U,
de modo que 7 coincide con la topologia generada por . [ |

Ejemplo 3.7. (a) En un espacio discreto, la coleccién de los conjuntos unitarios {z} es
una base.

(b) En un espacio métrico (X,d), las bolas abiertas forman una base de la topologia
inducida por d; también la forman las bolas B/, (z), » € X, n € N.

(c) Los intervalos abiertos forman una base de la topologia usual de R.

(d) Las bolas By(c) C R" con ¢ € Q, ¢ > 0y ¢ € Q" forman una base numerable
de la topologia usual de R™. En efecto, si U es abierto y z € U, existe r > 0 con
B,(z) C U; tomando ¢ € Q con 0 < ¢ < r/2y c € Q" con ||c — z|| < g se obtiene
x € By(c) C By(z) CU.
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3.3. Comparacién de topologias

3.3 Comparacion de topologias

Si .7 y 7' son topologias en X con .7 C .7/, decimos que .7 es mds gruesa que 7’y
que J' es mds fina que 7.

Proposicién 3.8. Sean . y .7’ topologias en X generadas por las bases B y %B'. Entonces
T C T siy sdlo si para cada B € B 1y cada x € B existe B' € &' tal que x € B’ C B.

Demostracion. Si 7 C 7', cada B € Z# es abierto en 7' y basta aplicar el teorema 3.6(c)
a la topologia .7’. Reciprocamente, la condicién dice que cada B € Z es unién de elementos
de %', luego B € .7’; como todo elemento de .7 es unién de elementos de %, se concluye

T cCT. [

Definicion 3.9. Dos métricas en un conjunto X son equivalentes si inducen la misma
topologia.

Corolario 3.10. Las métricas d y d' en X son equivalentes si y sélo si para todo v € X
y todo € > 0 existen 61,902 > 0 tales que

Bfi(x) C Bl(x) y  Bi(z)C B (a).

Demostracion. Aplicar la proposicion 3.8 a las bases formadas por las bolas de cada
métrica, observando que si y € B%(x), entonces Bg_d(x (W) C Bl(z). [ |

Ejemplo 3.11. En R", las normas ||z|; = 3|z, [zll2 = (5; 22)Y? y |2 eo = méx;|z;|
satisfacen ||z||oo < ||z|l2 < [|z]|1 < 72|00, luego las métricas que definen son equivalentes.

3.4 La topologia inducida por un orden
Sea X un conjunto con un orden total estricto <, es decir, una relaciéon binaria tal que:

(1) dados x,y € X, se cumple exactamente una de las relaciones x <y, y < z, z = y;

(1) dados z,y,z € X,siz <yyy< z, entonces x < z.

Escribimos x < y cuando x < y o x = y. Es facil verificar que < es un orden total: es
reflexivo, antisimétrico, transitivo y dos elementos cualesquiera son comparables. Decimos
que a € X es el minimo de X si a < x para todo x € X, y que 8 € X es el mdximo de
X six < 8 para todo x € X; naturalmente, estos elementos no siempre existen. Para
a,b € X usamos las notaciones

(a,b) ={z:a <z < b}, [a,b) ={z:a <z < b},
(a,b] ={z:a < x < b}, [a,b] = {x :a < x < b},
(a,+0) ={z:a < x}, [a,+00) = {z :a <z},

(—00,b) ={z: x < b}, (—o00,b] ={z : = < b}.

Llamamos intervalos abiertos de X a los conjuntos de la forma (a,b), (a,+00), (—o0,b) y
al propio X.

11



3.5. La topologia de un subespacio

Si a es el minimo de X, entonces [a,b) = (—00,b) es un intervalo
abierto; si 8 es el méximo de X, entonces (a, 5] = (a,+00) es un intervalo abierto; y si
existen ambos, [a, ] = X.

Proposicién 3.13. La coleccion A de los intervalos abiertos de X es una base. La
topologia que genera se llama topologia inducida por el orden.

Demostracion. Como X € 2, la condicién (i) de la definicién 3.4 se cumple. Cada elemento
de A es de la forma {z : A(z) y v(x)}, donde la condicién inferior A(z) es «a < x» para
algtin a € X o es vacia, y la condicién superior v(x) es «x < b» para algin b € X o es
vacia. La interseccién de dos elementos de % se obtiene tomando, de las dos condiciones
inferiores, la més exigente (la de mayor a) y, de las dos superiores, la més exigente (la de
menor b). Por lo tanto la interseccién de dos elementos de A es vacia o es un elemento de
A,y (ii) se cumple trivialmente. [ |

Ejemplo 3.14. Para el orden usual de R, la topologia inducida por el orden coincide con
la topologia usual: los intervalos (a,b) son bolas, las semirrectas (a,+00) y (—00,b) son
uniones de bolas, y toda bola es un intervalo abierto. En Z con el orden usual se tiene
{n} =(n—1,n+1), de modo que la topologia del orden es la discreta.

3.5 La topologia de un subespacio

Definicién 3.15. Sea (X, .7) un espacio topolégico e Y C X. La coleccién
H={UNY:UeT}

es una topologia en Y, llamada topologia inducida por X en Y. Con ella decimos que Y
es un subespacio de X.

Que Jy es una topologia se sigue de las identidades |J;(U; NY) = (U, Ui) NY y
FLUNY) = (N, U;) NY. Sid es una métrica en X, la topologia de subespacio
en Y coincide con la inducida por la restriccion de d a Y, pues las bolas de Y son las
intersecciones con Y de las bolas de X centradas en puntos de Y, y si U es abierto en X
ey € UNY, alguna de estas bolas centrada en y estd contenida en U NY.

Ejemplo 3.16. En X = [0, 1], con la topologia inducida por R, los conjuntos [0,1/2) =
(—00,1/2)N X y (1/2,1] = (1/2,+00) N X son abiertos, aunque no lo son en R.

Proposicion 3.17. Sea Y un subespacio de X.
(a) K CY es cerrado enY siy solo si K =FNY para algin cerrado F de X.
(b) Si ACY, la clausura de A en'Y es ANY, donde A es la clausura de A en X.

(c) SiY es abierto en X, los abiertos de Y son exactamente los abiertos de X contenidos
en Y. Andlogamente, si Y es cerrado en X, los cerrados de Y son los cerrados de X
contenidos en Y .

(d) Si # es una base de X, entonces {BNY : B € A} es una base de Y.

12



3.6. El producto de dos espacios

Demostracion. (a) Para F C X se tiene Y — (FNY) = (X — F)NY. Luego, si F es
cerrado en X, FNY es cerrado en Y. Si K es cerrado en Y, entonces Y — K =GNY
con GG abiertoen X,y K = (X —-G)NY.

(b) Por (a), los cerrados de Y que contienen a A son los conjuntos F'NY con F cerrado
en X y F D A. Su interseccién es (NF)NY = ANY.

(c) Si Y es abierto y U es abierto en X, entonces U N'Y es abierto en X. El caso
cerrado es andlogo usando (a).

(d)SiUNY esabiertoen Y y x € UNY, existe B € # con x € B C U, y entonces
reBNY CcUNY. Se aplica el teorema 3.6. [ |

3.6 El producto de dos espacios
Sean (X1,.71) y (X2, %) espacios topolégicos y sea

%:{leUQ:UIEe%, UQG%}.

Proposicion 3.18. La coleccion P es una base en X1 x Xo. La topologia que genera se
llama topologia producto.

Demostracion. X1 X Xo € B, asi que B cubre X1 X Xo. SiU =A1 X Ay vy V = By X By
son elementos de By x = (z1,x2) € U NV, entonces

xE(AlﬁBl)X(AgﬂBQ):UﬂV,
y(AlﬂBl)X(AQQBQ)Eﬂ. |

Proposicién 3.19. SiC y D son bases de X1 y Xa respectivamente, entonces {C x D :
C €C, D €D} es una base de la topologia producto en X1 x X.

Demostracion. Cada C' x D es abierto en X7 X Xo. Si G es abierto en X; X Xo y (z,y) € G,
existe un béasico U x V con (z,y) € U x V C G. Como C y D son bases, existen C' € C
yDeDconzx e CCUeyeDCV.Entonces (z,y) € C x D C G, y se aplica el
teorema 3.6. |

La topologia producto en X x --- x X,, se define del mismo modo, tomando como base
los productos U; x --- x U, de abiertos U; C Xj;; coincide con la que se obtiene aplicando
reiteradamente la construccién anterior.

Ejemplo 3.20. La topologia producto en R x --- x R = R” coincide con la topologia
usual. Por la proposicion 3.19, los productos de intervalos abiertos forman una base de la
topologfa producto. Cada bola de la norma ||-|| es un producto de intervalos abiertos y
cada producto de intervalos abiertos es union de tales bolas; por la proposicién 3.8, la
topologia producto coincide con la inducida por |||, que es la usual (ejemplo 3.11).
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CAPITULO 4

Funciones continuas

4.1 Definicion y caracterizaciones

Definicion 4.1. Sean X e Y espacios topologicos. Una funcién f: X — Y es continua si
f~1(V) es abierto en X para todo abierto V de Y.

Por el teorema 1.14, cuando X e Y son métricos esta definicién coincide con la definicién
e-9.
Ejemplo 4.2. (a) Toda funcién constante c: X — Y es continua, pues ¢ (V) es ) o X.

(b) La identidad idx: X — X es continua.

(¢) Si X es discreto, toda funcién f: X — Y es continua. Si Y tiene la topologia trivial,
toda funcién f: X — Y es continua.

(d) SiY C X es un subespacio, la inclusién i: Y — X es continua, pues i (U) =UNY.

Proposicion 4.3. Si f: X - Y yg: Y — Z son continuas, entonces go f: X — Z es
continua.

Demostracion. (go f)~1(W) = f~1(g=*(W)). [ |
Proposicion 4.4. Sea f: X — Y continua.
(a) Si A C X es un subespacio, la restriccion fla: A =Y es continua.

(b) Si Z CY es un subespacio con f(X) C Z, la funcion f: X — Z es continua.

Demostracion. (a) fla = foi, coni: A — X la inclusién. (b) Si W es abierto en Z,
entonces W =V N Z con V abiertoen Y,y f~1{(W) = f~1(V) porque f(X) C Z. [ |
Teorema 4.5. Sean X e Y espacios topoldgicos y f: X — Y. Son equivalentes:

(a) f es continua;

(b) f~Y(F) es cerrado en X para todo cerrado F de Y ;
(c) f(A) C f(A) para todo A C X;

(d) f~Y(B) c f~YB) para todo BCY .
se sigue de f~1(Y — F) = X — f~}(F).

Demostracidn. (a)<(b
(b)=>(c): como f(A) es cerrado, f~(f(A)) es un cerrado que contiene a A; luego
contiene a A, es decir f(A) C f(A).
(c)=>(d): aplicando (c) a A = f~(B) se obtiene f(f~1(B)) C f(f~1(B)) C B.
(d)=(b): si F es cerrado, (d) da f~1(F) c f~'(F), luego f~'(F) es cerrado. [ |

~—

&

—~
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4.2. Continuidad en un punto y sucesiones

Proposiciéon 4.6. Sea % una base (o una subbase) de Y. Una funcion f: X — Y es
continua si y sélo si f~1(B) es abierto para todo B € 2.

Demostracion. Todo abierto de Y es una unién de intersecciones finitas de elementos de
P U{Y}, y la preimagen conmuta con uniones e intersecciones. |

Ejemplo 4.7. La funcién f: [0,27) — S!, f(t) = €, es continua. Los arcos abiertos de la
circunferencia forman una base de S'. Si G es un arco que no contiene a 1, entonces f~1(G)
es un intervalo abierto (a,b) C (0,27); si G contiene a 1, entonces f~1(G) = [0,a) U (b, 27),
que es abierto en [0,27). Sin embargo, f es biyectiva y f~! no es continua en 1: los
puntos e~/ convergen a 1, mientras que f~!(e~%/™) = 27 — 1/n no converge a 0 (véase
la proposiciéon 4.11 més adelante).

Lema 4.8 (del pegamento). Sea X = AU B con A y B cerrados en X, y sea f: X - Y
tal que fla y flB son continuas. Entonces f es continua. Lo mismo vale si A y B son
abiertos en X.

Demostracién. Sea F CY cerrado. Entonces f~1(F) = (f|4) Y (F) U (f|g) "' (F). Cada
sumando es cerrado en A o en B, y como A y B son cerrados en X, es cerrado en X
(proposicion 3.17). El caso abierto es andlogo usando preimédgenes de abiertos. [ |

4.2 Continuidad en un punto y sucesiones

Definicion 4.9. Una funcién f: X — Y es continua en x € X si para toda vecindad V'
de f(z) en Y existe una vecindad U de x en X tal que f(U) C V.

Proposiciéon 4.10. f: X — Y es continua st y solo si es continua en todo punto de X.

Demostracion. Si f es continua y V es una vecindad de f(z), basta tomar U = f~1(V).
Reciprocamente, sea V abierto en Y. Para cada z € f~1(V) existe una vecindad U, de z
con f(Uy) CV, es decir U, C f~1(V). Luego f~1(V) = U, U, es abierto. [ |

Proposicién 4.11. Sea f: X — Y continua en x € X. Entonces, para toda sucesion (zy,)
en X con x, — x, se tiene f(x,) — f(x).

Demostracién. Sea V una vecindad de f(x) y U una vecindad de x con f(U) C V. Existe
N tal que z,, € U paran > N, y entonces f(z,) € V paran > N. [ |

4.3 Homeomorfismos y aplicaciones abiertas

Definicién 4.12. Una biyeccién f: X — Y es un homeomorfismosi f y f~! son continuas.
En tal caso decimos que X e Y son homeomorfos y escribimos X =Y.

Por la proposicion 4.3, la relacion =2 es de equivalencia. Un homeomorfismo f establece
una biyeccién entre los abiertos de X y los de Y, de modo que dos espacios homeomorfos
son indistinguibles desde el punto de vista topoldgico.
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4.4. Funciones con valores en un producto. Encajes

Ejemplo 4.13. R" es homeomorfo a la bola B;(0) = {x € R" : ||z|| < 1}: la funcién
x+— /(14 ||z|) es un homeomorfismo de R™ sobre B (0), cuya inversa es y — y/(1—||y|]).

Componiendo con traslaciones y homotecias, R™ es homeomorfo a cualquier bola abierta
de R™.

Definiciéon 4.14. Una funcién f: X — Y es abierta (respectivamente cerrada) si f(U)
es abierto en Y para todo abierto U de X (respectivamente, si f(F') es cerrado para todo
cerrado F' de X).

Teorema 4.15. Sea f: X — 'Y continua y biyectiva. Son equivalentes: f es un homeo-
morfismo; [ es abierta; f es cerrada.

Demostracién. Como f es biyectiva, para A C X setiene (f~1)71(A4) = f(A) y f(X—A) =
Y — f(A). Luego f~! es continua si y sélo si f es abierta, y f es abierta si y sélo si es
cerrada. m

Definicion 4.16. Una funcién f: X — Y es un homeomorfismo local si todo x € X posee
una vecindad V; tal que f(V;) es abierto en Yy fly,: Vo — f(V) es un homeomorfismo.

Proposicion 4.17. Todo homeomorfismo local es una aplicacion abierta.

Demostracion. Sea U C X abierto e y = f(z) € f(U) con z € U. Sea V,; como en la
definicién. El conjunto U NV, es abierto en V,, luego f(U NV,) es abierto en f(V,), y
como f(V;) es abierto en Y, es abierto en Y. Asi f(UNV,) es una vecindad de y contenida
en f(U),y f(U) es abierto. [ |

Ejemplo 4.18. Recordemos que el argumento principal Arg: C — (—00,0] — (—m,7) es
continuo; por ejemplo, Arg(z+iy) = 2arctan(y/(|z|+)) con z = x+iy. En consecuencia,
para cada 6y € R la restriccién de 6 — ¢ al intervalo (o —m,0p+7) es un homeomorfismo
sobre S — {—¢™1 con inversa z — 6+ Arg(ze~%). Por lo tanto f: R — S, f(t) = €™,
es un homeomorfismo local: su restriccién a cualquier intervalo abierto de longitud 1 es
un homeomorfismo sobre un abierto de S'. Por la proposicién anterior, f es abierta.

4.4 Funciones con valores en un producto. Encajes

Sean X, ..., X, espacios topolégicos y consideremos en X; x --- x X, la topologia
producto. Las proyecciones candénicas m;: X1 X -+ x X,y = X;, mi(x1,...,2,) = ;, son
continuas: si U C X; es abierto, m; "(U) = X1 x --- x U x --- x X,, es un abierto basico.

Proposicién 4.19. Sea Z un espacio topologico y f: Z — X1 X -+-- x Xy, f(2) =
(f1(2),..., fn(2)). Entonces [ es continua si y sdlo si cada f; es continua.

Demostracion. Si f es continua, f; = m; o f es continua. Reciprocamente, por la proposi-
cion 4.6 basta ver que la preimagen de un abierto béasico U; x --- x U, es abierta, y en
efecto

f_l(Ul X oo X Un) = {Z : fZ(Z) e U; VZ} = ﬁ fi_l(Ui)
=1

es una interseccion finita de abiertos. [ |
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4.4. Funciones con valores en un producto. Encajes

Definicién 4.20 (Encaje). Una funcién f: X — Y es un encaje (topoldgico) si es un
homeomorfismo de X sobre el subespacio f(X) de Y.

Ejemplo 4.21. (a) Si X C Y es un subespacio, la inclusion X — Y es un encaje.
(b) La funcién R — R?, 2+ (z,0), es un encaje.
(¢) La funcién del ejemplo 4.7 es continua e inyectiva, pero no es un encaje.

Proposicién 4.22. Si f: X — Y es continua, entonces F: X — X XY, F(x) = (z, f(x)),
es un encaje. En particular, el grifico de f es homeomorfo a su dominio.

Demostracion. F es continua por la proposicion 4.19 y es inyectiva. Su inversa F'(X) — X
es la restriccién a F'(X) de la proyeccién 71, que es continua. [ |
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CAPITULO 5

La topologia cociente

5.1 Particiones y levantamientos

Sea X un conjunto y sea X* una particion de X, es decir, una colecciéon {Cj};es de
subconjuntos no vacios de X, dos a dos disjuntos, tales que J; C; = X. El conjunto X*
puede pensarse como el resultado de identificar en un solo punto todos los elementos de
cada clase. La particién tiene asociada la proyeccion canénica

p: X = X¥,

que asocia a cada x € X la clase de X* que lo contiene. Los conjuntos p~1(C), C € X*,
son precisamente los elementos de la particiéon. Dar una particion de X es lo mismo que
dar una relacién de equivalencia ~ en X; en ese caso escribimos X/~ en lugar de X* y
[x] en lugar de p(x).

Sea Y otro conjunto y f: X* — Y una funcién. La funcién

f=fop: X =Y

se llama el levantamiento de f. Obviamente f es constante en cada clase de X*. Reci-
procamente, si g: X — Y es constante en cada clase, podemos definir f: X* — Y por
f(C) = g(z) para cualquier x € C, y entonces f = g¢. Asi, hay una correspondencia
biyectiva entre las funciones de X™* en Y y las funciones de X en Y que son constantes en
las clases de X™.

X 7 5 xx

N

Y

5.2 La topologia cociente

Cuando X es un espacio topolégico, existe una topologia en X* que convierte la
correspondencia anterior en una correspondencia entre las funciones continuas de X* en
Y y las funciones continuas de X en Y constantes en las clases, para cualquier espacio
topolégico Y.

Definicién 5.1 (Topologia cociente). Sea X un espacio topoldgico y X* una particién de
X. La topologia cociente en X* es

T* = {A C X* : [ JA es abierto en X} ={AC X*:p (A) es abierto en X }.

El espacio (X*, %) se llama espacio cociente.
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5.3. Aplicaciones cociente

Que 7* es una topologia se sigue de p~1(0) =0, p~1(X*) = X y de que p~! conmuta
con uniones e intersecciones. Por definicién, p: X — X™* es continua, y 7 es la topologia
més fina en X* con esta propiedad. Ademés, C C X* es cerrado si y s6lo si p~1(C) es
cerrado en X.

Proposicién 5.2 (Propiedad universal). Sea X* un espacio cociente de X, Y un espacio
topoldgico y f: X* — Y una funcion. Entonces f es continua si y sélo si su levantamiento
f: X =Y es continuo.

Demostracién. Si f es continua, f = fo p es continua por ser composiciéon de continuas.
Reciprocamente, si f es continua y U C Y es abierto, entonces p~1(f~1(U)) = f~1(U) es
abierto en X, lo cual significa que f~!(U) es abierto en X*. [ |

Como toda funcién g: X — Y constante en las clases es el levantamiento de alguna
f: X* — Y, la proposicion establece una correspondencia biyectiva entre las funciones
continuas de X™* en Y y las funciones continuas de X en Y constantes en las clases de X*.
Esta propiedad caracteriza a la topologia cociente.

Proposicion 5.3. Sea ' una topologia en la particion X* y denotemos X' = (X*, 7).
Supongamos que, para todo espacio topolégico Y y toda funcion f: X' —'Y, se tiene que
f es continua si y sélo si su levantamiento f: X — Y es continuo. Entonces T es la
topologia cociente.

Demostracién. La identidad id: X’ — X’ es continua, luego su levantamiento, que es la
proyeccién p: X — X’ es continuo. Entonces todo U € .7 cumple que p~*(U) es abierto
en X, es decir, ' C T*.

Por otro lado, considerando en X* la topologia cociente, la proyeccién p: X — (X*, .7*)
es continua. Como p es el levantamiento de id: X’ — (X*, 7*), por hip6tesis esta identidad
es continua, lo cual significa que 7* C .7’. [ |

5.3 Aplicaciones cociente

Una particion de X puede definirse mediante los conjuntos de nivel de una funcién
sobreyectiva f: X — Y, donde Y es un conjunto cualquiera: los elementos de la particiéon
X* son los conjuntos f~'(y), ¥ € Y. La funcién ¢: X* — Y que hace corresponder a
cada f~1(y) el punto y es una biyecciéon, y f = p o p. Si X es un espacio topolégico
y consideramos la topologia cociente en X*, podemos definir en Y la topologia cuyos
abiertos son los conjuntos ¢(U) con U abierto en X*. Con ella ¢ es un homeomorfismo, de
modo que Y es, esencialmente, el espacio cociente X*. Explicitamente, V' C Y es abierto si
y s6lo si f~1(V) es abierto en X. Esta topologia en Y también se llama topologia cociente
(inducida por f).

Definicién 5.4 (Aplicaciéon cociente). Sean X e Y espacios topoldgicos. Una funcién
f: X — Y es una aplicacion cociente si es sobreyectiva y, para todo V C Y, V es abierto
en Y siysélosi f~1(V) es abierto en X. Equivalentemente, f es sobreyectivay F C Y es
cerrado si y s6lo si f~1(F) es cerrado en X.
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5.3. Aplicaciones cociente

Toda aplicacién cociente es continua. Por lo dicho antes, si f: X — Y es una aplicacién
cociente, entonces ¢: X* — Y es un homeomorfismo, donde X* es la particién de X en
los conjuntos de nivel de f. En particular:

Corolario 5.5. 5i fi: X = Y1 y fo: X — Ys son aplicaciones cociente que definen la
misma particion de X, entonces Y1 e Yo son homeomorfos.

Corolario 5.6. Sea ~ una relacion de equivalencia en X y sea f: X — Y una aplicacion
cociente cuyos conjuntos de nivel son exactamente las clases de ~. Entonces X/~ es
homeomorfo a Y .

Proposicion 5.7. Sea f: X — Y sobreyectiva y continua. Si f es abierta o cerrada,
entonces f es una aplicacion cociente.

Demostracién. Supongamos f abierta y sea V C Y con f~1(V) abierto. Como f es
sobreyectiva, V = f(f~1(V)), que es abierto. La otra implicacién es la continuidad de f.
El caso cerrado es andlogo, usando cerrados. [ |

Un subconjunto W C X es saturado (respecto de una funcién f: X — Y) si es unién
de conjuntos de nivel de f, es decir, si W = f=L1(f(W)).

Proposicién 5.8. Sea f: X — Y una aplicacion cociente y W C X un abierto saturado.
Entonces f(W) es abierto en Y vy la restriccion flw: W — f(W) es una aplicacion
coctente.

Demostracion. f=1(f(W)) = W es abierto, luego f(W) es abierto. Sea V C f(W) tal que
(flw)~Y(V) es abierto en W. Como V C f(W) y W es saturado, (flw) (V) = f~1(V),
que es abierto en W y por lo tanto en X. Luego V es abierto en Y y, en particular, en
fW). u

Una aplicaciéon cociente no tiene por qué ser abierta: en el ejemplo 8.1 veremos que
t — 2™ de [0,1] en S', es una aplicacién cociente, pero no es abierta, pues la imagen
del abierto [0,1/2) de [0, 1] no es abierta en S!.

Ejemplo 5.9 (R/Z = S'). Sea f: R — S! C C, f(t) = €*™. Es continua, sobreyectiva
y, por el ejemplo 4.18, abierta; luego es una aplicacién cociente. Dos puntos x,y € R
pertenecen al mismo conjunto de nivel f~!(u), u € S, si y sélo si x — y € Z. Es decir, la
particion definida por f en R es la de las clases laterales del subgrupo Z. Por el corolario 5.6,
el cociente R/Z, con la topologia cociente, es homeomorfo a S!.
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CAPITULO 6

Espacios de Hausdorft y
variedades

6.1 Un cociente en el que los limites no son tnicos

Ejemplo 6.1. Para cada ¢ € R sea P, el grafico de la funciéon

:c'—>$(11_$)—c, x € (0,1).
Las curvas P, forman una particién de la banda (0, 1) x R. Si agregamos las rectas verticales
R. = {z = ¢} para ¢ € (—00,0] U [1,+0c0), obtenemos una particién de R%. Dotemos a
esta particion de la topologia cociente y denotemos por X el espacio resultante y por
p: R? — X la proyeccién canénica.

Para n > 4 la curva P, corta el eje y = 0 en los puntos a,, = (,,0) y b, = (1 — x,,0),
donde z,, = (1 — /1 —4/n)/2 es la menor raiz de z(1 — z) = 1/n. Como z, — 0, en
R? se tiene a, — a = (0,0) € Ry y b, — b = (1,0) € R;. Por la continuidad de p
(proposicién 4.11),

Py =plan) > pla)=Ro y  Pp=p(bn) = p(b) = Ru.

Asi, en X la sucesién (P,) tiene dos limites distintos.

Ry

Figura 6.1: La particién de R? del ejemplo 6.1. Cuando ¢ — +o0, las curvas P, se acercan
simultdneamente a las rectas Ry y Rj.

6.2 Espacios de Hausdorff

Definiciéon 6.2. Un espacio topoldgico X es de Hausdorff si para todo par de puntos
distintos a,b € X existen abiertos disjuntos U,V C X talesqueac U ybe V.
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6.3. Variedades

Ejemplo 6.3. Todo espacio métrico es de Hausdorff: si a # by r = d(a,b) > 0, las bolas
B, ja(a) y By j2(b) son disjuntas por la desigualdad triangular. Un espacio con la topologia
trivial y al menos dos puntos no es de Hausdorff.

Proposicién 6.4. Si X es de Hausdorff, el limite de una sucesion en X, si existe, es
unico.
Demostracién. Supongamos T, — a y T, — b con a # b. Sean U,V vecindades disjuntas

de a y b. Existen N7, N5 tales que x,, € U paran > Ny y x, € V para n > Ns. Entonces,
para n > max{Ni, No}, 2, € UNV =, lo cual es absurdo. [ ]

En particular, el espacio X del ejemplo 6.1 no es de Hausdorff.
Proposicién 6.5. (a) En un espacio de Hausdorff todo conjunto finito es cerrado.
(b) Todo subespacio de un espacio de Hausdorff es de Hausdorff.
(¢) El producto de dos espacios de Hausdorff es de Hausdorff.
(d) Si X es de Hausdorff e Y es homeomorfo a X, entonces Y es de Hausdorff.

Demostracion. (a) Basta ver que {x} es cerrado: si y # x, existe una vecindad de y que
no contiene a z, luego X — {x} es abierto. (b) Si U,V separan a,b € Y en X, entonces
UNY y VNY los separan en Y. (c) Si (a1, az2) # (b1,b2), digamos a; # b1, y U,V separan
ay,by en X7, entonces U X Xo y V' x Xy separan los puntos dados. (d) Si h: X — Y es un
homeomorfismo y U, V' separan h='(a) y h=1(b), entonces h(U) y h(V) separan a y b. H

Proposicién 6.6. Sea X de Hausdorff, AC X yp € A’. Entonces toda vecindad de p
contiene infinitos puntos de A.

Demostracion. Supongamos que existe una vecindad U de p tal que U N (A — {p}) =
{ai1,...,ax} es finito. Por (a) de la proposicién anterior, W = U — {a1,...,ax} es una
vecindad de p, y W N (A — {p}) =0, lo cual contradice que p € A’. [ |

6.3 Variedades

Definicién 6.7. Decimos que un espacio topoldgico tiene base numerable si su topologia
admite una base numerable.

Por el ejemplo 3.7(d), R™ tiene base numerable, y por la proposicion 3.17(d), todo
subespacio de un espacio con base numerable tiene base numerable. Junto con la propo-
sicion 6.5, esto muestra que todo subespacio de un espacio euclidiano es de Hausdorff y
tiene base numerable.

Definicién 6.8 (Variedad). Un espacio topolégico X es localmente euclidiano de dimen-
ston n si todo punto de X posee una vecindad homeomorfa a un abierto de R™. Si X es
localmente euclidiano de dimensién n, de Hausdorff y posee base numerable, decimos que
X es una wvariedad de dimensién n.
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6.3. Variedades

Como toda bola abierta de R™ es homeomorfa a R™ (ejemplo 4.13), en la definicién
anterior se puede pedir, de manera equivalente, que cada punto tenga una vecindad
homeomorfa a R". Ademas, si X estd cubierto por abiertos U; cada uno homeomorfo a
un abierto de R™, entonces X es localmente euclidiano de dimensién n.

Ejemplo 6.9. (a) R" y todo abierto de R™ son variedades de dimensién n.

(b) El circulo S C C es una variedad de dimensién 1. Es de Hausdorff y tiene base
numerable por ser subespacio de C = R2. Dado p = €% € S!, el conjunto S* — {—p}
es una vecindad de p homeomorfa al intervalo (6p — 7,6y + 7) (ejemplo 4.18).

El ejemplo siguiente muestra que la condicién de Hausdorff en la definicién de variedad
no es consecuencia de las otras dos.

Ejemplo 6.10 (Un espacio localmente euclidiano que no es de Hausdorff). Sea X el
espacio del ejemplo 6.1. Consideremos los subconjuntos

Uy ={R.:c<0}U{P.:ceR}, Up={R.:c>1}U{P.:ce R}

Se tiene p~L(U1) = Wy = {(z,9) : x < 1} y p~ Y (Us) = Wa = {(z,y) : = > 0}, que son

abiertos saturados; luego U; y Us son abiertos de X y X = U; U Uy. Probemos que U;

es homeomorfo a R. Observemos que el punto (z,y) con 0 < x < 1 pertenece a P, con
_ 1 .

C= o=y Y- Definamos F;: W; — R por

x, z <0,

Fi(x,y) = 1
1(13 y) eXp(y—m), O<x<l.

Asi, I vale ¢ sobre R, y e”¢ sobre P,.; es constante en las clases. Es continua: lo es en
{r <0} yen{0 <z <1}, ysi(x,y) — (0,y0) con x > 0, entonces ﬁ —y =40y
Fi(xz,y) — 0= F1(0,yp). Por las proposiciones 5.8 y 5.2, F} induce una funcién continua
hi: Uy — R, que es biyectiva: aplica {R, : ¢ < 0} sobre (—00,0] y {P.} sobre (0, +0c0).

Para ver que hl_l es continua, construyamos una funcién continua o: R — Wj que
elija un punto en cada clase. Sea o(s) = (s,0) para s < 0. Para 0 < s < e~* ponemos
c=—logs >4y o(s) = (x(s),0), donde z(s) = (1 — /1 —4/c)/2 es la menor raiz de
z(1 —x) = 1/c. Para s > e~* ponemos o(s) = (1/2, 4 + log s). Las definiciones coinciden
en s = e~4, donde valen (1/2,0), y 2(s) — 0 cuando s — 0T, de modo que ¢ es continua.
Por construccién p(o(s)) es la clase en la que F} vale s, es decir, poo = h'!, que es por
lo tanto continua. Asi A1 es un homeomorfismo.

La simetria (x,y) — (1 —,y) de R? lleva cada P, en sf misma y R, en Rj_, e induce
un homeomorfismo de X que intercambia Uy y Us. Luego Us también es homeomorfo a R,
y X es localmente euclidiano de dimensién 1. Ademéas X tiene base numerable, pues la
unién de bases numerables de Uy y Uz es una base de X. Sin embargo, por el ejemplo 6.1,
X no es de Hausdorff, asi que no es una variedad.
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PARTE Il m Compacidad y conexidad

CAPITULO 7

Compacidad

7.1 Espacios compactos

Definicion 7.1. Sea X un espacio topoldgico. Un cubrimiento abierto de X es una
coleccién U = {Uj}jes de abiertos de X tal que X = (J; U;. Un subcubrimiento de U
es una subcoleccién de U que también cubre X. Decimos que X es compacto si todo
cubrimiento abierto de X posee un subcubrimiento finito. Un subconjunto K C X es
compacto si lo es como subespacio.

Observacion 7.2. Sea'Y C X. Como los abiertos de Y son las intersecciones con Y de los
abiertos de X, el subespacio Y es compacto si y sélo si todo cubrimiento Y C Uj V; por
abiertos V; de X admite un subcubrimiento finito.

Ejemplo 7.3. (a) Todo espacio finito es compacto. Més generalmente, todo espacio cuya
topologia es finita es compacto.

(b) R no es compacto: el cubrimiento {(—n,n)},en no tiene subcubrimiento finito. Tam-
poco lo es (0, 1], cubierto por {(1/n,1]}nen.

El teorema mas importante sobre compacidad es el siguiente.
Teorema 7.4. Sea X compacto y f: X — Y continua. Entonces f(X) es compacto.

Demostracion. Sea {V;} un cubrimiento de f(X) por abiertos de Y. Entonces {f~1(V;)} es
un cubrimiento abierto de X, que admite un subcubrimiento finito f~*(V},),..., f~ (an)
Luego f(X)C V;, U---UVj,.

Proposiciéon 7.5. Todo subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto.

Demostracion. Sea F C X cerrado y sea {V;} un cubrimiento de F' por abiertos de
X. Agregando el abierto X — F' obtenemos un cubrimiento abierto de X, que tiene un
subcubrimiento finito. Quitando de él X — F, si aparece, queda un subcubrimiento finito
de F. -

Proposicién 7.6. Sea X un espacio de Hausdorff y K C X compacto. Si x ¢ K, existen
abiertos disjuntos U > x y 'V D K. En particular, todo subespacio compacto de un espacio
de Hausdorff es cerrado.
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7.2. Compacidad por puntos limite y por sucesiones

Demostracion. Para cada y € K existen abiertos disjuntos Uy > 'y V}, > y. Los V,, cubren
K, luego existen yq,...,y, con K C V =V, U---UV,, . El abierto U = Uy, N---NU,,
contiene a z y es disjunto de V. Asi, todo punto de X — K tiene una vecindad disjunta de
K,y K es cerrado. [ |

Corolario 7.7. Los subespacios compactos de un espacio métrico son cerrados.

Definicién 7.8. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X no vacio. El didmetro de A
es diam(A) = sup{d(z,y) : x,y € A} si este supremo existe, y diam(A) = 400 en caso
contrario. Decimos que A es limitado si diam(A) < 4o0.

Proposicion 7.9. Todo subespacio compacto K de un espacio métrico es limitado.

Demostracion. Fijemos z¢ € X. Las bolas By, (zg), n € N, cubren K, luego K C By(zo)
para algin N,y diam(K) < 2N. [ |
7.2 Compacidad por puntos limite y por sucesiones

Definicion 7.10. Decimos que un espacio topologico X es

= compacto por puntos limite si todo subconjunto infinito de X posee algin punto de
acumulacion;

m compacto por sucesiones si toda sucesién en X posee una subsucesiéon convergente.
Proposicién 7.11. Todo espacio compacto es compacto por puntos limite.

Demostracién. Sea A C X y supongamos que A’ = (). Entonces cada z € X posee
una vecindad U, tal que U, N A C {z}. Por compacidad, existen z1,...,z, con X =
Ug, U---UUy,, y entonces

A= )(Uz NA) C{z1,..., 20}

-

i=1

Asi, un conjunto sin puntos de acumulacién es finito. [ |

Definicion 7.12. Sea X un espacio topoldgico y a € X. Una coleccién A de vecindades
de a es una base en a (o un sistema fundamental de vecindades de a) si para toda vecindad
U de a existe A€ Acon ACU.

Si X tiene base numerable %, los elementos de % que contienen a a forman una base
numerable en a. Si X es métrico, las bolas B; /n(a), n € N, forman una base numerable en a.
Si{Bi, Ba, ...} es una base numerable en a, también lo es { By, BiNBy, BiNB2NBs, ...},
de modo que podemos suponer que la base es decreciente.

Proposicion 7.13. Sea X un espacio de Hausdorff, compacto por puntos limite, tal que
todo punto de X posee una base numerable. Entonces X es compacto por sucesiones.

Demostracién. Sea (x,) una sucesién en X y A = {z,, : n € N}. Si A es finito, algtin valor
se repite infinitas veces y (z,) posee una subsucesién constante. Supongamos A infinito.
Entonces A posee un punto de acumulacion p. Sea By D By D --- una base decreciente
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7.2. Compacidad por puntos limite y por sucesiones

en p. Por la proposicién 6.6, cada By contiene infinitos puntos de A, luego x,, € By para

infinitos indices n. Podemos entonces elegir indices n; < ng < --- con x,, € Bi. Si W es
una vecindad de p, existe K con Bx C W,y para k > K se tiene z,, € B, C Bx C W.
Luego x,, — p. |

Lema 7.14 (Lindelof). Sea X un espacio con base numerable. Entonces todo cubrimiento
abierto de X posee un subcubrimiento numerable.

Demostracion. Sea X = J;c; U;j un cubrimiento abierto y % una base numerable de X.

Sean B1, Ba, ... los elementos de % que estan contenidos en algtin U;. Todo z € X estd
en algin U; y existe B € # con x € B C Uj; luego X = By U By U ---. Si para cada n
elegimos j, con B, C Uj;,, entonces X = U;, UU;, U---. [ |

Proposiciéon 7.15. Sea X compacto por sucesiones y con base numerable. Entonces X
es compacto.

Demostracién. Sea U un cubrimiento abierto de X. Por el lema anterior existen Uy, Us, . ..
enld con X =U; UUs U---. Los conjuntos

Kj:X—(UlU--'UUj), jEeN,

son cerrados y K1 D Kz D ---. Si algtin Kj es vacio, Uy,...,U; es un subcubrimiento
finito. Supongamos que K; # () para todo j y elijamos x; € K;. Existe una subsucesién
xj, — p. Dado k € N, para n grande se tiene j, > k y z;, € K;, C Kj; como K}, es
cerrado, p € K}, (proposicion 2.18), es decir p ¢ Ug. Como k es arbitrario, p ¢ U, Ur = X,
lo cual es absurdo. |

Proposicion 7.16. Todo espacio métrico compacto por sucesiones tiene base numerable.
Mas precisamente, para todo r > 0 el espacio puede cubrirse con un nimero finito de bolas
de radio .

Demostracion. Sea r > 0y supongamos que X no puede cubrirse por finitas bolas de radio
r. Tomemos 1 € X. Como B, (1) # X, existe xo ¢ B,(x1); como B,(r1) U By(z2) # X,
existe x3 ¢ By (x1)UDBy(z2), y asi sucesivamente. Obtenemos una sucesién con d(x;, zj) > r
para i # j, que no puede tener subsucesiones convergentes: si x,, — p, para k # [ grandes
se tendria d(zp,, xn,) < d(zp,,p) + d(p,zy,) < r. Esto contradice la hipétesis.

Para cada n € N sea %, una coleccién finita de bolas de radio 1/n que cubre X,y
sea # = U,, $n, que es numerable. Probemos que # es base. Sea U abierto y p € U,
y sea r > 0 con B,(p) C U. Tomemos n con 2/n < r. Como %, cubre X, existe una
bola B € %, de radio 1/n que contiene a p, y como diam(B) < 2/n < r, se tiene
B cC B,(p) CU. [ |

Teorema 7.17. Supongamos que X es un espacio de Hausdorff con base numerable, o
que X es un espacio métrico. Entonces son equivalentes:

(a) X es compacto;
(b) X es compacto por puntos limite;

(c) X es compacto por sucesiones.
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7.3. Compactos de R" y el nimero de Lebesgue

Demostracion. Supongamos primero que X es de Hausdorff con base numerable. Las
implicaciones (a)=-(b), (b)=(c) y (c¢)=(a) son, respectivamente, las proposiciones 7.11,
7.13 y 7.15. Supongamos ahora que X es métrico. En particular X es de Hausdorff y
cada punto tiene una base numerable, asi que (a)=(b)=(c) se siguen de nuevo de las
proposiciones 7.11 y 7.13. Si vale (c), por la proposicién 7.16 X tiene base numerable y,
por la proposicion 7.15, vale (a). |

7.3 Compactos de R" y el niimero de Lebesgue

Teorema 7.18 (Heine-Borel). Un subconjunto X C R™ es compacto si y sdlo si es cerrado
y limitado.

Demostracion. Si X es compacto, es cerrado y limitado por el corolario 7.7 y la proposi-
cion 7.9. Reciprocamente, supongamos X cerrado y limitado. Como X es métrico, basta
ver que es compacto por sucesiones. Sea (x,) una sucesién en X. Como X es limitado, por
el teorema de Bolzano-Weierstrass (x,) posee una subsucesiéon que converge a un punto
a € R" yae X porque X es cerrado. |

En particular, las bolas cerradas, las esferas S* C R™*! y los cubos [0, 1] son compactos.
Sin embargo, en un espacio métrico general ser cerrado y limitado no basta.

Ejemplo 7.19. Sea X el espacio de las funciones continuas de [0,1] en R con la métrica
d(f,g) = méx |f(x) — g(z)|.
z€[0,1]

Sea C={feX:|f(x)] <1Vxe[0,1]}. Es claro que C es limitado. Probemos que C es
cerrado. Si f € X — C, existe a € [0,1] con |f(a)| =146, 6 > 0. Si g € Bs(f), entonces
lg(a) — f(a)| < 9, de donde |g(a)| > |f(a)]—0 =1y g ¢ C. Luego Bs(f) C X —C. Veamos
que C no es compacto; como X es métrico, basta ver que C' no es compacto por sucesiones.
Sea fp(z) = ™. Si una subsucesién (fy,) convergiera en X a una funcién continua g,
convergeria también puntualmente a g; pero f,(z) > 0Opara 0 <z <1y f,(1) =1, y esta
funcién limite es discontinua.

Lema 7.20 (Ntumero de Lebesgue). Sea X un espacio métrico compacto y U un cubri-
miento abierto de X. Existe § > 0 tal que todo subconjunto de X de didmetro menor que
0 estd contenido en algin elemento de U.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces para cada n existe A, C X no vacio,
con diam(A,) < 1/n, no contenido en ningin elemento de . Elijamos x,, € A,. Por
el teorema 7.17, existe una subsucesion z,, — p. Sea U € U con p € U y € > 0 con
B.(p) C U. Para k grande, d(zp,,p) < /2y 1/n; < e/2, de modo que A,, C B:(p) C U,
lo cual es absurdo. |

Proposicion 7.21. Sea f: X — Y continua, con X métrico compacto e Y métrico.
Entonces f es uniformemente continua: para todo € > 0 existe § > 0 tal que d(x,2') < ¢

implica d(f(z), f(2)) < e.

Demostracién. Los abiertos f_l(Ba/Q(y)), y €Y, cubren X. Sea ¢ un niimero de Lebesgue
de este cubrimiento. Si d(z,z’) < 4, el conjunto {z,2'} tiene didmetro menor que §, luego

f(@), f(2') € B.jo(y) para algin y, y d(f(z), f(z')) <e. u
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7.4 Consecuencias

Proposiciéon 7.22. Todo espacio cociente de un espacio compacto es compacto.

Demostracion. Si p: X — X* es la proyeccién candnica, X* = p(X) es compacto por el
teorema 7.4. |

Proposicion 7.23. Sea f: X — Y continua, con X compacto eY de Hausdorff. Entonces
f es cerrada. En consecuencia:

(a) si f es biyectiva, f es un homeomorfismo;

(b) si f es sobreyectiva, f es una aplicacion cociente.

Demostracion. Si F' C X es cerrado, es compacto (proposicion 7.5); luego f(F') es com-
pacto y, como Y es de Hausdorff, cerrado (proposicién 7.6). Las consecuencias se siguen
del teorema 4.15 y de la proposicién 5.7. |

Proposicion 7.24. Sea Y un espacio con la topologia inducida por un orden total y sea
K CY compacto y no vacio. Entonces K tiene elementos mdzimo y minimo.

Demostracion. Supongamos que K no tiene maximo. Entonces para cada x € K existe
a € K con z < a, es decir x € (—00,a). Asi K C J,eg(—00,a) y, por compacidad,
existen ap,...,a, € K con K C (—o0,a1) U - U (—00,a,) = (—o00,d’), donde ¢’ =
méx{ay,...,a,}. Esto es absurdo, pues ¢’ € K. El caso del minimo es andlogo. [ |

Teorema 7.25 (de los valores extremos). Sea f: X — Y continua, donde X es compacto
y no vacio e Y tiene la topologia inducida por un orden total. Entonces existen a,b € X
tales que f(a) < f(z) < f(b) para todo x € X.

Demostracion. f(X) es compacto y no vacio; basta aplicar la proposicién anterior. W

Lema 7.26 (del tubo). Sea Y compacto, X un espacio topoldgico y xo € X. Si N es
un abierto de X XY que contiene a {xo} X Y, existe una vecindad W de xg tal que
W xY CN.

Demostracion. Para caday € Y existe un abierto basico Uy x Vy, con (zg,y) € UyxV, C N.
Los V,, cubren Y, luego existen y1,...,yp con Y =V, U---UV,,. Sea W = Uy, N---NU,,.
Entonces W x Y c |, Uy, x V,, C N. [ |

Teorema 7.27. El producto de un nidmero finito de espacios compactos, con la topologia
producto, es compacto.

Demostracion. Por induccién basta considerar dos espacios compactos X e Y. Sea A un
cubrimiento abierto de X x Y. Para cada z € X, el conjunto {z} x Y es homeomorfo a
Y, luego compacto, y esta cubierto por finitos elementos Ay, ..., A, de A. Por el lema
del tubo, existe una vecindad W, de x con W, x Y C A U---U A,,. Por compacidad
de X, finitos W,,,..., Wy, cubren X, y entonces X x Y queda cubierto por los finitos
elementos de A elegidos para x1,...,Z,. [ |

El producto de una familia arbitraria de espacios compactos también es compacto
(teorema de Tychonoff); lo enunciaremos en el capitulo 10.
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CAPITULO 8

Espacios cociente clasicos

En todos los ejemplos de este capitulo se usa la misma estrategia: para probar que
X/~ es homeomorfo a un espacio Y, se construye una funciéon f: X — Y continua y
sobreyectiva cuyos conjuntos de nivel son exactamente las clases de ~, y se verifica que f
es una aplicacién cociente (corolario 5.6). Cuando X es compacto e Y es de Hausdorff,
esto ultimo es automatico (proposicién 7.23).

8.1 El circulo
Ejemplo 8.1 ([0,1]/{0 ~ 1} = S'). Consideremos en [0,1] la relacién de equivalencia
x~y <= =y o {z,y} ={0,1}.

El cociente [0, 1]/~ es el resultado de identificar 0 y 1 en el intervalo. La funcién g: [0,1] —
St, g(t) = €?™ es continua y sobreyectiva, y g(s) = g(t) si y s6lo si s ~ t. Como [0, 1]
es compacto y S! es de Hausdorff, g es una aplicacién cociente, y por lo tanto [0, 1]/~
es homeomorfo a S'. Equivalentemente, la funcién f: [0,1]/~ — S! inducida por g es
continua (proposicion 5.2) y biyectiva, y su inversa es continua porque f lleva cerrados en
cerrados: si F es cerrado en [0, 1]/~, entonces p~!(F) es cerrado, y por lo tanto compacto,
en [0, 1], de modo que f(F) = g(p~'(F)) es compacto y, en consecuencia, cerrado en S!.

8.2 El disco y la esfera
Ejemplo 8.2 (Coordenadas polares). Sea A = [0,1] x [0,27] C R? y consideremos en A
la relacién de equivalencia generada por las identificaciones

(1) (0,0) ~ (0,6") para cualesquiera 6,6 € [0, 27];

(11) (r,0) ~ (r,2m) para todo r € (0,1].

Probemos que A/~ es homeomorfo al disco D = {z € C : |z| < 1}. Sea f: A — D,
f(r,0) = re?. Es continua y sobreyectiva, y f(r,0) = f(r',0') siy sélosi r =1 =0, o
bienr =7">0y 0 =0 0{60,0'} ={0,27}; es decir, si y sélo si (r,0) ~ (r',60"). Como A
es compacto y I es de Hausdorff, f es una aplicacién cociente y A/~ = D.

Ejemplo 8.3 (D/0D = §?). Consideremos en D la relacién de equivalencia ~ que identifica
entre si todos los puntos del borde 0D = {z : |z| = 1}. Probemos que D/~ es homeomorfo
a la esfera S? = {x € R3 : ||z|| = 1}. Para (r,0) € A definamos

F(r,0) = (sin(nr) cos 6, sin(rr)sinf, cos(rr)) € S2.

F' es continua y constante en las clases de la relaciéon del ejemplo anterior, de modo que
induce una funcién continua G: D — S? con G(re?) = F(r,0). Como (71, #) recorre todas
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8.3. El toro

las coordenadas esféricas, G es sobreyectiva. G lleva el centro de D al polo norte (0,0, 1)
y todo el borde 9D al polo sur (0,0,—1). Ademdas G es inyectiva en el interior de D: si
0 <r <1, el par (sinnr,cos7r) determina r, y si ademds r > 0, entonces sinwr > 0y
las dos primeras coordenadas determinan 6 médulo 27. Asi, los conjuntos de nivel de G
son exactamente las clases de ~. Como D es compacto vy S? es de Hausdorff, G es una
aplicacién cociente y D/~ = S2,

(0,0,1)

S2

(0,0,—1)

Figura 8.1: La funcién G del ejemplo 8.3: las circunferencias |z| = r del disco van a los paralelos
de la esfera y todo el borde 9D se colapsa en el polo sur.

8.3 El toro

Ejemplo 8.4 (R?/7% = S! x S'). Sea f: R? — S! x S, f(z,y) = (2™, e?™¥). Dados
p,q € R?, se tiene f(p) = f(q) si y sélo si p — ¢ € Z2. Esto muestra que la particién
definida por f en R? es la de las clases laterales del subgrupo Z? de R?, es decir, el cociente
R?/7Z?%. Mostremos que, con la topologia cociente, este espacio es homeomorfo a S' x S*;
para ello basta ver que f es una aplicacién cociente, es decir, que C' C S' x S! es cerrado si
y s6lo si f~1(C) es cerrado en R?. La continuidad de f garantiza que f~1(C) es cerrado si
C lo es. Reciprocamente, supongamos que A = f~1(C) es cerrado y sea A = [0, 1] x [0, 1].
Mostremos que C' = f(ANA). Sip € C, digamos p = f(z,y) con (z,y) € A, existen
m,n € Z tales que (2/,y') = (x — m,y —n) € A. Entonces f(2',y') = f(z,y) =p € C,
luego (2/,y') € Aype f(ANA). Como AN A es compacto, C = f(ANA) es compacto
y, por lo tanto, cerrado en S' x S.

oY oY FanY FanY

U U Ay U

FanY o FanY FanY ‘ .

T ) i T - 9
O C Y Fan)

U Ay A U

1 1
St xS
R2

Figura 8.2: La aplicacién cociente f: R2 — S! x S! identifica los puntos que difieren en un vector
de Z?2. Cualquier cuadrado unitario, como el sombreado, contiene representantes de todas las clases.
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8.4. Espacios proyectivos

Ejemplo 8.5 (El toro como cuadrado con lados identificados). Sea A =[0,1] x [0,1] y ~
la relacién de equivalencia en A generada por

(1) (x,0) ~ (z,1) para todo z € [0, 1];
(11) (0,y) ~ (1,y) para todo y € [0, 1].

En particular, los cuatro vértices forman una sola clase. La restriccién a A de la funcién
f del ejemplo anterior es continua y sobreyectiva, y sus conjuntos de nivel son las clases
de ~. Como A es compacto y el toro es de Hausdorff, A/~ = S! x S!.

Ejemplo 8.6 (El toro de revolucion). Sea T' C R3 la superficie obtenida al rotar alrededor
del eje z la circunferencia (z —2)? + 22 =1, y = 0:

T ={((24 cosB)sina, (2+ cosf)cosa, sinf) : a, € R}.

La funcién f: A — T,

f(x,y) = ((2 + cos2my) sin 27z, (24 cos2my) cos 27z, sin 2my),

es continua y sobreyectiva. Si f(x,y) = (u,v,w), entonces 2 + cos2my = VuZ +12 y
sin 27y = w determinan e?™¥, y como 2+ cos 27y > 0, el par (u, v) determina e?™®. Luego
los conjuntos de nivel de f son las clases del ejemplo anterior, y T = A/~ = St x St

Proposicion 8.7. Si M es una variedad de dimension m y N es una variedad de
dimension n, entonces M x N es una variedad de dimension m + n.

Demostracién. M x N es de Hausdorff por la proposicion 6.5. Si B y %’ son bases nume-
rables de M y N, entonces {B x B’} es una base numerable de M x N (proposicion 3.19).
Si (p,q) € M x NyU > p, V> qson abiertos homeomorfos a abiertos U" C R™,
V! C R", entonces U x V es una vecindad de (p,q) homeomorfa al abierto U’ x V' de
R™ x R™ = R™*" (proposicién 4.19). [ |

En particular, el toro S' x S es una variedad de dimensién 2.

Ejemplo 8.8 (Las esferas). La esfera S® C R""! es una variedad de dimensién n.
Es de Hausdorff y tiene base numerable por ser subespacio de R"*!. Escribiendo = =
(1,...,@nt+1), la esfera estd cubierta por los abiertos

Ul ={zeS":z; >0}, U ={xeS":z; <0}, j=1,...,n+1,  (8.1)

y cada uno de ellos es homeomorfo a la bola abierta B = {u € R" : |ul| < 1}: la
proyecciéon que omite la coordenada z; es continua de UjjE en B, y su inversa u +—>

(w1, .. uj—1, £/1 = JJul|?, 4, ..., uy,) es continua.

8.4 Espacios proyectivos

Definiciéon 8.9. Dado n € N, sea RP™ el conjunto de los subespacios vectoriales de
dimensién 1 de R**! y sea

p: R" — {0} — RP™, p(x) = Rz,
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que asocia a cada x # 0 la recta que genera. La aplicacién p es sobreyectiva. El conjunto
RP™ con la topologia cociente inducida por p es el espacio proyectivo real de dimensién
n. Analogamente, el espacio proyectivo complejo CP™ es el conjunto de los subespacios
complejos de dimensién 1 de C"*!, con la topologia cociente inducida por p: C**1 —{0} —
CP", p(z) =Cz=.

Para estudiar RP™ es 1til presentarlo como cociente de la esfera. Sea f = plgn: S" —
RP™, que es continua y sobreyectiva.

Proposicién 8.10. La funcion f: S™ — RP™ es abierta. En consecuencia, f es una
aplicacion cociente y RP™ es homeomorfo al cociente de S™ que identifica cada punto x
con su antipoda —x.

Demostracion. Sea U C S™ abierto. El conjunto f(U) estd formado por las rectas que
intersecan U, y es abierto en RP" si y sélo si

U=p"(fU) ={z #0:2/|z] €U o —z/|c| € U} =v" (U)Uv (V)

es abierto en R"*! — {0}, donde v(z) = x/||z||. Como v es continua y la aplicacién
antipodal = — —z es un homeomorfismo de S™, el conjunto U es abierto. Luego f es
abierta y, por la proposicion 5.7, es una aplicacién cociente. Sus conjuntos de nivel son los
pares {x, —z}. [ |

Proposicion 8.11. Sea f: X — Y continua, sobreyectiva y abierta. Si X tiene base
numerable, entonces Y también.

Demostracién. Sea % una base numerable de X. La coleccién {f(B) : B € A} es
numerable y estd formada por abiertos de Y. Si V C Y es abierto e y € V', tomemos «
con f(z) =yy Be€ Bconz e BC f~HV). Entonces y € f(B) C V. [ |

Teorema 8.12. RP"™ es una variedad compacta de dimension n.

Demostracion. RP™ = f(S™) es compacto, y por la proposicién anterior tiene base nume-
rable.

RP™ es localmente euclidiano. Sea U uno de los abiertos UjjE de (8.1). Si z € U,
entonces —x ¢ U; luego la restriccién g = f|y, que es continua, es una biyecciéon de U
sobre f(U). Como f es abierta, f(U) es abierto y g es abierta, de modo que g es un
homeomorfismo de U sobre f(U). Asi, f(U) es un abierto de RP™ homeomorfo a la bola
B c R". Como los Uji cubren S", los f (Uji) cubren RP"™.

RP™ es de Hausdorff. Sean o # [ en RP", digamos a = f(a) y f = f(b) con
a,beS", b#ayb+# —a. Sea0 <e < $min{|la—b|,|la+b|} y consideremos los abiertos
V =B.(a)NS"y W = B.(b)NS™. Siw € WNV, entonces |[a—b|| < [[a—w||+||lw—0b| < 2,
ysiw € WnN(=V), entonces ||a+b|| < ||la+w]||+|w—b| < 2¢; ambos casos son imposibles.
Luego W es disjunto de V U (=V) = f~1(f(V)), vy f(V), f(W) son vecindades disjuntas
de a y . [ |

Ejemplo 8.13. Las variedades S*, S?, S' x S' y RP" son compactas: son homeomorfas a
cocientes de espacios compactos (ejemplos 8.1, 8.3, 8.5 y la proposicion 8.10). También
CP" es compacto: identificando C"*! con R?"*2 se tiene CP" = p(S?"*!), pues toda
recta compleja contiene vectores de norma 1.
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Ejemplo 8.14 (RP' = S'). La funcién g: S* — S, g(z) = 22, es continua y sobreyectiva, y
g(2) = g(w) si y s6lo si w = +2z. Como S' es compacto y de Hausdorff, g es una aplicacién
cociente que define en S! la misma particion que f: S' — RP!. Por el corolario 5.5,
RP! >~ St

Ejemplo 8.15 (El plano proyectivo como disco). Sea S2 = {(z,y,2) € S : 2 < 0} y
consideremos en S? la relacién de equivalencia que identifica cada punto (z,y,0) del
ecuador con su antipoda (—z, —y,0). Toda recta de R® que pasa por el origen corta S?,
en un solo punto si no es horizontal y en dos puntos antipodas del ecuador si lo es. Asi,
la restriccién f|g2 : S2 — RP? es continua, sobreyectiva y sus conjuntos de nivel son las

clases de la relacién; por compacidad es una aplicacién cociente, y S% /~ = RP2. Por
otro lado, (z,y,2) + (x,y) es un homeomorfismo de S? sobre D que lleva el ecuador
en 0D vy, sobre el ecuador, conmuta con la aplicacién antipodal. Concluimos que RP? es
homeomorfo al cociente de D que identifica cada w € 0D con —w.

8.5 La cinta de Mobius y la adjuncion

Definicion 8.16 (Cinta de Mobius). Sea A = [0,1] x [—1,1]. La cinta de Mébius M es
el cociente de A obtenido al identificar (0,y) con (1, —y) para cada y € [—1, 1]. Su borde
OM es la imagen de [0,1] x {—1,1}, que es homeomorfa a una circunferencia (se recorre
dando dos vueltas a lo largo de la cinta).

a a

b b fee=s======= \
a a

toro plano proyectivo cinta de Mobius

Figura 8.3: Identificaciones que definen el toro (ejemplo 8.5), el plano proyectivo (ejemplo 8.15)
y la cinta de M6bius (definicién 8.16). Se identifican los lados con la misma etiqueta respetando el
sentido de las flechas.

El pegado de dos espacios a lo largo de una funcién es un procedimiento general para
construir nuevos espacios topologicos.

Definicién 8.17 (Adjuncién). Sean X e Y espacios topoldgicos. En la unién disjunta
X Y consideramos la topologia en la que U es abierto si y sélo si U N X es abierto en X
y UNY es abiertoen Y. Sea A C X cerradoy f: A — Y continua. La adjuncion de X a
Y mediante f, denotada X Uy Y, es el cociente de X LY que identifica cada a € A con
fla) €Y.

Proposicién 8.18. El plano proyectivo RP? se obtiene pegando un disco cerrado con
una cinta de Mébius a lo largo de sus bordes: RP2 =D U, M para cierto homeomorfismo
h: 0D — OM.
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8.5. La cinta de Mobius y la adjuncién

Demostracion. Sea f: S? — RP? la aplicacién cociente y descompongamos S? en la banda
E = {(z,y,2) € S? : |z| < 1/2} y los casquetes C+ = {(z,9,2) € S? : £z > 1/2}. La
aplicacién antipodal intercambia C y C_ y preserva E. Luego RP? = f(C,) U f(E) y
F(C4) N F(E) = f({z = 1/2}).

La restriccion f|c, es inyectiva, y como C es compacto y RP? es de Hausdorff, es un
homeomorfismo sobre D' = f(C4); ademés C es homeomorfo a un disco cerrado por la
proyeccion (z,y, z) — (z,y). Para la banda, sea ¢: [0, 7] x [—%, %] — F,

#(0,t) = (V1 —t>cosf, V1 —t2sinb, t).

Todo par de puntos antipodas de E tiene un representante en la imagen de ¢, y fop(0,t) =
fop(0,t) con (0,t) # (0',t') ocurre sélo si {6,60'} = {0,7} y ' = —t. Por compacidad,
f o ¢ es una aplicacién cociente sobre M’ = f(FE) con las identificaciones de la cinta de
Méobius, de modo que M" = M, y su borde es f({z = £1/2}) = f({z = 1/2}).
Finalmente, la funcién DUM — RP? dada por estos dos homeomorfismos sobre D’ y M’
es continua, sobreyectiva, y sélo identifica cada punto de D con el punto correspondiente
de OM. Como D LI M es compacto y RP? es de Hausdorff, es una aplicacién cociente, y se
obtiene el homeomorfismo del enunciado. [ |
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CAPITULO 9

Conexidad

9.1 Espacios conexos

Definiciéon 9.1. Sea X un espacio topoldgico. Una escision de X es una descomposicién
X = AU B donde A y B son abiertos disjuntos. La escisién es trivial si A =( o B = ().
Decimos que X es conezo si no admite escisiones no triviales. Un subconjunto Y C X es
conexo si lo es como subespacio.

Si X = AUB es una escisiéon, A = X — By B = X — A son a la vez abiertos y cerrados.
Asi, X es conexo si y sélo si los tinicos subconjuntos de X que son simultdneamente
abiertos y cerrados son () y X.

Teorema 9.2. Sea X conexo y f: X — Y continua. Entonces f(X) es conezxo.

Demostracion. Sea f(X) = AU B una escisién. Entonces X = f~1(A)U f~1(B) es una
escisién de X, luego f~1(A) o f~1(B) es vacio. Como A, B C f(X), se sigue que A o B
es vacio. |

Corolario 9.3. Sea X conexo e Y un espacio discreto. Toda funcion continua f: X —Y
es constante. En particular, si g: X — R es continua y toma valores en 7., entonces g es
constante.

Demostracion. Siy = f(zo), el conjunto f~1(y) es abierto y cerrado, pues {y} es abierto y
cerrado en Y, y no es vacio. Luego f~1(y) = X. Para la segunda afirmacién, g es continua
como funcién de X en el subespacio Z C R, que es discreto. [ |

Proposicién 9.4. Sea A C X conexo y B C X tal que A C B C A. Entonces B es
conero. En otras palabras, si a un conjunto conexo se le agregan algunos de sus puntos de
acumulacién, se obtiene un conjunto conexo.

Demostracion. Sea B = U UV una escisién de B. Entonces A = (UNA)U (VN A) es
una escision de A, luego U N A o V N A es vacio; digamos U N A = (). Entonces U es
vacio: si existiera p € U, como U es abierto en By p € B C A, U contendria puntos de A
(proposicién 2.11 y proposicion 3.17(b)). [ |

Proposicién 9.5. Sea {A;}jcs una familia de subespacios conexos de X con un punto
en comin. Entonces A =J; A; es conezo.

Demostracion. Sea A = U UV una escision y p € (; Aj; digamos p € U. Para cada j,
A; = (UNA;)U(VNA,) es una escisién de A;, y como p € UNA; # 0, se tiene VNA; = 0.
Luego A es disjunto de V', es decir V = (). [ |
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9.2. Los conexos de la recta

9.2 Los conexos de la recta

Un subconjunto I C R es un intervalo si tiene la siguiente propiedad:
a,bel, a<r<b = zel. (9.1)
Teorema 9.6. Todo intervalo de R es conexo.

Demostracion. Sea I un intervalo y supongamos que I = U UV es una escision no trivial.
Tomemos a € U y b € V; podemos suponer a < b. Por (9.1), [a,b] C I, y los conjuntos
U =UnNJa,b], V' =V NJa,b] son abiertos disjuntos de [a, b] que lo cubren. Sea ¢ = sup U’,
que existe porque a € U’ y U’ C [a,b]. Si ¢ € U’, entonces ¢ < b (pues b € V'), y como
U’ es abierto en [a,b], existe € > 0 con [¢,c+ ¢) C U’, lo cual contradice que ¢ = supU’.
Si c € V/, entonces ¢ > a, y como V' es abierto en [a, b], existe € > 0 con (¢ —¢,c] C V;
como U’ C [a, ] es disjunto de (¢ — ¢, ¢], se tiene U’ C [a, ¢ — €], de nuevo contradiciendo
que ¢ = supU’. [ ]

Teorema 9.7. Un subconjunto X C R es conexo si y sélo si es un intervalo.

Demostracion. Por el teorema anterior basta probar que todo conexo X C R satisface
(9.1). Sia,be X, a<c<byc¢ X, entonces

X = ((—o0,¢) N X) U ((¢, +00) N X)
seria una escisién no trivial de X. [ ]

Teorema 9.8 (del valor intermedio). Sea X conexo y f: X — R continua. Si a < b son
valores de f, entonces todo ¢ con a < c < b es también valor de f.

Demostracion. f(X) es conexo, luego es un intervalo. [ |

El teorema 9.7 y su demostracién valen en un espacio Y con la topologia inducida por
un orden total en el siguiente sentido: todo conexo X C Y satisface (9.1), y por lo tanto
el teorema del valor intermedio vale para funciones continuas f: Z — Y con Z conexo.
La reciproca, en cambio, puede fallar: {0, 1} satisface (9.1) en Z, pero no es conexo, pues
{0,1} = {0} U {1} es una escisién.

9.3 Productos de espacios conexos

Teorema 9.9. El producto de un numero finito de espacios conexos, con la topologia
producto, es conexo.

Demostracion. Por induccién, basta considerar dos espacios conexos X e Y. Para z € X
ey €Y, los conjuntos {z} x Y y X x {y} son homeomorfos a Y y a X respectivamente,
luego son conexos: la aplicaciéon y — (x,y) es continua por la proposicion 4.19 y su inversa
es la restriccién de la proyeccién ma; el caso de X x {y} es andlogo. Fijemos b € Y. Para
cada x € X, el conjunto

Co = ({z} x Y) U (X x {b})

es conexo por la proposicion 9.5, pues los dos conexos que lo forman se cortan en (z,b).
Los conjuntos C,, x € X, tienen en comun todo X x {b}, asi que, de nuevo por la
proposicion 9.5, X x Y = U,ex Cz es conexo. [ |
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9.4 Conexidad por caminos

Definicién 9.10. Un camino en X es una funcién continua ~y: [0, 1] — X; decimos que ~
conecta (0) con y(1). Un espacio X es conexo por caminos si para cualesquiera a,b € X
existe un camino que conecta a con b.

Proposiciéon 9.11. Todo espacio conexo por caminos es conero.

Demostracién. Supongamos que X = AU B es una escision no trivial. Tomemos a € A,
b € B y un camino vy que conecte a con b. Entonces [0,1] = v~ 1(A) U~y~1(B) es una
escision no trivial de [0, 1], lo cual contradice el teorema 9.6. [ |

Proposicién 9.12. Si X es conexo por caminos y f: X — 'Y es continua, entonces f(X)
€s COMETO POT CAMINOS.

Demostracién. Si-y conecta a con ben X, entonces foy conecta f(a) con f(b) en f(X). W

Ejemplo 9.13. (a) Todo subconjunto convexo X C R™ es conexo por caminos: y(t) =
(1 —t)a+tb conecta a con b en X. En particular, las bolas y el propio R™ son conexos.

(b) Si n > 1, el conjunto R*"™! — {0} es conexo por caminos. Dados a,b # 0, como
n+ 1> 2 existe ¢ € R"! que no estd en las rectas Ra ni Rb. Los segmentos [a, c] y
[c, b] no pasan por el origen, y recorrerlos sucesivamente define un camino de a a b en
R"! — {0}, continuo por el lema 4.8.

(c) Sin > 1, la esfera S™ es conexa por caminos, pues es la imagen de R**! — {0} por la
funcién continua z — x/||x||.

(d) RP™ es conexo por caminos, pues es la imagen de R"*! — {0} por la proyeccién
canénica. Lo mismo ocurre con CP"™.

(e) Si X e Y son conexos por caminos, X X Y también lo es: si a conecta a con o’ y
conecta b con b/, entonces t — («(t), 5(t)) conecta (a,b) con (a’,b"). En particular, el
toro S! x S! es conexo por caminos.

La reciproca de la proposicion 9.11 es falsa.

1
S

—1

Figura 9.1: La curva seno del topélogo A = AU S es conexa pero no es conexa por caminos.

Ejemplo 9.14 (La curva seno del topélogo). Sea A = {(z,sin(1/z)):0 <z < 1} C R2.
Como A es la imagen del intervalo (0, 1] por una funcién continua, A es conexo, y por la
proposicion 9.4 también lo es su clausura

A=AUS, S ={0} x [-1,1].
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9.4. Conexidad por caminos

Sin embargo, A no es conexo por caminos. Supongamos que v = (z,y): [0,1] — A es un
camino con v(0) = (0,0) y (1) = (1,sin1). Sea ty = supy~1(S). Como S es cerrado,
v(to) € S, de modo que z(tp) = 0y to < 1; ademds (t) € A para t > t¢, es decir, z(t) > 0
e y(t) = sin(1/x(t)). Por continuidad, existe § € (0,1 — to] tal que |y(t) — y(to)| < 1/2
para t € [to, tp + 0]. Por el teorema del valor intermedio, z([to,to + 0]) D [0,z(to + 0)], ¥
este intervalo contiene puntos de la forma 1/(% + 2km) y 1/(2F + 2km), en los que sin(1/z)
vale 1 y —1. Luego y toma los valores 1 y —1 en [to,to + d], lo cual es imposible, pues
entonces 2 = |1 — (—=1)| < [1 — y(to)| + |y(to) + 1] < 1.
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PARTE lll m Productos, separaciéon y metrizacién

CAPITULO 10

Productos arbitrarios

10.1 La topologia producto

Definicién 10.1. Sea {Xj}jc; una familia arbitraria de conjuntos y X = {J; X;. El
producto cartesiano de los X; es

HXj:{f: J — X : f(j) € Xj para todo j € J}.
J€J

Si f €l; X; y escribimos z; = f(j), denotamos f = (z;);cs. Cuando X; = X para todo
4, escribimos X7 en lugar de [1; Xj; es el conjunto de todas las funciones de J en X. Para
cada k € J, la proyeccion my: [1; X; — Xy es mp(f) = f(k).

Si cada X es un espacio topoldgico, la topologia producto en Hj Xj es la que tiene
como base los conjuntos de la forma

U=1]]u, (10.1)
Jj€J

donde cada Uj es abierto en X; y U; = X, salvo para un conjunto finito de indices j.
Estos conjuntos forman efectivamente una base: cubren el producto, y la interseccion de
dos de ellos, Hj(Uj NVj), es otro de la misma forma, porque U; N'V; = X; salvo para
finitos j. Los llamaremos abiertos bdsicos o candonicos.

Proposicién 10.2. La topologia producto es la menor topologia en [[; X; que hace
continuas a todas las proyecciones ;.

Demostracion. Si U C X}, es abierto, 7r,;1(U) es el abierto bésico con Uy, =U y U; = X
para j # k; luego las proyecciones son continuas. Reciprocamente, en toda topologia que
haga continuas a las proyecciones son abiertos los conjuntos 7rj_1(U j) v sus intersecciones
finitas

T U) N0 UG ={f  f(G1) € Usys - £ () € Us, b

que son precisamente los abiertos basicos (10.1). |

Sea Y un espacio topologico y g: Y — [[; X;. Para cada y € Y podemos escribir
9(y) = (95(v))jes; las funciones g; = mj 0 g: Y — X son las funciones coordenadas de g,
y escribimos g = (g;)je-
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10.2. Convergencia en la topologia producto

Teorema 10.3. Sea g: Y — [[; X;. Entonces g es continua si y sélo si cada funcidn
coordenada g; es continua.

Demostracion. Si g es continua, g; = 7 o g es continua. Reciprocamente, por la proposi-
cion 4.6 basta ver que la preimagen de un abierto basico U = []; U; es abierta. Si U; = X

para j ¢ {j1,...,Jn}, entonces
_ 1 —1
97 U) =g;, (U) N---Ng; 1 (U,),
que es abierto. [ |

Ejemplo 10.4 (El espacio RY). Los elementos de RY son las sucesiones de niimeros
reales x = (1, 22,...). Una base de la topologia producto esté formada por los conjuntos
[1721 ©;, donde cada 2; C R es abierto y 2; = R salvo para finitos indices. Por el teorema
anterior, una funcién f = (f1, f2,...): Y — RN es continua si y sélo si cada fi:Y =R
es continua.

Proposiciéon 10.5. FEl producto de una familia arbitraria de espacios conexos es conexo.

Demostracion. Sea P = []; X; con cada X; conexo y fijemos a = (a;) € P. Para cada
subconjunto finito F' C J, sea X el conjunto de los x € P con z; = a; para j ¢ F. El
subespacio X es homeomorfo a [[;cp X, que es conexo por el teorema 9.9, y contiene a
a. Por la proposicion 9.5, Z = Jp XF es conexo. Ademas Z es denso en P: todo abierto
basico no vacio [[; Uj, con U; = X fuera de un conjunto finito F', contiene el punto de Xp
cuyas coordenadas en F' se eligen en los Uj. Por la proposicion 9.4, P = Z es conexo. M

La compacidad también se preserva por productos arbitrarios. Omitimos la demostra-
cién, que usa el axioma de eleccién; puede verse en [6, §37].

Teorema 10.6 (Tychonoff). El producto de una familia arbitraria de espacios compactos,
con la topologia producto, es compacto.

10.2 Convergencia en la topologia producto

Definicion 10.7. Sea X un espacio topoldgico y J un conjunto. Decimos que una sucesién
de funciones f,,: J — X converge puntualmente a f: J — X si fp,(j) — f(j) para todo
jed.

Proposicién 10.8. Sea X un espacio topoldgico, J un conjunto y fn, f € X7. Entonces
fn = f en la topologia producto si y sélo si (fn) converge puntualmente a f.

Demostracién. Supongamos f, — f en X7 y fijemos jo € J. Como Tj, €s continua,
In(do) = mj (fn) = o (f) = f(Jo) (proposicion 4.11).

Recifprocamente, supongamos que f,(j) — f(j) para todo j. Sea U = [];U; una
vecindad bésica de f, con U; = X para j ¢ {j1,...,ji}. Como f(j;) € Uj, vy fu(ds) = f(ji),
existe IV; tal que fy,(ji) € Uj, para n > N;. Tomando N = max; N;, para n > N se tiene
fn(j) € Uj para todo j, es decir, f, € U. [ |

Por esta razén la topologfa producto en X7 también se llama topologia de la conver-
gencia puntual.
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10.3. Métricas limitadas y metrizabilidad de RY

10.3 Métricas limitadas y metrizabilidad de RY

Definicién 10.9. Sea (X,d) un espacio métrico. La métrica limitada candnica asociada
ades

d(z,y) = min{d(z,y),1},  z,y € X.
Proposicién 10.10. d es una métrica en X que induce la misma topologia que d.

Demostracion. Sélo la desigualdad triangular requiere atencién. Sid(z,y) > 1o d(y, z) > 1,
el miembro derecho de d(x, 2) < d(z,y)+d(y, z) es al menos 1 > d(z, z). En caso contrario,
d(x,2) < d(z,2) <d(z,y) +d(y,2) = d(z,y) + d(y, z). Por otro lado, las bolas de radio
menor que 1 en la métrica d son las mismas que en la métrica d, y estas bolas forman una
base de ambas topologias. [ |

Asi, dos métricas equivalentes pueden no tener los mismos conjuntos limitados: con la
métrica d, todo R es limitado. En particular, en un espacio métrico general, un conjunto
cerrado y limitado no tiene por qué ser compacto.

Teorema 10.11. FEl espacio RY, con la topologia producto, es metrizable. Si d(s,t) =
min{|s — t|, 1} para s,t € R, una métrica que induce la topologia producto es

(s us
D(z,y) = sup 7(%,7 s)
jEN J

, w,yERN.

Demostracion. El supremo existe porque cada término esté acotado por 1. Las dos primeras
propiedades de métrica son inmediatas, y para la desigualdad triangular basta observar
que, para cada j,

), 2)  AMzjys) | Ay, 2)
J J J
Sea Ip la topologia inducida por D y £ la base canénica de la topologia producto.
La topologia producto estd contenida en Jp. Por la proposicion 3.8, basta probar que
dados U € # y p € U existe una bola de D centrada en p contenida en U. Escribamos
U=U; X+ XU, XxRxRx---, donde Uy,...,U, C R son vecindades de p1,...,py.

Tomemos 0 < r < 1/n tal que

Br(pl) - U17 B2r(p2) C U27 ceey Bnr(pn) C Un7

y sea z en la bola de radio r de D centrada en p. Entonces d(z;,p;) < jr < 1 para
j=1,...,n,dedonde |z; — p;| < jry z; € Uj. Por lo tanto x € U.

Ip estd contenida en la topologia producto. Sea B la bola de radio r de D centrada
en p y tomemos n € N con 1/n < r. Consideremos

< D(z,y) + D(y,2).

U:Br(pl)X"'XBr(pn)XRXRX--'G,%7

que contiene a p. Si x € U, para j < n se tiene d(zj,p;)/j < |zr; —p;| <r,y para j > n se
tiene d(z;,p;j)/j <1/j <1/(n+1). Luego D(z,p) < max{méx <n|z; —p;|,1/(n+1)} <r
y © € B. Asi, toda bola de D contiene un abierto basico que contiene a su centro.
Como toda bola de D contiene una bola de D centrada en cada uno de sus puntos, la
proposicién 3.8 muestra que Ip esta contenida en la topologia producto. [ |
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10.4 Bases locales y un producto no metrizable

Recordemos (definicion 7.12) que una coleccién A de vecindades de a € X es una base
en a si toda vecindad de a contiene algtin elemento de A. Si X es metrizable, cada a € X
posee una base numerable: las bolas By/,(a), n € N. Si & es una base de X y a tiene
alguna base numerable {A, }, entonces también tiene una base numerable formada por
elementos de A: para cada n elegimos B, € & con a € B, C A,.

Proposicién 10.12. Si J no es numerable, el espacio R’ con la topologia producto no es
metrizable.

Demostracién. Sea 2 la base candnica de R’. Por lo dicho antes, basta probar que
ninguna subcoleccién numerable de % es base en 0 € R’. Sea A C % numerable formada
por vecindades de 0. Para cada U = [[; U; € A, el conjunto Ey = {j € J : U; # R} es
finito. Como Uye 4 Eu es numerable y J no lo es, existe k € J tal que k ¢ Ey para todo
Ue A SeaV =][;V; € Zcon Vi =(-1,1) y V; = R para j # k. Entonces V' es una
vecindad de 0 que no contiene a ningun elemento de A: si U C V con U € A, tendriamos
R="U; C Vj =(—1,1). Luego A no es base en 0. [ |
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CAPITULO 11

Axiomas de separaciéon y
metrizacion

11.1 Espacios regulares y normales
Definiciéon 11.1. Sea X un espacio de Hausdorff.

(a) X es regular si, dados @ € X y un cerrado A C X con a ¢ A, existen abiertos
disjuntos U,V C X talesqueac Uy AC V.

(b) X es normal si, dados cerrados disjuntos A, B C X, existen abiertos disjuntos
UV cXtalessque ACUyBCV.

Como en un espacio de Hausdorff los puntos son cerrados (proposicion 6.5), todo
espacio normal es regular.

Proposiciéon 11.2. Sea X un espacio de Hausdorff.

(a) X es reqular si y solo si para todo abierto U y todo x € U existe una vecindad V de
x con V. C U. Equivalentemente, si A es cerrado y x ¢ A, existe una vecindad V de
x con VNA=0.

(b) X es normal si y sdlo si para todo cerrado A y todo abierto U D A existe un abierto
VenAcCcVcVcU.

Demostracion. (a) Supongamos X regular y sean U abierto, z € U. Como A =X — U es
cerrado y x ¢ A, existen abiertos disjuntos V' 3 x y W D A. Entonces V C X — W, que es
cerrado, luego V. C X — W C X — A = U. Reciprocamente, dados x ¢ A con A cerrado,
tomemos V 3 z con V C X — A; entonces V y X — V son abiertos disjuntos que separan
x de A. (b) Se prueba del mismo modo, reemplazando el punto z por el cerrado A. ®

11.2 Los espacios métricos son normales
Sea (X, d) un espacio métrico. Dados z € X y A C X no vacio, definimos
d(xz,A) = inf{d(z,a) : a € A}.
Lema 11.3. Para todos x,y € X y A C X no wvacio,
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).
En particular, la funcion dg: X — R, x — d(x, A), es continua. Ademds, d(x,A) =0 si y

solo six € A.
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11.3. Regular con base numerable implica normal

Demostracion. Para todo a € A, d(x,A) < d(z,a) < d(x,y) + d(y,a). Tomando infimo
en a obtenemos d(x, A) < d(z,y) + d(y, A), y por simetria se obtiene la desigualdad.
Finalmente, d(z, A) = 0 si y sdlo si toda bola centrada en = contiene puntos de A, es decir,
si y sélo si x € A (proposicion 1.9). [ |

Proposicién 11.4 (Lema de Urysohn, caso métrico). Sea X un espacio métrico y sean
A, B C X cerrados disjuntos no vacios. Entonces existe f: X — [0,1] continua tal que

f(A)=A{0} y f(B) = {1}.
Demostracién. Definamos
d(z, A)
d(z,A) +d(z,B)
El denominador nunca se anula: si d(z, A) = d(x,B) = 0, el lema anterior daria = €

ANB=ANB ={. Luego f estd bien definida y es continua, toma valores en [0, 1], vale
Oen Ay 1len B. [

fz) =

Corolario 11.5. Todo espacio métrico es normal.

Demostracién. Con f como en la proposicién anterior, los abiertos f~1([0,3)) v f71((3,1])
son disjuntos y contienen a A y a B, respectivamente. Si A o B es vacio, la conclusion es
trivial. [ |

11.3 Regular con base numerable implica normal
Proposicion 11.6. Todo espacio regular con base numerable es normal.
Demostracion. Sea 8 una base numerable de X y sean A, B cerrados disjuntos. Dado

x € A, por la proposicién 11.2 existe una vecindad V de x con VN B = (), y tomando
UcPBconzeclUCV setiene UN B = (. Como % es numerable, obtenemos abiertos

Uy,Us, ... que cubren Ay cuyas clausuras son disjuntas de B. Del mismo modo obtenemos
abiertos Vi, Va,... que cubren B y cuyas clausuras son disjuntas de A. Para cada n € N
definamos

Up=Up—(VU---UV,), Vo=V, —(ThU---Ul,),

n

que son abiertos. Como cada VJ es disjunto de A, los U}, siguen cubriendo A, de modo que
U’ =, U], es un abierto que contiene a A; andlogamente V' = J,, V;, es un abierto que
contiene a B. Resta ver que U’ NV’ = (). Supongamos que x € U/, NV, digamos m < n.
Entonces x € Uy, C Uy, mientras que z € V! implica = ¢ U,,, lo cual es absurdo. El caso
m > n es andlogo. [

11.4 El lema de Urysohn

Teorema 11.7 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio normal y sean A, B C X cerrados
disjuntos. Existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que f(A) C {0} y f(B) C {1}.

Demostracion. Sea D el conjunto de los racionales diddicos k/2", k € Z, n > 0.
Paso 1: una familia de abiertos indexada por D. Construiremos abiertos U,, r € D,
tales que

r<s — U, CUs, (11.1)

44



11.5. El teorema de metrizacién de Urysohn

con A CUyy U = X — B. Ponemos U, = ) parar < 0y U, = X parar > 1. Sea
Uy = X — B, que es un abierto que contiene a A; por la proposicion 11.2(b) existe un
abierto Uy con A C Uy C Uy C U;. Supongamos definidos los U, para los diadicos r € [0, 1]
de la forma k/2" con n < N, cumpliendo (11.1). Si 7 = k/2¥*! con k impar y 0 < r < 1,
sus vecinos 1~ = (k —1)/2N* y v+ = (k +1)/2¥+! ya tienen definidos U,+ y U,~ C U,+;
aplicando de nuevo la proposicion 11.2(b), elegimos un abierto U, con

U,-cU.CcU,CU,-.

Es inmediato verificar que la familia extendida sigue cumpliendo (11.1). Por induccién,
quedan definidos todos los U,., r € D.
Paso 2: la funcion. Para x € X definimos

fle)=inf{reD:zecU}.

Como z € U, para todo r > 1y x ¢ U, para r < 0, se tiene f(z) € [0,1]. Si x € A,
entonces z € Uy y f(z) =0. Sixz € B, entonces x ¢ Uy, y por (11.1) x ¢ U, parar <1,
luego f(x) = 1.

Paso 3: dos propiedades. Sea r € D.

(1) Siz € Uy, entonces f(z) < r: para todo s € D con s > 7 se tiene z € U, C Us, luego
f(xz) < s,y como D es denso en R, f(x) <.

(1) Six ¢ Uy, entonces f(x) >r:sis € Dy x € Us, necesariamente s > r, pues si s < r
tendriamos = € U; C U,.

Paso 4: continuidad. Sea x9 € X y (c¢,d) un intervalo que contiene a f(xg). Tomemos
p,g € Dconc<p< f(mg) <q<dysealU =U,—U,. Por (ii), f(x¢) < ¢ implica z¢ € Uy,
y por (i), f(zo) > p implica ¢ ¢ Up; luego U es una vecindad de zg. Si z € U, entonces
z €U, CU,y, por (i), f(x) < q<d;y x ¢ U, D U, luego, por (ii), f(z) > p > c. Asi
f(U) C (e,d) y f es continua en x. [ |

11.5 EIl teorema de metrizaciéon de Urysohn

Recordemos que un espacio es metrizable si su topologia es inducida por alguna métrica
(definicion 2.3). Si f: X — Y es un encaje en un espacio métrico (Y, d), entonces X es
metrizable: la métrica d(z,2’) = d(f(z), f(2')) induce en X la topologia que hace de
f: X — f(X) un homeomorfismo, es decir, la topologia de X.

Teorema 11.8 (Metrizacion de Urysohn). Todo espacio regular con base numerable es
metrizable.

Demostracion. Sea X regular con base numerable # = {Bj, Bo,...}. Por la proposi-
cién 11.6, X es normal. La idea es construir un encaje de X en RY, que es metrizable por
el teorema 10.11.

Paso 1. Mostremos que existe una coleccion numerable f1, fo, ... de funciones continuas
de X en [0, 1] con la siguiente propiedad:

si a € U con U abierto, existe j tal que fj(a) >0y f;j(z) =0 para todo z ¢ U. (11.2)
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Para cada par (m,n) con B, C By, el lema de Urysohn aplicado a los cerrados disjuntos
X — B, y B,, da una funcién continua g,,: X — [0, 1] que vale 1 en By, v 0 fuera de B,
Estas funciones forman una coleccién numerable, que enumeramos como f1, fa,.... Sean
ahora U abierto y a € U. Existe B,, € & con a € B,, C U. Como X es regular, existe una
vecindad V de a con V C B,,, y existe B,, € % con a € B,, C V, de modo que B,, C B,,.
La funcion gmn, que es alguna de las f;, satisface gmn(a) =1 >0y gmn = 0 fuera de B,
y en particular fuera de U.

Paso 2. Sea F = (f1, fa,...): X — RY, que es continua por el teorema 10.3. Probemos
que F' es un encaje. Es inyectiva: si x # y, el abierto U = X — {y} contiene a z, y por
(11.2) existe j con fj(x) > 0 = fj(y). Veamos que F' es abierta sobre su imagen Z = F(X).
Sea U C X abierto y zg € F(U), digamos z9 = F(a) con a € U. Por (11.2), existe j con
fi(a) >0y f; =0 fuera de U. El conjunto

W=2Zn Trjfl((O7 +00))
es abierto en Z y contiene a 2. Si z € W, entonces z = F(x) con f;(x) = mj(z) > 0, luego

xeUyzeFU). AsiW C F(U),y F(U) es abierto en Z. Por lo tanto F: X — Z es
un homeomorfismo y X es metrizable. [ |
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PARTE IV m Espacios de funciones

CAPITULO 12

Espacios métricos completos

12.1 Sucesiones de Cauchy y completitud

Definiciéon 12.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion (z,,) en X es de Cauchy
si para todo € > 0 existe N € N tal que d(z,, z,) < € para cualesquiera m,n > N. El
espacio X es completo si toda sucesiéon de Cauchy en X converge a un punto de X.

Toda sucesién convergente es de Cauchy: si z,, — a, entonces d(zy,, Tn) < d(xp,,a) +
d(a,x,). El ejemplo mas importante de espacio métrico completo es R, cuya completitud
se deduce del axioma del supremo. A partir de aqui se prueba que R"™ es completo: si (z,,)
es de Cauchy en R”, cada sucesion de coordenadas es de Cauchy en R, y la convergencia
coordenada a coordenada equivale a la convergencia en R".

Lema 12.2. Si una sucesion de Cauchy (x,) posee una subsucesion convergente a a,
entonces x,, — a.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Existe Ny con d(zy,,x,) < £/2 para m,n > Ni, y existe Ny
con d(xn;,a) < /2 para j > Np. Tomemos k > Ny con ny > Ni. Para m > Ny,

d(zm,a) < d(Tm, n,) + d(zy,,a) < €. [ |

Proposiciéon 12.3. Sea (X,d) un espacio métrico.

(a) Si X es completo y A C X es cerrado, entonces A es completo.

(b) Si A C X es completo, entonces A es cerrado en X. En particular, si X es completo,
un subconjunto A C X es completo si y sdlo si es cerrado.

(c) Si X es compacto, entonces X es completo.

Demostracion. (a) Si (z,) es de Cauchy en A, lo esen X, luego z, »a€ X, yac A
porque A es cerrado (proposicion 2.18).

(b) Sea x € A. Por la proposicion 2.18, existe una sucesién (a,) en A con a,, — z. Esta
sucesion es de Cauchy, luego converge a algin punto de A, que por la unicidad del limite
es x. Asi x € A.

(c) Si (x,) es de Cauchy, como X es métrico y compacto, es compacto por sucesiones
(teorema 7.17), y (xy) tiene una subsucesion convergente. Por el lema anterior, (zy,)
converge. |

Ejercicio 12.4. Pruebe que RN, con la métrica D del teorema 10.11, es completo.
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» es de Cauchy para d y, como d coincide con || para
(n)
J

proposicion 10.8, (W — z = (x) en la topologia producto, que es la topologia de D. MW

Solucion. Sea (z(™) una sucesién de Cauchy para D. Para cada j fijo, d(z

D™, (™), asi que (xgn))

distancias menores que 1, también es de Cauchy en R. Luego x; "’ — x; para cada j. Por la

12.2 Espacios totalmente limitados

Hemos visto que un espacio métrico puede tener subespacios cerrados y limitados que
no son compactos (ejemplo 7.19); veremos en el capitulo 13 que ese espacio es completo,
de modo que existen espacios métricos completos y limitados que no son compactos. La
nocion adecuada, méas fuerte que la limitacion, es la siguiente.

Definicién 12.5. Un espacio métrico (X, d) es totalmente limitado si para todo € > 0
existe un ntmero finito de bolas de radio € que cubren X. Un subconjunto de X es
totalmente limitado si lo es con la métrica inducida, es decir, con bolas centradas en
puntos del subconjunto.

Todo espacio métrico compacto es totalmente limitado: basta extraer un subcubrimiento
finito del cubrimiento {B.(z)},cx. Todo espacio totalmente limitado es limitado, pero la
reciproca es falsa: R con la métrica d es limitado y no es totalmente limitado.

Teorema 12.6. Un espacio métrico es compacto st y sélo si es completo y totalmente
limitado.

Demostracion. Ya vimos que un espacio métrico compacto es completo y totalmente
limitado. Reciprocamente, sea X completo y totalmente limitado. Como X es métrico,
basta ver que es compacto por sucesiones, y como es completo, basta encontrar, para cada
sucesion (x,), una subsucesion de Cauchy.

Como X puede cubrirse con finitas bolas de radio 1, existe un conjunto infinito N; C N
y una bola B de radio 1 tales que z,, € By para todo n € Nj. Como X puede cubrirse por
finitas bolas de radio 1/2, existe un conjunto infinito No C N7 y una bola Bs de radio 1/2
tales que z,, € By para todo n € Ny. Procediendo de esta manera obtenemos conjuntos
infinitos N; D Ny D --- y bolas By, de radio 1/k tales que z,, € By para todo n € Nj.
Elijamos ny < ng < --- con ny € Nj. Probemos que (z,,) es de Cauchy. Dado ¢ > 0, sea
k con 2/k <e.Sii,j >k, entonces n; € Ny C Ny y nj € Ni, de modo que zy,, Tn; € By
Y d(@p;, Tn;) < 2/k <e. [ |

Lema 12.7. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X totalmente limitado. Entonces A es
totalmente limitado.

Demostracion. Sea € > 0. Como A es totalmente limitado, existen aq,...,a; € A con
A C U; Beyo(ai). Sip € A, existe ¢ € A con d(p,q) < £/2, y existe i con q € B, j2(ai).
Entonces d(p,a;) < d(p,q) + d(gq,a;) < e. Luego A C |; B=(a;), y los centros a; estdn en
A. [

Corolario 12.8. Sea X un espacio métrico completo y A C X totalmente limitado.
Entonces A es compacto.
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12.2. Espacios totalmente limitados

Demostracion. A es completo por ser cerrado en un espacio completo, y es totalmente
limitado por el lema anterior. [ |
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CAPITULO 13

La topologia uniforme

Cuando X = R/, los elementos de X son funciones f: .J — R y las sucesiones en
X son sucesiones de funciones. Vimos en la proposicion 10.8 que la convergencia en la
topologia producto es la convergencia puntual. Esta nocién es débil: el limite puntual
de funciones continuas puede ser discontinuo (por ejemplo, 2™ en [0,1]), y si f, — f
puntualmente no se cumple necesariamente que [ f,, — [ f. Por ejemplo, f, =n 1(0,1/n)
converge puntualmente a 0 en [0, 1], mientras que fol fn = 1 para todo n. A continuacién
definimos una topologia en YX cuya nocién de convergencia es la convergencia uniforme.

13.1 La métrica uniforme

Definicién 13.1. Sea X un conjunto y (Y,d) un espacio métrico. Una sucesién de
funciones f,: X — Y converge uniformemente a f: X — Y si para todo € > 0 existe
N € N tal que d(fn(z), f(z)) < € para todo x € X y todo n > N.

Definicién 13.2. Sea (Y, d) un espacio métrico y d = min{d, 1} la métrica limitada
canénica. Para f,g € YX definimos

p(f,g) = sup d(f(x),g(x)).

zeX

El supremo existe porque d < 1, y 7 es una métrica en YX: la desigualdad triangular
se obtiene tomando supremo en d(f(x), h(x)) < d(f(x),g(x)) + d(g(z), h(x)) < p(f,g) +
7(g, h). Se llama métrica uniforme asociada a d, y la topologia que define en YX se llama
topologia uniforme.

Proposicién 13.3. Sea (Y, d) un espacio métrico y fn, f € YX. Entonces f, — f en la
métrica p si y solo si (f,) converge uniformemente a f.

Demostracion. Sea 0 < ¢ < 1. Para funciones f, g, la desigualdad p(f,g) < e implica
d(f(z),g(z)) < e para todo z, pues d(f(z),g(z)) < € < 1 fuerza d = d en ese punto;
reciprocamente, si d(f(x),g(x)) < /2 para todo x, entonces p(f,g) < €/2 < . Como en
ambas definiciones de convergencia basta considerar € < 1, se obtiene la equivalencia. W

13.2 Completitud

Proposicién 13.4. Sea (Y,d) un espacio métrico completo y X un conjunto. Entonces
(YX,75) es completo.

Demostracion. Sea (f,) una sucesién de Cauchy en (YX,p). Para cada = € X,

A(fu (), fn(2)) < B(fus fin),
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13.2. Completitud

de modo que (f,(7)) es de Cauchy para d, y por lo tanto para d. Como Y es completo,
existe f(x) = lim, f,(x). Probemos que f, — f uniformemente. Sea 0 < e <1y N tal
que p(fn, fm) < €/2 para m,n > N. Entonces d(fn(x), fm(z)) < €/2 para todo x y todos
m,n > N. Haciendo m — oo se obtiene d(f,(z), f(x)) < /2 < e para todo z € X y todo
n>N. [ |

Sea (Y, d) un espacio métrico. Denotamos
B(X,Y)={f eY¥: f(X) es limitado},
y, si X es un espacio topolégico,
C(X,Y)={f eY¥X: fes continua}.

Lema 13.5. Sea (Y,d) un espacio métrico y fn, f: X =Y tales que f, — f uniforme-
mente.

(a) Si cada f, es limitada, f es limitada.
(b) Si X es un espacio topoldgico y cada f,, es continua, f es continua.

Demostracion. (a) Existe N tal que d(fny(x), f(z)) < 1 para todo x € X. Si { =
diam fn(X) < oo, entonces para a,b € X,

d(f(a), f(b)) <d(f(a), fn(a)) +d(fn(a), fn (b)) +d(fn (D), f(b) <24 L.

(b) Sean a € X y ¢ > 0. Existe N con d(fn(z), f(z)) < €/3 para todo z. Como fn
es continua en a, existe una vecindad U de a con d(fn(x), fn(a)) < /3 para z € U.
Entonces, para x € U,

d(f(x), f(a)) < d(f(z), fn(2)) + d(fn(2), fn(a) + d(fn(a), fa)) <e. u

Proposiciéon 13.6. Sea (Y, d) un espacio métrico completo.
(a) B(X,Y) es completo con la métrica p.
(b) Si X es un espacio topoldgico, C(X,Y) es completo con la métrica p.

Demostracion. Como YX es completo, basta ver que B(X,Y) y C(X,Y) son cerrados en
Y (proposicién 12.3). Si f € B(X,Y), existe una sucesién (f,) en B(X,Y) con f,, — f
en p, es decir, uniformemente, y por el lema anterior f € B(X,Y"). El caso de C(X,Y) es

analogo. [ |

En particular, C([0, 1], R) con la métrica del ejemplo 7.19 es completo (esa métrica y
p definen las mismas sucesiones convergentes y las mismas sucesiones de Cauchy). Por
el teorema 12.6, la bola cerrada de ese ejemplo, que es completa y no compacta, no es
totalmente limitada.
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13.3. Comparacién con la topologia producto

13.3 Comparacion con la topologia producto

Si f, — f uniformemente, entonces f, — f puntualmente. De hecho, la topologia
uniforme en V¥ es mas fina que la topologia producto: si U = {g : g(x;) € U;, i =
1,...,k} es un abierto basico de la topologia producto y f € U, tomando 0 < &£ < 1 con
B.(f(x;)) C U; para todo i, la bola de radio € de 5 centrada en f estd contenida en U. El
ejemplo siguiente muestra que, en general, las dos topologias son distintas.

Ejemplo 13.7. Sea X = [0,1]® el conjunto de todas las funciones f: R — [0,1]. La
demostracion de la proposicion 10.12 muestra, con cambios evidentes (reemplazando R por
[0, 1] en la definicién de los conjuntos Ey y tomando Vj = [0, %)), que X con la topologia
producto no es metrizable; en cambio, la topologia uniforme es metrizable por definicién.
Otra diferencia: con la topologia producto, X es compacto por el teorema 10.6; con la
topologia uniforme no lo es. En efecto, para t € R sea f; la funcién indicadora de {t}. Si
s # t, entonces p(fs, ft) = 1, de modo que ninguna sucesién (f;, ) con los ¢,, distintos tiene

subsucesiones de Cauchy, y en particular ninguna tiene subsucesiones convergentes.
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CAPITULO 14

Equicontinuidad y el teorema de
Arzela-Ascoli

En todo el capitulo, C(X,Y") se considera con la métrica uniforme p.

14.1 Familias equicontinuas

Definicién 14.1. Sea X un espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico y F C YX.
Decimos que F es equicontinua en a € X si para todo € > 0 existe una vecindad U de a
tal que

reU = d(f(z), f(a)) <e paratoda f € F. (14.1)

Decimos que F es equicontinua si es equicontinua en todo a € X. Decimos que F es
puntualmente limitada si, para cada a € X, el conjunto {f(a) : f € F} es limitado en Y.

Si F es equicontinua en a, cada f € F es continua en a. La diferencia entre continuidad
y equicontinuidad es que en (14.1) la vecindad U no depende de f.

Ejemplo 14.2. (a) La familia F = {f,(z) = nz : n € N} C C(R,R) no es equicontinua
en ningun punto: dado a y § > 0, para n > 2/J se tiene |fy(a + §/2) — fn(a)| =
no/2 > 1.

(b) La familia F = {f(z) =rz+b:r €[0,1], b € R} C C(R,R) es equicontinua, pues
|f(z) — f(a)| < |z — a|] para toda f € F. No es puntualmente limitada.

(c) Més generalmente, toda familia de funciones Lipschitz con una misma constante L es
equicontinua.

Lema 14.3. Sea X compacto, (Y,d) un espacio métrico compacto y F C C(X,Y) equi-
continua. Entonces F es totalmente limitada.

Demostracion. Sea 0 < ¢ < 1. Como F es equicontinua, cada a € X posee una vecindad
U, tal que d(f(z), f(a)) < /4 para todo x € U, y toda f € F. Como X es compacto,

existen ai,...,a; con X = U, U---UU,, . Como Y es compacto, existen bolas By, ..., By
de radio /8 que cubren Y. Para cada funcién a: {1,...,k} — {1,...,¢} elegimos, si
existe, una funcién g, € F tal que gq(a;) € By para i = 1,..., k. Obtenemos asi una

colecci6n finita, de a lo sumo ¢* funciones.

Sea f € F. Para cada i, f(a;) pertenece a alguna bola B,;; esto define una funcién
o para la cual g, existe. Comparemos f con g,. Dado z € X, existe 7 con x € U, y
entonces

A(f(2), 9a(2)) < d(f (@), f(@:)) + d(F(a:). ga(a:)) + d{ga(@r). ga(@)) < 5 + 5+,
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14.2. El teorema de Arzela-Ascoli

pues f(a;) y ga(a;) estan en la misma bola de radio €/8. Tomando supremo en z, y como
d < d, se obtiene p(f, go) < 32/4 < €. Por lo tanto F esta cubierta por las finitas bolas de
radio € de p centradas en las funciones g,. [ |

14.2 El teorema de Arzela-Ascoli

Teorema 14.4 (Arzela-Ascoli). Sea X compacto y F C C(X,R"™) equicontinua y puntual-
mente limitada. Entonces F es compacto. En consecuencia, toda sucesion en F posee una
subsucesion que converge uniformemente a una funcion continua.

Demostracion. Por el corolario 12.8, como C(X,R™) es completo (proposicion 13.6), basta
probar que F es totalmente limitada. Como F es equicontinua, cada a € X tiene una
vecindad U, tal que

|f(x) — f(a)|]| <1 paratodoz €U,y toda f € F.

Por compacidad, existen aq,...,a; con X = Uy, U---UU,,. Como F es puntualmente
limitada, existe M tal que ||f(a;)|]| < M parai=1,...,ky toda f € F. Dado z € X,
existe ¢ con x € U,,, y entonces

[f(x)| < [[f(ai)l|+1 < M+1 paratoda f € F.

Asi, F C C(X,Y) con Y = By4+1[0] € R™, que es compacto por el teorema 7.18. Por el
lema 14.3, F es totalmente limitada en C(X,Y), cuya métrica es la restriccién de la de
C(X,R™). Luego F es compacto. La tltima afirmacién se sigue de que F es compacto por
sucesiones (teorema 7.17) y de la proposicion 13.3. [ |

Teorema 14.5 (Arzela-Ascoli, segunda versién). Sea X compacto, (Y,d) un espacio
métrico compacto y F C C(X,Y) equicontinua. Entonces F es compacto.

Demostracion. Y es completo por ser compacto, luego C(X,Y") es completo. Por el le-
ma 14.3, F es totalmente limitada, y se aplica el corolario 12.8. [ |
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CAPITULO 15

Aplicaciones del teorema de
Arzela-Ascoli

15.1 Existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales

Sea U C R? abierto y f: U — R continua. La ecuacién diferencial ordinaria

¥ = f(t,x)

plantea el problema de encontrar las funciones ¢: I — R, donde I C R es un intervalo, tales
que (t,p(t)) € Uy ¢'(t) = f(t,p(t)) para todo t € I; tales funciones son las soluciones de
la ecuacién. Dado (tg, xg) € U, el problema de valor inicial

' = f(t,z), x(ty) = mo, (15.1)

consiste en encontrar soluciones ¢: I — R, definidas en un intervalo I que contiene a tg
en su interior, tales que ¢(tg) = xo.
Si ¢ es una solucién de (15.1), integrando se obtiene

o(t) =x0+ /tt f(s,0(s))ds, tel. (15.2)

Esta es la ecuacion integral asociada a (15.1). Reciprocamente, si ¢: I — R es continua
y satisface (15.2), el integrando es continuo y, por el teorema fundamental del célculo,
¢ es derivable y es solucién de (15.1). Asi, las soluciones de (15.1) son exactamente las
funciones continuas que satisfacen (15.2).

Definicién 15.1. Dado € > 0, decimos que ¢: I — R es una solucion e-aproximada de
2’ = f(t,x) si ¢ es continua, de clase C! por partes, y

|£'(t) = (£, 0(t)] < e
para todo t € I en el que ¢'(t) existe.

Proposicién 15.2 (Poligonales de Euler). Sean U C R? abierto, f: U — R continua y
(to,zo) € U. Sean a,b > 0 tales que el rectingulo R = [to — a,to + a] X [vg — b, xo + b] estd
contenido en U, sea M > 0 con |f| < M en R y sea § = min{a,b/M}. Entonces, para
todo € > 0, existe una solucion e-aproximada ¢: [to — 0,t9 + 6] — R de 2’ = f(t,z) con
©(to) = xo, cuyo grifico estd contenido en R y que satisface |¢(t) — ¢(s)| < M|t — s|.
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15.1. Existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales

Demostracion. Construimos ¢ en [to, to + d]; el intervalo [ty — 6,to] se trata del mismo
modo. Como R es compacto, f es uniformemente continua en R (proposicién 7.21), de
modo que existe n > 0 tal que

(Sax)a (Slvx/) € R7 ‘3 - S/’ < m, ’1’ - .%',‘ < M77 == ]f(s,x) - f(slwx/)‘ <e.
Sea tg =719 < 71 < -+ < T = to+ 0 una particién con 7; — 7,1 < 7. Definimos ¢(19) = g
y, recursivamente, en cada [1;_1, 74,
p(t) = o(Ti1) + f(Tim1, 0(7i-1)) (t = Ti-1)-

Por induccion en ¢ se ve que esta definicién tiene sentido: ¢ es poligonal con pendientes de
valor absoluto a lo sumo M, luego |¢(t) —xg| < M(t—to) < M < b,y asi (1i—1,p(1i-1)) €
R. En particular el grafico de ¢ estd en Ry ¢ es M-Lipschitz. Si t € (1,1, 7;), entonces
¢'(t) = f(Ti1,o(rim1)), con [t — i1 < ny lo(t) — @(ric1)| < Mn; luego [¢'(t) —
[t o) <e. u

Figura 15.1: Una poligonal de Euler. Como las pendientes estan acotadas por M, el grifico queda
dentro del cono de pendiente +M vy, por lo tanto, dentro de R sobre [tg — §,to + ¢].

Teorema 15.3 (Cauchy-Peano). Sean U C R? abierto y f: U — R continua. Entonces,
para todo (tg,zg) € U, el problema de valor inicial (15.1) tiene alguna solucion definida
en un intervalo que contiene a ty en su interior.

Demostracién. Sean R, M, § como en la proposicién anterior e I = [ty — d,tg + J]. Para
cada n € N existe una solucién %—aproximada on: I — R con p,(ty) = xo, graficoen Ry
constante de Lipschitz M. Como ¢,, es continua y C' por partes, para t € I se tiene

¢ ¢
on(t) = mo + t @l (s)ds = wg + t f(s,0n(s))ds + &n(t),

donde [&,(t)] < |t — to]/n < §/n. La familia {¢,} C C(I,R) es equicontinua, por ser
M-Lipschitz, y puntualmente limitada, pues |¢y,(¢)| < |zo| + b. Por el teorema de Arzela-
Ascoli, existe una subsucesién (¢,;) que converge uniformemente a una funcién continua
w: I — R, cuyo gréafico esta en R porque R es cerrado. Como f es uniformemente continua
en R, se tiene f(s,n,(s)) = f(s,(s)) uniformemente en s € I. Haciendo j — oo en

t

Pn; (t) =z0 + \ f(s, (Pnj(S» ds + &n, (t)

obtenemos que ¢ satisface la ecuacién integral (15.2), y por lo tanto es solucién de
(15.1). |
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15.2. Caminos de longitud minima

El teorema no afirma unicidad, y en general no la hay: el problema z/ = 3z2/3, (0) = 0
tiene las soluciones x = 0 y x(t) = t3.

15.2 Caminos de longitud minima
Definicién 15.4 (Caminos rectificables). Sea (X, d) un espacio métrico y 7v: [a,b] = X
un camino continuo. Para cada particion P = {a =ty <t; < --- < t, = b} sea

n

S(v, P) = d(y(tj-1),v(t5))-

Jj=1

Decimos que 7 es rectificable si el conjunto de las sumas S(v, P) es limitado; en tal caso
su supremo £(y) se llama longitud de 7. Si v no es rectificable escribimos ¢(v) = +oc.

Por la desigualdad triangular, agregar puntos a una particién no disminuye S(vy, P).
En particular £(y) > d(v(a),v(b)), y £(v) = 0 sélo si « es constante: si y(s) # y(t), una
particién que contenga a s y t da una suma positiva.

Proposicién 15.5. Sea y: [a,0] — X rectificable y c € (a,b). Entonces 11 = o,
Y2 = Y|[e,p] s0ON Tectificables y
() = () + £(72)-

Demostracion. Si Py P son particiones de [a, c] y [c, b], entonces Py U P, es una particién
de [a,b] y S(y1,P1) + S(v2, P2) = S(v,PL U P») < £(v). Tomando supremos, 71, y2 son
rectificables y £(y1)+£(v2) < £(7y). Reciprocamente, si P es una particién de [a, b], entonces
P U {c} se descompone en particiones P; de [a,c] y P> de [¢,b], y

S(v, P) < S(v, PU{c}) = S(m, P1) + S(72, P2) < €(m) + £(72)- u
Recordemos que, para una sucesién (a,) de nimeros reales,

liminf a,, = sup Inf a —00, +00l;
ML Gn nkan ke[ , T ]7

es el menor de los limites (finitos o infinitos) de las subsucesiones de (ay,).

Proposicién 15.6 (Semicontinuidad de la longitud). Para cada n € N sea vy, : [a,b] = X
un camino rectificable, y supongamos que (y,) converge uniformemente a un camino
v: [a,b] = X. Entonces

((y) < liminf £(y,).

Demostracion. Sea e >0y P ={a =1ty < --- <ty = b} una particién. Como ~,, — =
uniformemente, existe N tal que d(y,(t),7(t)) < €/k para todo ¢t y todo n > N. Para
n>N,

d(y(tj—1),7(t5)) < d(v(tj=1), Y (tj—1)) + d(yn(tj=1), ¥ (t;)) + d(n(t), v(E5)),

y sumando en j,
S(v,P) <2+ S(yn, P) <2+ ().

Como esto vale para todo n > N, se tiene S(v, P) < 2¢ + liminf,, £(7,). Como ¢ y P son
arbitrarios, se concluye. [ |
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15.2. Caminos de longitud minima

Lema 15.7. Sea 7: [a,b] — X rectificable. Entonces la funcion p(t) = £(7|4,), con
¢(a) =0, es continua y creciente, y ¢(t2) — p(t1) = L(V|[t, 1,) PaTa ty < ta.

Demostracion. La dltima igualdad es la proposicion 15.5, y de ella se sigue que ¢ es
creciente. Probemos que ¢ es continua por la derecha en t € [a,b); la continuidad por
la izquierda es analoga. Sea € > 0. Por continuidad uniforme de ~ existe n > 0 tal que
d(v(s),7(s")) < esi[s—s'| <n. Sea P una particién de [t,b] con S(v[ip), P) > €(V|pp) —&;
agregando un punto si hace falta, podemos suponer que el primer punto t; de P posterior
at cumple t; —t <. Si P = P — {t} es la particién inducida en [t1,b], entonces

CYliee) < SO, P) +e = d(y(t),7(t1)) + SVl 0 P') + € < 28 +£(V], 1))

Luego ¢(t1) — ¢(t) = L(Vle)) = OVlies) — L(Vlj5) < 26, y como ¢ es creciente,
0 < ¢(s) — p(t) < 2¢ para s € [t,t1]. [ |

Sea 7: [a,b] — X rectificable, [ = ¢(y) y ¢ como en el lema. Por el lema y el teorema
del valor intermedio, ¢ es una sobreyeccién creciente de [a, b] sobre [0,1]. Si ¢(t1) = ¢(t2),
entonces £(7|(;, 1,) = 0y Y(t1) = 7(t2). Por lo tanto la funcién

V0= X, Ae(t) = (1),

estd bien definida. Ademads, si s1 = ¢(t1) < s9 = p(t2),

s2 = 81 = L(V|t,22)) = d(v(t1),7(t2)) = d(V(s1),7(s2)),

de modo que 4 es Lipschitz de constante 1; en particular es continua.

Proposicién 15.8 (Parametrizaciéon por longitud de arco). Sea v: [a,b] — X rectificable
con £(y) = 1. El camino 7: [0,1] — X definido arriba satisface v =5 o ¢ y £(ljo,5) = 5
para todo s € [0,1]. Se llama parametrizacién por longitud de arco de 7.

Demostracion. Sea s = ¢(t). S10=s9 < --- < s = s es una particién de [0, s], elijamos
t; con p(t;) = s;; los t; son crecientes y Y, d(Y(si—1),5(s:)) = Y; d(y(ti—1),v(t:)) <
£(7|[a,)) = s Reciprocamente, toda particién {¢;} de [a,t] produce los puntos s; = ¢(t;),
crecientes y posiblemente repetidos, con la misma suma. Luego £(5]jg 5)) = £(V][a,) = 5. W

Teorema 15.9. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sean p,q € X tales que existe
algun camino rectificable que conecta p con q. Entonces existe un camino rectificable que
conecta p con q de longitud minima.

Demostracion. Sea [ el infimo de las longitudes de los caminos rectificables que conectan p
con ¢, y sea (7,) una sucesién de tales caminos con l,, = ¢(7,,) — . Sil = 0, entonces p = ¢
y el camino constante sirve; supongamos [ > 0 y, por lo tanto, l,, > 0. Por la proposiciéon
anterior podemos suponer que 7y, : [0,l,] — X estd parametrizado por longitud de arco, y
definimos ay,: [0,1] = X, ap(t) = Y (lnt). Entonces l(ay,) =1, y

d(an<t1)7an(t2)) < ln’tl - t2| < L|t1 - t2|,
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15.2. Caminos de longitud minima

donde L = sup,, I, < co. Asi, la familia {a,,} C C(]0,1], X') es equicontinua. Por el teore-
ma 14.5 y el teorema 7.17, pasando a una subsucesién podemos suponer que «,, converge
uniformemente a un camino «: [0,1] — X, que conecta p con ¢. Por la proposicién 15.6,

la) < limninfﬂ(an) =1

Luego « es rectificable, conecta p con ¢ y, por definicién de I, £(a)) > 1. Asi l(a) =1. W
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CAPITULO 16

La topologia de la convergencia
compacta

16.1 Convergencia uniforme en compactos

Definicién 16.1. Sea X un espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico y (f,) una
sucesion en YX. Decimos que (f,) converge uniformemente en compactos a f € Y~ si,
para todo compacto K C X, la sucesion de restricciones f,|x converge uniformemente a

e

Dados f € Y, un compacto K C X y € > 0, sea

B(f,e,K) ={ge Y™ : supd(g(x), f(x)) <<}.
zeK
Proposicién 16.2. Los conjuntos B(f,e, K) forman una base de una topologia en YyX,
llamada topologia de la convergencia compacta.

Demostracién. Estos conjuntos cubren YX, pues f € B(f,e,K). Sea g € B(f1,e1, K1) N
B(f2,e2, K2) y tomemos 6 > 0 con

supd(g, f1) + 6 < e1, supd(g, f2) + 6 < ea.
K1 KQ

El conjunto Kj U Ky es compacto. Veamos que B(g,0, K; U Ko) C B(f1,e1, K1) N
B(fa,e2,K3). Si h € B(g,0, K1 U K3), entonces

supd(h, f1) < supd(h,g) +supd(g, f1) < sup d(h,g) +supd(g, f1)
Ky K K Ki1UK> K

< +supd(g, f1) < e,
Ky

es decir h € B(f1,e1, K1). Andlogamente, h € B(f2, 2, K2). [ |

Proposicién 16.3. Una sucesion (f,) en YX converge a f en la topologia de la conver-
gencia compacta si y soélo si converge uniformemente en compactos a f.

Demostracion. Supongamos que f,, — f en esta topologia y sea K compacto. Dado € > 0,
el conjunto B(f,e, K) es una vecindad de f, luego f, € B(f,e, K) para n grande, es
decir, supy d(fn, f) < €. Reciprocamente, supongamos que (f,,) converge uniformemente
en compactos a f y sea W una vecindad de f. Existe un bésico con f € B(g,e, K) C W,
por el argumento de la demostracién anterior, existe 6 > 0 con B(f,d, K) C B(g,¢, K).
Como supg d(fn, f) < d para n grande, se tiene f,, € W para n grande. [ |
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16.2. Espacios o”-compactos y Arzela-Ascoli

Decimos que un compacto K C X es un entorno compacto de x € X si x € int(K).

Proposicién 16.4. Sea X un espacio topoldgico en el que todo punto posee un entorno
compacto, y sea (Y,d) un espacio métrico. Si una sucesion (fy) en C(X,Y) converge en la
topologia de la convergencia compacta a f € YX, entonces f € C(X,Y).

Demostracion. Sea a € X y K un entorno compacto de a. Como f,|x — f|x uniforme-
mente, f|x es continua (lema 13.5). En particular fli,(x) es continua, y como int(K) es
una vecindad de a, f es continua en a. [ |

0

16.2 Espacios o°’-compactos y Arzela-Ascoli

Definicién 16.5. Decimos que un espacio topolégico X es o

pactos Ky, Ks,... en X con

-compacto si existen com-

X = int(Kl) U int(KQ) U
Ejemplo 16.6. Todo abierto U C R" es ¢’-compacto: los conjuntos
Kj={zeU:|z| <j, dz,R"-U) = 1/j}

son cerrados y limitados, luego compactos (si U = R" se omite la segunda condicién),
y todo z € U estd en el interior de algiin K;. Mas generalmente, las variedades son

Uo—compactas.

En un espacio o%-compacto todo punto tiene un entorno compacto, de modo que

vale la proposicion 16.4. Para estos espacios se obtiene facilmente la siguiente versién del
teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 16.7 (Arzela-Ascoli, tercera version). Sea X un espacio o"-compacto y sea

{f1, f2,...} C C(X,RF) equicontinua y puntualmente limitada. Entonces (f,) posee una
subsucesion que converge en la topologia de la convergencia compacta a una funcion
f €C(X,RF).

Demostracion. Sean Kq, Ko, ... compactos con
X =int(Kp) Uint(Ky)U--- . (16.1)

Como (fn|r,) C C(K1,RF) es equicontinua y puntualmente limitada, por el teorema 14.4
existe un conjunto infinito Ny C N tal que (f, |k, )nen, es uniformemente convergente. De
nuevo, como (fp|x,)nen, €s equicontinua y puntualmente limitada, existe un conjunto
infinito No C Nj tal que (fn|K,)nen, es uniformemente convergente. Prosiguiendo de esta
manera obtenemos conjuntos infinitos

NDODN DNy D --- (16.2)

tales que, para cada [, la sucesién (fy,|x,)nen, es uniformemente convergente. Escojamos
ny < ng < --- con n; € N;. Fijado [, por (16.2) los indices n;, nj11,... estan en Nj, de
modo que (fn,|x,); converge uniformemente. Como cada z € X estd en algun K, la
sucesion (fp,(x)) converge; denotemos su limite por f(x).

61



16.3. Una aplicacién: el teorema de Montel

Probemos que f,, — f uniformemente en compactos. Sea K C X compacto. Por
(16.1) existe m con K C int(K;) U --- Uint(K,,). Para cada | < m, (f,,|k,) converge
uniformemente, necesariamente a f|g,; luego, dado € > 0, existen i1,...,%,, tales que

i>19 = | fu,(x)— f(z)|]| <e paratodox € Kj.

Si ¢ > max{ii,...,im}, entonces || fn,(z) — f(z)]] < € para todo x € K1 U--- UK, y
en particular para todo x € K. Por la proposicion 16.3, f,, — f en la topologia de la
convergencia compacta, y por la proposicion 16.4, f es continua. [ |

16.3 Una aplicacion: el teorema de Montel

Lema 16.8. Sea U C C abierto y (fn) una sucesion de funciones holomorfas en U
uniformemente limitada, es decir, tal que existe M > 0 con |fn(2)| < M para todo z € U
y todo n. Entonces {f,} es equicontinua.

Demostracion. Sea a € U y r > 0 tal que el disco cerrado de centro a y radio 2r esta
contenido en U, y sea C' la circunferencia | —a| = 2r. Si z,w € B,(a), la férmula integral
de Cauchy da

fa(2) = fn 2%1]{fn (—z (- w) C_ 2mi j{C(C—z)(C—w) 6.

Como |[( — z| > 7y |( —w| > r para ¢ € C, se obtiene

z—w M  2M
£a(2) — Fulw)) < P oy M2 2M
cota que no depende de n. Luego {f,} es equicontinua en a. |

Teorema 16.9 (Montel). Sea U C C abierto y (f,) una sucesion de funciones holo-
morfas en U uniformemente limitada. Entonces (f,) posee una subsucesion que converge
uniformemente en compactos a una funcion holomorfa f: U — C.

Demostracién. Identificando C con R?, U es o%-compacto (ejemplo 16.6) y, por el lema

anterior, {f,} C C(U,R?) es equicontinua; es puntualmente limitada por hipétesis. Por el
teorema 16.7, existe una subsucesién (f,;) que converge uniformemente en compactos a
una funciéon continua f. Resta ver que f es holomorfa. Sea D C U un disco abierto con
D cUyTC D un tridngulo. Como T es compacto y Jn; — [ uniformemente en T', por
el teorema de Cauchy-Goursat

j{ f(2)dz = Hm% fn;(2)dz = 0.
orT i Jor

Por el teorema de Morera, f es holomorfa en D, y como D es arbitrario, f es holomorfa
en U. [ |
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PARTEV = Grupo fundamental

CAPITULO 17

Homotopia y grupo fundamental

En este capitulo y los dos siguientes, I = [0, 1].

17.1 Homotopias

Definicion 17.1. Sean f,g: X — Y continuas. Una homotopia de f a g es una funcién
continua H: X x I — Y tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(z) para todo z € X. Si
existe, decimos que f y g son homotdpicas y escribimos f ~ g. Escribimos Hy = H(-,t), de
modo que (Hy)¢er es una familia de funciones continuas que deforma f = Hy en g = Hy. Si
AC Xy H(a,t) = f(a) para todo a € Ay todo t € I, decimos que f y g son homotépicas
relativamente a A.

Proposicién 17.2. La relacion >~ es de equivalencia en el conjunto de las funciones
continuas de X en Y. Lo mismo vale para la homotopia relativa a un conjunto A.

Demostracion. f ~ f mediante H(z,t) = f(z). Si H es una homotopia de f a g, entonces
H(z,1—t) es una homotopia de g a f. Si H vade fa gy K vade g a h, la funcién

H(z,2t), t<1/2,
L(x,t) = ( ) <1/

K(z,2t—1), t>1/2,
es continua por el lema 4.8, pues X X [0, %] y X X [%, 1] son cerrados y las dos férmulas
coinciden en t = 1/2; es una homotopia de f a h. Las tres construcciones preservan la
condicién de ser relativas a A. |

Ejemplo 17.3. (a) Sea C' C R™ convexo. Si f,g: X — C son continuas, entonces f ~ g
mediante

H(z,t)=(1—1t)f(x) +tg(z).

(b) En C* = C — {0}, la inclusién del circulo unitario, z — z, y la inclusién del circulo
de radio 2, z + 22, son homotdpicas como funciones de S* en C* mediante H(z,t) =
(1 +t)z. En cambio, veremos en la seccién 17.4 que ninguna de ellas es homotépica
en C* a una funcién constante.

(c) Andlogamente, la inclusién S? < R3? — {0} no es homotdpica a una constante; la
demostracién de este hecho requiere herramientas que no desarrollaremos aqui.
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17.2. Homotopia de caminos

17.2 Homotopia de caminos

Recordemos que un camino en X es una funcién continua v: I — X. Siv(0) =a y
(1) = b, decimos que 7y es un camino de a a b. Si a = b, decimos que v es un lazo basado
en a. Denotamos por e, el camino constante igual a a.

Definiciéon 17.4. Dos caminos «, 5 de a a b son homotdpicos con extremos fijos, y
escribimos « >, 3, si son homotépicos relativamente a {0, 1}, es decir, si existe H: I x I —
X continua con

H(t,0) = «(t), H(t,1)=p(t), H(0,s)=a, H(l,s)=0b.

Por la proposicion 17.2, o~, es una relacién de equivalencia. Denotamos por [a] la clase de
Q.

Definiciéon 17.5. Si a es un camino de a a by 8 es un camino de b a ¢, su yuztaposicion
es el camino de a a ¢

a(2t), 0<t<1/2,

(axB)(t) = {5(% —1), 1/2<t<1,

que es continuo por el lema 4.8. El camino inverso de a es a(t) = a(1 —t), que va de b a
a.

Lema 17.6 (Reparametrizacion). Sea v un camino y ¢: I — I continua con ¢(0) =0 y
(1) = 1. Entonces o ¢ >, .

Demostracion. H(t,s) = v((1 — s)e(t) + st) es una homotopia con extremos fijos de yo ¢
a . |

Proposiciéon 17.7. Sean a,a’ caminos de a a b, 8,5 caminos de b a ¢ y 0 un camino
de c a d.

(a) Siacy o ypoy f, entonces ax B oy of x5

(b) eq* ) a2 vk e

(c) axqyeq y ooy, ep.

(d) (a*f)*0~pax(Bx*0).

Demostracion. (a) Si H vade aa o’ y K vade 8 a (3, entonces (t,s) — (Hs x Ks)(t) es
una homotopia con extremos fijos de a * 8 a o * §; es continua por el lema 4.8.

(b) eq ¥ = o, con p(t) =0 para t <1/2y ¢(t) =2t — 1 para t > 1/2; se aplica el
lema 17.6. El otro caso es anélogo.

(c) La funcién
a(2t(1 - s)), t<1/2,

H{t,5) = {a((Q —ot)(1—s)), t>1/2,

es continua, vale ax & para s = 0, vale e, para s =1,y H(0,s) = H(1,s) = a. La segunda
afirmacion se obtiene aplicando la primera a a.

64



17.3. El grupo fundamental

(d) El camino a * (8% 0) recorre v, 3y 0 en los intervalos [0, 1], [3, 2] y [2, 1], mientras
que (a * 3) x 6 los recorre en [0, }1]7 [}1, ;] [2, 1]. Luego (ax 8) %0 = (ax (8x0)) oy,
donde ¢ es la funcién lineal a trozos que lleva [0, 1], [}, 1] v [3,1] sobre [0,1], [,2] ¥
[%, 1], respectivamente. Se aplica el lema 17.6. [ |

17.3 El grupo fundamental

Teorema 17.8. Sea X un espacio topoldgico y p € X. El conjunto m1(X,p) de las clases
de homotopia con extremos fijos de lazos basados en p, con la operacion

[ [B] = [evx 5],

es un grupo, con elemento neutro [e,] e inverso [a]™1 = [a]. Se llama grupo fundamental

de X en p.

Demostracion. La operacion estd bien definida por la proposicion 17.7(a), y los axiomas
de grupo son las afirmaciones (b), (c) y (d) de esa proposicién. [ |

Proposiciéon 17.9 (Cambio de punto base). Sea § un camino de p a q en X. La funcién

Bs: m(X,p) = m(X,q),  Bs([]) =[6% 0],

es un isomorfismo de grupos. En particular, si X es conero por caminos, los grupos
m1(X,p), p € X, son todos isomorfos, y escribimos simplemente 71 (X).

Demostracion. Por la proposicion 17.7, (5 esta bien definida y

Bs([a]) Bs([7]) = [0 ax G % G5y % 6] = [ % sy % 0] = B5([a][7])-
Ademas S5 es la inversa de f3s. [ |

El isomorfismo Ss depende en general del camino §, de modo que la identificacién
entre w1 (X, p) y m (X, q) no es canénica.

Proposicién 17.10 (Homomorfismo inducido). Sea f: X — Y continua yp € X. La
funcion

form(X,p) = m (Y, f(p),  f[W]) =1[fonl,
estd bien definida y es un homomorfismo. Ademds (go f)s = g« o fr y (idx)« = id. En
consecuencia, st f es un homeomorfismo, f. es un isomorfismo.

Demostracion. Si H es una homotopia con extremos fijos de o a 3, entonces f o H lo es
de foaa fof. Ademés fo (ax*xp) = (foa)x*(fof). Las identidades son inmediatas, y
si f es un homeomorfismo, (f~!). es la inversa de f,. [ |
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17.4. El grupo fundamental del circulo

17.4 El grupo fundamental del circulo

Recordemos que el argumento principal Arg: C — (—o00,0] — (—m,m) es continuo
(cjemplo 4.18) y que w = |w|e? A8,

Lema 17.11 (Argumento continuo). Sea 7y: [a,b] — C* continua. Eziste una funcion
continua 0: [a,b] — R tal que

v(t) = |y(t)| D para todo t € [a,b].

Si 0 es otra funcién con la misma propiedad, entonces &' — 6 es una constante de la forma
2nk, k € Z.

Demostracion. Sea m = min|y| > 0. Por continuidad uniforme, existe 6 > 0 tal que
|s — t| < ¢ implica |y(s) — ()] < m. Sea a =ty < t; < --- < t = b una particién con
tj — tj_l < 4. Parate [tj_l,tj],

‘ () ): [v(t) = v(tj-1)|
Y(tj-1) [v(tj-1)

de modo que v(t)/v(tj—1) estd en el semiplano {Rew > 0}, donde Arg es continuo.
Elegimos 6(a) con y(a) = |y(a)[e?® y definimos recursivamente

7(t)
V(tj-1)’
Como Arg1 = 0, las definiciones coinciden en los puntos t;, y 6 es continua por el lema 4.8.
Por induccion, y(t) = y(tj-1) - 1) Iy (t)|e®.

y(tj-1) —
')

<1,

0(t) = 0(tj—1) + Arg t € [tj-1,t;).

Si @' tiene la misma propiedad, e‘(? = 1, de modo que (0" — 0)/27 es una funcién
continua con valores en Z, y por lo tanto constante (corolario 9.3). [ |

Definicién 17.12 (Indice). Sea v: I — C* un lazo y # un argumento continuo de ~. El
indice de ~y es
(1) — 6(0)

27 '

Por el lema anterior, ind(y) no depende de la eleccién de 6, y es un ntimero entero
porque /() = ¢®(©) Intuitivamente, cuenta el nimero de vueltas que v da alrededor del

origen; si 7 es de clase C!, coincide con %m . dz—z.

ind(y) =

Lema 17.13. Sea H: I x I — C* continua tal que H(0,s) = H(1,s) para todo s, de
modo que cada vs = H(-,s) es un lazo. Entonces ind(7ys) no depende de s. En particular,
lazos homotdpicos con extremos fijos en C* tienen el mismo indice.

Demostracién. Sea m = min|H| > 0. Por continuidad uniforme existe n > 0 tal que
|s — §'| < n implica |H(t,s") — H(t,s)| < m para todo t. Fijemos s,s" con |s — /| < n.
Como antes, w(t) = H(t,s')/H(t,s) estd en el semiplano {Rew > 0} para todo ¢. Si 6;
es un argumento continuo de s, entonces 65 + Argw es un argumento continuo de vy, y
como w(0) = w(1),

2mind(vy) = 0s(1) + Argw(1) — 05(0) — Argw(0) = 27w ind(~s).
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17.4. El grupo fundamental del circulo

Asi, la funcién s — ind(7s) es localmente constante; en particular es continua y con valores
enteros en el conexo I, luego es constante. [ |

Lema 17.14. Si a y 8 son lazos en C* basados en el mismo punto, entonces ind(a* 3) =

ind(c) + ind ().

Demostracion. Sea 0, un argumento continuo de a. Como £(0) = a(1), podemos elegir un
argumento continuo 63 de /5 con 03(0) = 6,(1). Entonces la funcién que vale 6,(2t) para
t<1/2y6g(2t —1) parat > 1/2 es un argumento continuo de o * 8, y 2wind(a * ) =
05(1) — 0,(0) = 2mind(a) + 27 ind(3). [ |

Teorema 17.15. La funcién ind: 71(S*,1) — Z, [y] — ind(y), es un isomorfismo. En
particular 7 (S') = Z.

Demostracion. Por los dos lemas anteriores, ind estd bien definido y es un homomorfismo.
Es sobreyectivo: el lazo wy(t) = €™ tiene argumento continuo 27nt e indice n. Es
inyectivo: sea v un lazo en S! basado en 1 con ind(y) = 0, y sea @ su argumento continuo
con 6(0) = 0. Entonces #(1) =0y

H(t, S) _ ez‘(l—s)@(t)

es una homotopifa con extremos fijos en S' de v = €% al lazo constante e;, pues H (0, s) =
H(l,s)=1. [ |

Corolario 17.16. La inclusion S* — C* no es homotdpica a una funcion constante.

Demostracion. Si G: S x I — C* fuese una homotopia de la inclusién a una constante,
entonces H(t,s) = G(e?™, s) satisfarfa las hipétesis del lema 17.13, con H(-,0) = w; de
indice 1 y H(-,1) constante, de indice 0. [ |
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CAPITULO 18

Equivalencias homotdépicas

18.1 El grupo fundamental de un producto

Proposicion 18.1. Sean X, Y espacios topoldgicos, p € X, q € Y, y sean wx, wy las
proyecciones de X XY . La funcion

(X XY, (p,q) = m(X,p) xm(Y,q), = ((mx)[] (v )« [0),

es un isomorfismo.

Demostracion. Es un homomorfismo por la proposicion 17.10. Todo lazo en X X Y es de
la forma v = (a, 8), con @« = Tx oy y f = my o (proposicion 4.19). Es sobreyectivo,
pues [(a, B)] se aplica en ([, [5]). Es inyectivo: si H es una homotopia con extremos fijos
de avaey,y K loesde [ aeg entonces (H, K) es una homotopia con extremos fijos de

(a, ﬂ) a €(p,q)- |

Ejemplo 18.2. Por el teorema 17.15, w1 (S! x S') 2 Z x Z.

18.2 Equivalencias homotdpicas

Definicion 18.3. Una funcién continua f: X — Y es una equivalencia homotdpica si
existe g: Y — X continua tal que go f ~idx y fog ~idy. En tal caso decimos que X e
Y tienen el mismo tipo de homotopia.

Lema 18.4. Sean h,k: X — Y continuas, H una homotopia de h a k yp € X. Sea
0(t) = H(p,t), que es un camino de h(p) a k(p). Entonces

ki = Bs o hy: T (X, p) = m(Y, k(p)).

Demostracion. Sea v un lazo en X basadoenpy F:Ix 1 — Y, F(t,s) = H(v(t),s).
En el cuadrado I x I consideremos los caminos a(t) = (¢,0), b(s) = (1,s), ¢(s) = (0,s) y
d(t) = (t,1). Los caminos a * b y ¢ * d van ambos de (0,0) a (1,1) en el convexo I x I,
luego son homoto6picos con extremos fijos mediante una homotopia lineal. Aplicando F, y
observando que Foa=ho~vy, Fob=Foc=43y Fod= ko, obtenemos

(hov)*d=pdx (ko)
es decir, [k o] = [0 * (h o) x 6] = Bs(h[Y]). |

Corolario 18.5. Si h: X — X es homotopica a la identidad, entonces hy: w1 (X,p) —
m1(X, h(p)) es un isomorfismo.
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18.3. Retracciones y espacios simplemente conexos

Demostracién. Aplicando el lema con k = idx y una homotopia de h a idx, se obtiene
id = 85 o hy, de modo que h, = ﬁé_l. [ |

Teorema 18.6. Si f: X — Y es una equivalencia homotdpica y p € X, entonces
fer m(X,p) = m (Y, f(p)) es un isomorfismo.

Demostracidn. Sea g como en la definicién y pongamos ¢ = f(p), o' = g(q), ¢ = f(p').
Por el corolario 18.5, aplicado a go f ~idx y a f o g ~ idy, los homomorfismos

(go fl« =gio fi: m(X,p) = m(X, D), (fog)s=feoge:m(Y,q) = m(Y,q)

son isomorfismos (en la segunda composicion, f, estd calculado en p’). De la primera se
sigue que g.: m1(Y, q) — m (X, p’) es sobreyectivo, y de la segunda que es inyectivo. Luego
g« es un isomorfismo, y f. = (g«) "' o (g o f)« también. [ |

18.3 Retracciones y espacios simplemente conexos

Definiciéon 18.7. Sea A C X. Una funcién continua r: X — A es una retraccion si
rla = ida; en tal caso decimos que A es un retracto de X. Una retraccién r es una
retraccion por deformacidn si existe una homotopia H: X x I — X con Hy =idx, Hy =r
y Hi|a =idy para todo t € I.

Proposicion 18.8. §i r: X — A es una retraccion por deformacion, la inclusion
i: A = X es una equivalencia homotépica. En particular, i.: m1(A,a) — m(X,a) es
un isomorfismo para todo a € A.

Demostracion. roi=1idg eior = Hy ~ Hy = idx. [ ]

Ejemplo 18.9. (a) C* y el anillo {1 < |z| < 2} se retraen por deformacién sobre S!
mediante H(z,t) = (1 —t)z + tz/|z|. Luego 71 (C*) = m(S!) = Z.

(b) R™, y mas generalmente todo convexo C' C R", se retrae por deformacién sobre
cualquiera de sus puntos ¢ mediante H(x,t) = (1 — t)x + tc. Luego m1(C) es trivial.

(c) La cinta de Mébius M = A/~ (definicién 8.16) se retrae por deformacién sobre su
alma, la imagen a del segmento [0, 1] x {0}, que es una circunferencia. En efecto,
la homotopia ((z,y),t) — (x,(1 — t)y) de A es compatible con la identificacién
(0,y) ~ (1, —y), e induce una homotopia en M. Esta es continua porque AxI — M xI
es una aplicacién cociente: es continua y sobreyectiva, A x I es compactoy M x I
es de Hausdorff, pues M es homeomorfo a un subespacio de RP? (proposicion 8.18).
Asi, m (M) = Z, generado por la clase del alma.

Definicién 18.10. Un espacio X es simplemente conezo si es conexo por caminos y m1(X)
es trivial. Es contrdctil si idx es homotdpica a una funcién constante.

Todo espacio contrictil es simplemente conexo: si H es una homotopia de idx a la
constante ¢, cada x € X se conecta con ¢ mediante ¢t — H(z,t), y la inclusion {c¢} — X es
una equivalencia homotépica, de modo que 71 (X, ¢) = m({c}, ¢) es trivial. Por el ejemplo
anterior, los convexos de R™ son contractiles y, por lo tanto, simplemente conexos.
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18.4. Las esferas de dimensién mayor que uno

18.4 Las esferas de dimensién mayor que uno

El resultado siguiente es la primera mitad del teorema de Seifert-van Kampen del
préximo capitulo.

Lema 18.11. Sea X = AU B con A, B abiertos y AN B conexo por caminos, y sea
p € AN B. Entonces todo lazo v en X basado en p es homotdpico con extremos fijos a
una yurtaposicion 1 x - - - x . de lazos basados en p, cada uno contenido en A o en B.

Demostracién. Los abiertos v~ 1(A) y v~ 1(B) cubren el compacto I. Por el lema 7.20,
existe una particion 0 =tg < t; < --- <ty =1 tal que cada y([t;_1,t;]) estd contenido en
A o en B. Uniendo intervalos consecutivos cuyas imagenes estan en el mismo conjunto,
podemos suponer que las imégenes estan alternadamente en A y en B. Entonces cada
punto p; = y(t;), 0 < j < k, estd en AN B, y como este conjunto es conexo por caminos,
existe un camino 0; en AN B de p a p;. Sea o; el camino 7| ¢;) reparametrizado en I.
Los lazos

j—1,

m=01%01, y=01x02%xb0, ..., Yp=04_1%0

estan basados en p, cada uno esta contenido en A o en B, y por la proposicion 17.7 y el
lema 17.6,

Y1k kY D O K- kO 22 Y. u
Teorema 18.12. Para n > 2, la esfera S™ es simplemente conezxa.

Demostracion. Ya sabemos que S™ es conexa por caminos. Sean N = (0,...,0,1) y
S = —N, y consideremos los abiertos A =S" — {N} y B =S" — {S}. Por la proyeccién
estereografica, A y B son homeomorfos a R", luego simplemente conexos. La interseccién
ANB =8S"—{N,S} es homeomorfa a R™ — {0}, que es conexo por caminos porque
n > 2 (ejemplo 9.13). Sea p € AN B y ~ un lazo basado en p. Por el lema anterior,
v ~p Y1k -k con cada vy, contenido en A o en B. Como A y B son simplemente
conexos, cada 7; es homotépico con extremos fijos a ep, y por lo tanto v ~, e). |

Para n = 1 el argumento falla precisamente porque S' — {N, S} no es conexo; y en
efecto 71 (S') = Z.
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CAPITULO 19

El teorema de Seifert-van
Kampen

19.1 Grupos libres y presentaciones

Sea S un conjunto. Una palabra en S es una sucesién finita s7's5?---s&* con s; € S
y € € {1,—1}; la palabra vacia se denota 1. Una palabra es reducida si no contiene dos
simbolos consecutivos de la forma s¢s~¢. Toda palabra se reduce, cancelando sucesivamente
tales pares, a una unica palabra reducida. El grupo libre (S) generado por S es el conjunto
de las palabras reducidas, con la operaciéon que consiste en yuxtaponer dos palabras y
reducir el resultado. Se verifica que es un grupo, con neutro la palabra vacia e inverso
(874 s5n)7t =g sT° (vbase [6, §69]). Por ejemplo, (a) = Z, y (a,b) es el grupo
libre generado por dos elementos.

Proposicién 19.1 (Propiedad universal). Sea G un grupo y ¢: S — G una funcidn.
Eziste un dnico homomorfismo ¢: (S) — G que extiende a ¢, a saber, p(s7* -+ s5r) =
p(s1)% -~ @(sn)*

Si R es un subconjunto de un grupo F, el subgrupo normal generado por R, que
denotamos ((R)), es el menor subgrupo normal de F' que contiene a R; estd formado por
los productos finitos de elementos de la forma grg=' y gr—'g ! cong € F y r € R.

Definicién 19.2 (Presentacion). Sea S un conjunto y R C (S). El grupo presentado por
los generadores S y las relaciones R es

(S| R) = (S)/{(R)).
Decimos que un grupo G tiene la presentacién (S | R) si G = (S | R).

Intuitivamente, en (S | R) las relaciones funcionan como reglas de simplificacién: dos
palabras representan el mismo elemento si y s6lo si se puede pasar de una a otra insertando
o eliminando palabras de la forma r*!, r € R,y pares s°s7°. Si R = {ry,..., 7} escribimos

(S| 71,...,7m), y a veces escribimos una relacién r = 1 en la forma u = v si r = uv 1.

Proposicién 19.3. Sea G un grupo y ¢: S — G una funcion tal que ¢(r) =1 para todo
r € R. Entonces existe un unico homomorfismo (S | R) — G que envia la clase de cada
s€ S en p(s).

Demostracion. El ntcleo de ¢ es un subgrupo normal que contiene a R, luego contiene a
((R)), y ¢ induce el homomorfismo buscado en el cociente. La unicidad se debe a que las
clases de los s € S generan (S | R). [ |
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19.2. Productos libres y productos amalgamados

Proposicion 19.4. Todo grupo admite una presentacion.

Demostracion. Sea G un grupo. Tomando S = G y ¢ = id, la propiedad universal da
un homomorfismo ¢: (G) — G, que es sobreyectivo. Si R = ker ¢, entonces ((R)) = Ry
G=(G)/R=(G|R). [ |
Ejemplo 19.5. (a) Z=(a|)y Z/nZ = {(a|a").

(b) Z2 = (a,b| aba='b~1). En el grupo G = (a,b | aba~'b~1) los generadores conmutan,
luego G es abeliano y todo elemento es de la forma a™b™. Por la proposicion 19.3
existe un homomorfismo G — Z? con a + (1,0) y b + (0,1), que envia a™b" en
(m,n); es sobreyectivo, y es inyectivo porque (m,n) = 0 implica m =n = 0.

19.2 Productos libres y productos amalgamados

Definicién 19.6 (Producto libre). Sean G = (S¢ | Rg) y H = (Suy | Ru) grupos

presentados con Sg N Sy = 0. El producto libre de G y H es

G+ H = (SegUSH | RgU Rpy).

Por la proposicion 19.3, hay homomorfismos canénicos jo: G — GxH y ji: H — G*xH,
y G x H esta generado por jg(G)U jg(H). Ademés, G * H tiene la siguiente propiedad
universal, que muestra que no depende de las presentaciones elegidas: dados homomorfismos
p:G— K yy: H— K, existe un tnico homomorfismo ®: Gx* H - K con Pojg=¢py
® o jyg = 1. Por ejemplo, Z «Z = (a,b | ) es el grupo libre generado por dos elementos.

Definiciéon 19.7 (Producto amalgamado). Sean tg: K — G e tfy: K — H homomorfis-
mos de grupos. El producto amalgamado de G y H sobre K es

Gex H=(GxH)/N,  N={{icck)inluak) " ke K})).

Lema 19.8. Si K estd generado por un conjunto C, entonces

N = ({jetc(0)) ju (@)™ c € C).

En consecuencia, si G = (Sq | Rg) y H = (Su | Ru), y para cada ¢ € C elegimos palabras
uc en Sg y ve en Sy que representan vg(c) e vg(c), entonces

Gxx H=(SqUSy | ReURy U{uw,':ceC}).

Demostracion. Escribamos x(k) = ja(ta(k)), y(k) = ju(tu(k)) y No para el subgru-
po normal del enunciado. Claramente No C N. El conjunto de los & € K tales que
x(k)y(k)~! € N¢ contiene a C'y es un subgrupo, pues

z(kk) y(kk') ™! = (k) [2(K )y (K) " a(k) ™ - [z(k)y(k) "],
ek~ )y = a(k) 7 p(k)y (k)] w(k).

Luego es todo K, y N C N¢. La dltima afirmacion se sigue de la definicion de G« H y
de que el cociente de un grupo presentado por el subgrupo normal generado por nuevas
relaciones se obtiene agregando esas relaciones a la presentacion. [ |
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19.3. El enunciado

19.3 El enunciado

Teorema 19.9 (Seifert-van Kampen). Sea X = AU B, donde A y B son abiertos de
X y A, By AN B son conexos por caminos. Sea p € AN B, y sean is: ANB — A,
ip: ANB — B, ka: A— X ykp: B— X las inclusiones. Entonces el homomorfismo

: m(A,p) * 11 (B, p) = m1(X,p)

inducido por (ka)« y (kp)s« es sobreyectivo, y su nicleo es el subgrupo normal generado
por los elementos ia«(w)ip«(w)™!, w € T (AN B,p). Es decir,

™ (Xap) = WI(A7p) *711(ANB,p) Wl(va)'

En términos de presentaciones: si w1 (A,p) = (Ca | Ra), m(B,p) = (Cp | Rp), con
CanCp =10, ym (AN B,p) estd generado por C, entonces

m1(X,p) = (CAUCB | RAURBUR,), R, = {ia(0)ip.(0)"':0 € C},
donde i4.(0) y ip«(0) se escriben como palabras en C4 y en Cp, respectivamente.

La idea es que 71 (X, p) no tiene mas relaciones que las que provienen de cada parte,
mas las que se obtienen al igualar las expresiones, en A y en B, de cada generador de
m1(A N B,p). La versién con presentaciones se sigue de la primera y del lema 19.8. La
demostracién se encuentra en la seccién 19.5.

Corolario 19.10. En las condiciones del teorema:

(a) si AN B es simplemente conexo, 71 (X,p) = w1 (A, p) *xm1(B,p);
(b) si B es simplemente conexo, m1(X,p) = m1(A,p)/{((iasm1 (AN B,p))).

19.4 Aplicaciones

Ejemplo 19.11 (La figura ocho). Sea X = C; UCy C C, donde C; ={|z+1| =1}y
Cy = {|z — 1| = 1} son circunferencias que se cortan sélo en 0. Sean A = X — {2} y
B = X — {—2}, que son abiertos de X. El conjunto Cy — {2} = {1 +¢®:0 < ¢ < 27} es
homeomorfo al intervalo (0, 27), y la homotopia H(14 ¢, t) = 14 ¢/((1=D9+t7) |o contrae
sobre el punto 0 = 1 + €™, que queda fijo. Extendiendo H por la identidad en C; (los dos
cerrados C7 y Cy — {2} de A se cortan sélo en 0, y se aplica el lema 4.8), vemos que A
se retrae por deformacién sobre €. Del mismo modo B se retrae por deformacién sobre
Cy,y ANB = X — {2,—2} se retrae por deformacién sobre {0}. Asi m1(A,0) = Z estd
generado por el lazo a que recorre Cy, m1(B,0) = Z esté generado por el lazo b que recorre
Cs, y AN B es simplemente conexo. Por el corolario 19.10,

m(X)=ZZ*Z = (a,b|)

es el grupo libre generado por dos elementos. El mismo argumento se aplica a cualquier
espacio formado por dos circunferencias que se cortan en un tinico punto.
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19.4. Aplicaciones

Figura 19.1: La figura ocho. Los abiertos A = X —{2} y B = X —{—2} se retraen por deformacién
sobre las circunferencias recorridas por a y por b.

Ejemplo 19.12 (El toro perforado y el toro). Sea T' = A/~ el toro del ejemplo 8.5,
con A =[0,1]2 y p: A — T la proyeccién, y sea ¢ = p(m) con m = (% l) La imagen
W = p(OA) es la unién de dos circunferencias a = p([0,1] x {0}) y b = p({0} x [0,1])
que se cortan en un unico punto v = p(0,0); por el ejemplo anterior, w1 (W, v) es libre,
generado por los lazos a y b.

T — {c} se retrae por deformacion sobre W. La proyeccién radial desde el centro
r(z) = m+ Mame leva A — {m} sobre 0A, y H(z,t) = (1 — t)x + tr(z) es una
homotopia en A — {m} que fija JA; por lo tanto es compatible con ~ e induce una
homotopfa H en T — {c}. Para ver que H es continua, sea A, = {z € A : ||l — m|o > €},
que es compacto e invariante por H. La aplicacién A, x I — p(A.) x I es continua y
sobreyectlva de un compacto en un espacio de Hausdorff, luego es una aplicacién cociente,
y H es continua en p(A.) x I. Como los interiores de los p(A.) cubren T — {c}, H es
continua. Por lo tanto m (T — {c}) = (a,b | ) es libre de rango dos.

El toro. Sea B la imagen del disco abierto {[|lz — m| < 1}, que es un abierto de
T homeomorfo a un disco y, por lo tanto, simplemente conexo, y sea A = T — {c}.
La interseccién A N B es un disco perforado, que se retrae por deformacién sobre una
circunferencia o alrededor de ¢, de modo que w1 (A N B) = Z esta generado por o. La
retraccion del parrafo anterior lleva o sobre el lazo que recorre A, que en W es aba™'b~
Por el lema 18.4, en 7 (A, p), con p € AN B, la clase de ¢ es conjugada de aba~'b~! (con
a y b transportados a p por un camino fijo), y los conjugados generan el mismo subgrupo
normal. Por el corolario 19.10(b),

71(T) = (a,b | aba= b1 = 72,

de acuerdo con el ejemplo 18.2.

b (@) b

a

Figura 19.2: El toro perforado se retrae por deformacion, radialmente desde el centro, sobre la
imagen W del borde del cuadrado. La circunferencia ¢ alrededor del agujero se deforma en el lazo
aba=1b~t.
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19.5. Demostracién del teorema de Seifert-van Kampen

Ejemplo 19.13 (EI plano proyectivo). Sea f: S? — RP? la aplicacién cociente. Conside-
remos los abiertos de RP?

D=f({z>1}), M =[f({lzl<3}.

Como en la demostracion de la proposicion 8.18, f es inyectiva en {z > %}, de modo que
D es homeomorfo a un disco abierto y es simplemente conexo; M’ es una cinta de Mobius
abierta, que se retrae por deformacién sobre su alma a = f({z = 0}) (la continuidad de la
retraccién se verifica como en el ejemplo 19.12; usando las bandas compactas {|z| < ¢} con
c< %), y asi m(M') 2 Z estd generado por a; y DN M' = f({% <z< %}) es un anillo
abierto, cuyo grupo fundamental estd generado por la imagen o de una circunferencia z = c,
% <c< % Con la parametrizacién ¢(0,t) de la proposicién 8.18, o recorre primero los
puntos f(¢(6,c¢)), 0 <0 <,y luego, como f(¢(0,c)) = f(¢(0 — 7, —c)) para m < 0 < 2,
los puntos f(¢(¢',—c)), 0 < ¢ < 7. La homotopia ((6,t),s) — (6, (1 — s)t) (usando la
misma férmula de ¢ para 6 € [0, 27]) lleva cada una de estas dos mitades sobre una vuelta
completa del alma; por el lema 18.4, y como 71(M’) es abeliano, o corresponde a a? en
m1(M'). Como o es trivial en D, el corolario 19.10(b) da

71 (RP?) 2 (a | a®) = Z/27.
En particular, RP? no es simplemente conexo, y no es homeomorfo a S?.

Ejemplo 19.14 (El bitoro). La superficie S de género dos se obtiene pegando dos toros
perforados a lo largo de sus bordes. Asi, S = AU B, donde A y B son abiertos que se
retraen por deformacién sobre toros perforados y AN B es un anillo abierto, cuyo grupo
fundamental estd generado por una circunferencia ¢ que rodea la regiéon de pegado. Por
el ejemplo 19.12) w1 (A) = {(a,b | ) y m1(B) = (¢,d | ) son libres, y salvo conjugacién
o corresponde a aba~'b~! en A y a (cdc™'d™')~! en B, pues las dos mitades inducen
orientaciones opuestas en o. Reemplazando a, b por gag~!,gbg~' v ¢, d por hch™', hdh™!
para elementos g, h adecuados, que siguen siendo bases libres de 71 (A) y de 71 (B), podemos
suponer que o corresponde exactamente a aba 167! y a (cde1d~1)7L. Por el teorema 19.9,

71(S) =2 (a,b,c,d | aba b Lede dY).

19.5 Demostracion del teorema de Seifert-van Kampen

Sean G4 =71(A,p), Gp =71 (B,p) y ®: G4 * Gp — 71 (X, p) como en el enunciado.
Sea N el subgrupo normal de G 4 * G generado por los elementos j4(i4.w) jB(ipsw) !,
wem(ANB,p),y Q= (GaxGp)/N.

N estd contenido en el nicleo de ®. Como kg oi4 = kg oip es la inclusiéon de AN B
en X se tiene ®(j4(i4:w)) = (ka)siasw = (kB)sipsw = ®(jp(ipsw)). Luego ® induce un
homomorfismo ®: Q — 7 (X,p), y el teorema equivale a que ® sea un isomorfismo.

® es sobreyectivo. Por el lema 18.11, todo lazo «y basado en p satisface y o~ 1 %+ - -7,
con cada v; un lazo basado en p contenido en A o en B. Asi, [y] es el producto de las
imagenes por ® de las clases [y;] € G4 o GpB.

Notacion. Si U € {A, B} y « es un lazo basado en p contenido en U, denotamos por
(a)y € @ la imagen en @ de la clase de « en 71 (U, p). Se tiene:

(1) si @~ & en U, entonces (a)y = (&')y;
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19.5. Demostracién del teorema de Seifert-van Kampen

(1) (ax By = (v{Blu;

(1) si a estd contenido en AN B, entonces ()4 = (a)p, por la definicién de N;
(1v) ®({e)vr) = la] € mi(X, p).

Lema 19.15. Sean a1,...,a y B1,...,0; lazos basados en p, con cada oy contenido en
U; € {A,B} y cada 5 contenido en Vj € {A,B}. Si o %~ %oy ~p Pr*---x ) en X,
entonces

(a)u, - (aw)u, = (B)vi - By, en Q.

Aqui aq * - - - x ay denota el lazo que recorre a; en el intervalo [%, %], por el lema 17.6,
es homotodpico con extremos fijos a cualquier otra forma de agrupar la yuxtaposiciéon.

El lema implica que ® es inyectivo. Como G4 * Gp esta generado por las imagenes
de G4y G, todo z € Q es de la forma z = (a;)y, -+ - (ax)v,. Si ®(x) = 1, entonces
ap -k ap ~pe, en X,y el lema, aplicadoconl =1y 1 =ep, daz = (ep)a = 1.

B

~
m

Vr—1

(07

Figura 19.3: La cuadricula de la demostracion del lema 19.15. La poligonal 7,_1 separa los
rectdngulos sombreados en celeste (R1,..., R,_1) de los demds; -, se obtiene de ella reemplazando
los lados izquierdo e inferior de R, por los lados superior y derecho.

Demostracion del lema 19.15. Sea F: I x I — X una homotopia con extremos fijos de
a=ay*x--*xqp (ens=0)a =01 %---xF (en s = 1); asi F(0,s) = F(1,s) = p.
Por el lema 7.20, aplicado al cubrimiento {F~1(A), F~*(B)} del compacto I x I, existen
particiones

O=xp<m1 < - <xpy =1, O=yw<y < - <yp=1,

tales que cada rectdngulo R = [x4—1,%q] X [yp—1,ys] es aplicado por F en A o en B;
podemos suponer que los puntos i/k y j/l estan entre los z,. A cada rectdngulo R le
asignamos una etiqueta U(R) € {A, B} con F(R) C U(R).

Caminos auxiliares. Para cada vértice v de la cuadricula, sea L(v) la interseccién de
las etiquetas de los rectangulos que contienen a v, y si v = (z4,0) con % < xy < %,
intersequemos ademds con U;; andlogamente en el lado superior con los V;. En todos los

casos L(v) es A, B o AN B, es conexo por caminos, contiene a p y contiene a F'(v). Si
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19.5. Demostracién del teorema de Seifert-van Kampen

F(v) = p porque v esta en los lados verticales del cuadrado o es uno de los puntos (i/k,0),
(7/1,1), tomamos g, = ep; en los demds casos elegimos un camino g, de p a F'(v) contenido
en L(v).

Aristas. Para cada arista e de la cuadricula, recorrida de un vértice v a un vértice w,
sea F, el camino F restringido a e y parametrizado linealmente, y sea A\e = g, * Fe * Gy,
que es un lazo basado en p. Si R es un rectangulo que contiene a e, entonces A, esta
contenido en U(R). Definimos (e) = (Ae)y(r); esto no depende de R, pues si e estd en dos
rectangulos con etiquetas distintas, A\ estd en A N By se aplica (iii). Si e estd en un lado
vertical del cuadrado, A, es constante y (e) = 1.

Las poligonales ~,. Numeremos los rectangulos Ry, ..., Ry, por filas, de abajo hacia
arriba y, en cada fila, de izquierda a derecha. Para 0 < r < mn, sea , la poligonal formada
por aristas de la cuadricula que separa Ry,..., R, de los demés rectangulos, recorrida de
izquierda a derecha y bajando cuando es necesario, completada con aristas de los lados
verticales del cuadrado para que empiece en (0,0) y termine en (1,0). Si eq,...,eq son
sus aristas en orden, definimos V(v,) = (e1) --- (eq) € Q. Asi, v es el lado inferior del
cuadrado y 7, recorre el lado izquierdo, el lado superior y el lado derecho.

V(vr-1) =V (v). Sea R =R, y U =U(R). Las poligonales ~,_1 y 7, s6lo difieren en
que un arco del borde de R, formado por lados de R y que va de un vértice v a un vértice
w de R, se reemplaza por el arco complementario de R, que también va de v a w. (Si R
no esta en la primera columna, ~,_; recorre el lado izquierdo de R hacia abajo y luego
su lado inferior, y 7, recorre el lado superior y luego el lado derecho hacia abajo.) Sean
€1,...,esy €],...,e., las aristas de ambos arcos. Usando U como etiqueta para todas
ellas y cancelando los factores g * g en los vértices intermedios mediante homotopias en U,
se obtiene

Aey * 500 % Aoy 2 Go * F1 % Gy, )\6/1*---*/\6// ~p G ¥ Fo % gy
S

en U, donde F} y F5 son las imagenes por F' de los dos arcos. Estos arcos son caminos
con los mismos extremos en el convexo R, luego homotépicos con extremos fijos en R, y
por lo tanto Fy ~, F» en F(R) C U. Por (i) y (ii), (e1) --- (es) = (€}) --- (€},), y como las
demas aristas son comunes a v,_1 y v, se sigue la igualdad.

V() = (o1)v, -+ (ak)u, . Sean ey, ..., e, las aristas del lado inferior contenidas en
(52, 4] x {0}. Por la eleccién de los gy, cada A, estd contenido en Uj, y por (iii) podemos
calcular (e;) = (A¢,)u,. Cancelando los factores g * g intermedios dentro de U;, y como
los g, de los extremos son constantes, A¢, * - - - * Ao, es homotdpico con extremos fijos en
U; a una reparametrizacién de «;. Por (i) y (ii), (e1) - - - (es) = (a;)y;. Del mismo modo,
V(Ymn) = (B1)vy - - - (B1)v;, pues las aristas de los lados verticales contribuyen con el factor
1.

Combinando los tres pasos, (a1)v, - - - (ax)u, = V(0) =V (Yn) = Bi)vy -+ (Bi)y;. A
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