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Prefacio

Estas notas rednen, corrigen y completan el material del curso de Procesos
FEstocdsticos dictado en la Pontificia Universidad Catolica del Perti durante
el semestre 2023-2. El texto original estaba repartido en seis documentos
independientes —escritos, en su mayor parte, en tiempo real durante las
clases— que se solapaban parcialmente y que usaban convenciones de notaciéon
distintas. Esta edicién los unifica en un solo hilo argumental.

Qué contiene

El curso recorre, en cuatro etapas, el camino que va de la esperanza
condicional hasta la férmula de Black—Scholes:

= Parte I — Martingalas a tiempo discreto. La esperanza condicional
como objeto central, las martingalas y sus teoremas de convergencia, la
integrabilidad uniforme, los tiempos de parada y las desigualdades de
Doob. Es el ntcleo técnico del curso.

= Parte II — Aplicaciones en finanzas. Mercados a tiempo discreto
con {) finito: arbitraje, probabilidades martingala equivalentes, los dos
teoremas fundamentales, valoracién y cobertura de derivados, y opciones
americanas via la envolvente de Snell. Toda la Parte II es, literalmente,
la Parte I traducida al lenguaje del mercado.

= Parte III — Procesos a tiempo continuo. El espacio de trayectorias
cadlag, el proceso de Poisson (construido de dos maneras distintas),
las propiedades de Markov débil y fuerte, los procesos Gaussianos y el
movimiento Browniano.

= Parte IV — Calculo estocastico. Material nuevo, no cubierto en las
notas originales: martingalas a tiempo continuo y variacién cuadratica, la
construccién de la integral de Itd, la formula de 1t6, ecuaciones diferencia-
les estocasticas, el teorema de Girsanov y, como cierre, la deduccion de la
formula de Black—Scholes —que es la Parte II llevada al limite continuo.
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Qué se cambio respecto de las notas originales

1. Notacién unificada. Las notas originales alternaban entre ¥, y %,
para las filtraciones, entre LP y LP, entre () y Q para la probabilidad de
riesgo neutro, entre 15 y 65 para los operadores de traslacién, y usaban
o simultdaneamente como tiempo de parada, como o-algebra generada
y como volatilidad. El cuadro de notacién fija una tnica convencion,
respetada en todo el texto.

2. Errores matematicos corregidos. Se corrigieron, entre otros: la hipote-
sis de los teoremas de convergencia (es sup,, E[| X, |] < oo, no E[|X,|] < oo
para cada n, que es parte de la definicién); la caracterizacién de la inde-
pendencia de un vector Gaussiano (matriz de covarianzas diagonal, no la
identidad); la suma de Gaussianas (requiere independencia); la recursion
de la envolvente de Snell; el enunciado del lema A C Bg; varios signos

en desarrollos de E[(X: — X;)?] y de E[|Xt+h — Xt|2}; y la direccién de
varias inclusiones y complementos. Las correcciones no se sefialan en el
texto: simplemente el enunciado que aparece es el correcto.

3. Demostraciones completadas. Varias pruebas estaban esbozadas o
interrumpidas. Se completaron, en particular, el teorema de muestreo op-
cional, la desigualdad LP de Doob, la construccién de la medida aleatoria
de Poisson y la propiedad de Markov fuerte.

4. Figuras rehechas en TikZ. Todas las figuras (antes imédgenes ras-
terizadas) se redibujaron vectorialmente, y se aniadieron varias nuevas:
trayectorias simuladas, el arbol binomial, diagramas de pago, el principio
de reflexion, la construccién de la integral de It0.

5. Redundancias eliminadas. El material que aparecia dos o tres veces
en documentos distintos (esperanza condicional, martingalas, mercados)
se fusion6 conservando la versién méas completa de cada enunciado y de
cada demostracién.

Como leer estas notas

Los capitulos 1-5 son prerrequisito de todo lo demés. Un lector interesado
unicamente en finanzas puede pasar de la Parte I directamente a la Par-
te II y luego al capitulo 18. Un lector interesado en el célculo estocastico
puede leer la Parte I, saltar la Parte I, y seguir por capitulo 12, 13 y la
Parte IV; el capitulo 10 sobre el proceso de Poisson es independiente de
la Parte IV, pero el capitulo 9 (trayectorias cadlag y tiempos opcionales)
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si se usa después.

Referencias

El tratamiento de martingalas a tiempo discreto sigue de cerca a Durrett
y a Williams; la Parte II, a Lamberton-Lapeyre y Shreve; la Parte III y IV,
a Le Gall y a Revuz—Yor. La bibliografia completa esta al final.

Lima, 2023-2



Notacion y convenciones

A lo largo de todo el texto se usan las convenciones siguientes. Salvo
mencion explicita, (2,.%,P) denota un espacio de probabilidad fijo.
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Notacion

Espacios y o-algebras

(Q, #,P)
G,
(yn)nGZM (yt
F oo

espacio de probabilidad.
sub-o-algebras genéricas de .Z#.

filtraciones (discreta y continua).

J(Un ﬁn)

Ty Pyt J(Us<ti¢8) y ms>t95'

F o-algebra de los sucesos anteriores al tiempo de parada
T.

o(Z), o(Z,W) o-élgebra generada; o(Z)V o(W) = o(o(Z) Ua(W)).

“Z ey abuso cémodo de lenguaje por “Z es ¥-medible”.

PBE borelianos de F; escribimos Br, PBpa-

LP(Q, Z,P) {X : E[|X|"] < oo}; siempre LP, nunca LP.

Dg, Cs trayectorias cadlag (resp. continuas) de [0,00) en S.

X proceso canénico X(a) = a(t) sobre Dg o Cg.

0 operador de traslacién: (0;)(s) = a(t+s). (En las par-
tes IIT y 1V, 6 designa también la velocidad de reversion
de un Ornstein—Uhlenbeck y el precio de mercado del
riesgo; el contexto lo distingue sin ambigiedad.)

Probabilidad

P, E probabilidad y esperanza de referencia.

Q, Eg probabilidad martingala equivalente (PME) y su espe-
ranza.

P, E. ley del proceso iniciado en x, y su esperanza.

W medida de Wiener sobre Cg.

E[X |¥] esperanza condicional.

E[X ; A] abreviatura de E[X14] = [, X dP.

14 funcién indicadora de A.

c.s. casi seguramente (con probabilidad 1).

X1l¥9 o(X) y ¢ son independientes.

N(m,o?), Poiss(\),

leyes normal, de Poisson y exponencial.

Exp(})
p
LN L7 L—>, convergencia c.s., en probabilidad, en L?, en ley.
ley
Procesos
M,, X, martingala / proceso genérico a tiempo discreto.
T, p tiempos de parada (siempre 7 < p cuando se comparan).
XII
X7 proceso detenigio, X7 = Xpnr-
T, proceso predecible (I';, es .#,,_1-medible); estrategia.
(T-M), > oneq Di(My — My_1), también escrito [;' T dM.
Uas ndmero de upcrossings de [a, 5] hasta el instante n.
Ny proceso de Poisson; &, tiempos entre saltos, J, = & +

Bta Wt

et &
movimientos Brownianos.



Notacion

Tres convenciones que conviene tener presentes

1. “Positivo” significa > (0. Cuando decimos que una submartingala

es positiva queremos decir X,, > 0; si hace falta excluir el cero lo
diremos explicitamente.

2. inf ) = +o0. Todo tiempo de parada definido como un infimo toma el
valor +00 cuando el conjunto es vacio; por eso los tiempos de parada
toman valores en Zy o en [0, o0].

3. Igualdades entre esperanzas condicionales. E[X |¥¢] es una clase
de equivalencia: toda igualdad o desigualdad que la involucre vale c.s.,
aunque no lo escribamos.
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Martingalas a tiempo discreto



CAPITULO 1

Esperanza condicional

Toda la teoria de martingalas descansa sobre un tinico objeto: la esperanza
condicional respecto de una o-dlgebra. La idea es sencilla de enunciar —
E[X |¥9] es la mejor prediccion de X con la informacion contenida en G—
pero su construccion exige algo de teoria de la medida. Este capitulo la
desarrolla y establece las propiedades que se usaran sin comentario en el
resto del texto.

1.1 Preliminares de teoria de la medida

Fijemos un espacio de probabilidad (2,.#,P) y una variable aleatoria
X : Q= (R,%R), esto es, una funcién medible. Dada una variable aleatoria
Z escribimos

0(2)={2"Y(A): Ac Bp}={{Z € A}: Ac B},
y, andlogamente,

o(ZW)={(Z, W) HA): Ac Bpe} = o(a(Z)Ua(W)) = o(Z)Va(W).

la menor o-algebra que las contiene

Notacion. Dada ¢ C .# una sub-c-dlgebra, si 0(Z) C ¢ entonces con la
informacién de ¢ podemos responder toda pregunta sobre Z. En ese caso
escribimos informalmente Z € & para decir que Z es ¥4-medible.

Observacion. Si Z,W € 4, entonces Z + W € ¢, ZW € 4 y, més general-
mente, p(Z, W) € ¢ para toda ¢ boreliana.

Recordemos el siguiente resultado de teoria de la medida, que usaremos
repetidamente para manipular limites de sucesiones de variables aleatorias.

Proposicién 1.1. Sean f, : X — R, n € N, funciones medibles. Entonces

sup fn, inf f,, lim sup fp, lim inf f,
neN neN n n

son medibles.



1.1. Preliminares de teoria de la medida

Demostracion. Escribiendo ¢ = sup,, f, ¥ ¥ = inf, f,,, para todo a € R,

o ((~o0.a]) = {z: sup fulw) < af = ne: fnej)SaL
w—l([a,—l-oo]):{ 1nffn } nQN{x fnej >a}.

Como los intervalos [—o0,a] (resp. [a, +00]) generan %y, esto prueba que ¢
y 1 son medibles. Luego,

lim sup fo(2) = fuf sup fu(a ) @ lim sup ().

donde (x) vale porque k > sup,>y fn(z) es decreciente. Ya sabemos que
Pk = Sup,,>j, fn es medible para todo k; en particular infy>1 ) = limsup,, fn
es medible. El caso del lim inf es analogo. |

Corolario 1.2. SiZy,Zs, ... son9-medibles, entonces limsup,, Z,, y liminf, Z,
son 4 -medibles.

El siguiente lema es la razén por la que la esperanza condicional esté
bien definida como clase de equivalencia.

Lema 1.3. Sean Z y W wariables aleatorias integrables. Entonces

Z<Wec.s <— /ZdPg/Wd}P’ para todo A € F
A A

Demostracion. (=) Si Z < W c.s., la monotonia de la integral da [, Z <
J4 W para todo A € &

(<) Supongamos que [, Z < [, W para todo A pero que P{Z > W} > 0.
Como {Z > W} = Ugsy Ak con Ay = {Z — W > 1/k}, existe k con
P(Ag) > 0, y entonces

1
/ Z2-[ w={ z-w)yap > ~P4,) > o,
Ay Ay k

lo cual contradice la hipdtesis. |

Corolario 1.4. Sean Z y W integrables. Entonces
Z=W cs <+ /ZZ/W para todo A € F
A A
De hecho, basta verificar la igualdad para A € o(Z,W).

3



Capitulo 1. Esperanza condicional

1.2 Existencia y unicidad

Teorema 1.5 (Existencia). Sea X integrable y 9 C . una sub-o-dlgebra.
FEntonces existe una variable aleatoria Z tal que

(1) Z es 9-medible e integrable;

(11) /ZdIP’:/XdIP’pam todo A€ Y.
A A

Ademds, st W es integrable, &-medible y cumple [, W = [, X para todo
A€, entonces Z =W c.s..

Demostracion. Existencia. Supongamos primero X > 0 y consideremos la
restriccion P|,. Definamos

u(A):/Xd]P’, Acg.
A

Esto define una medida finita sobre (£2,%) que es absolutamente continua
respecto de P|y: si P(A) = 0 entonces u(A) = 0. Por el teorema de Radon—
Nikodym (teorema A.14) existe Z : Q — [0, 00) ¥-medible con

u(A) :/Zd]P’, Aeg.
~—— A
[, X dP

En el caso general escribimos X = XT — X, obtenemos ZT asociada a
X+t y Z~ asociada a X, y tomamos Z = Z+ — Z~; nétese que Z* son
integrables porque E[Z*] = E[X*] < 0.

Unicidad. Si Z y W son ambas ¢-medibles e integrablesy [, Z = [, W
para todo A € 4, el corolario 1.4 aplicado sobre el espacio (2,%, P|,) da
Z =W c.s.. |

Definicién 1.6 (Esperanza condicional). Sea X integrable y ¢4 C .#. Llama-

mos E[X |¥] a la clase de todas las variables aleatorias Z que son ¢-medibles,
integrables y verifican

/ZdIP’:/Xd]P’, Ae9.
A A

Cada representante de esa clase es una versidn de E[X |¥].
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1.3. Propiedades basicas

Observacion. E[X |4] es una variable aleatoria, no un nimero. Escribimos
E[X | Y] como abreviatura de E[X | o(Y)]; en tal caso, por el lema de facto-
rizacién de Doob—Dynkin, existe una funcién boreliana ¢ con

E[X[Y] = ¢(Y).

Observacion. Si X 1 ¢ —es decir, si 0(X) y ¢ son independientes— entonces
E[X |¥¢] = E[X]. En efecto, la constante E[X] es ¢-medible y para A € ¢,
JaX =E[X14] = E[X]P(4) = [, E[X].

Observacion. Si X € ¢ entonces E[X |¥4] = X; el candidato Z = X satisface
trivialmente ambas condiciones.

Teorema 1.7 (Localizacion). Si X1 = Xo sobre B € 4, entonces E[ X1 | 9] =
E[X2|¥] c.s. sobre B.

Demostracion. Para A € 4 con A C B se tiene A € 9y [LE[X,|¥9] =
JaX1= [, Xo = [LE[X2]¥9]. Como E[X; |¥4] —E[X2|¥] es ¥-medible y su
integral se anula sobre todo A € ¢ contenido en B, el corolario 1.4 aplicado
sobre (B,% N B) concluye. [

Ejemplo 1.8 (Caso con densidad conjunta). Supongamos que (X,Y) tiene
densidad conjunta f(z,y), es decir P{(X,Y) € B} = [ f(z,y) dz dy para
todo B € P2,y que fy(y) = [ f(z,y)dx > 0 para todo y. Si E[|g(X)]] < oo,
entonces E[g(X) | Y] = h(Y) con

~ J9(x)f(z,y) dx
hy) = [ f(z,y)de ~

Esta es la férmula que se ve en un primer curso; obsérvese que es un caso
particular de la definicién, no la definicién.

1.3 Propiedades basicas
Proposicién 1.9. Sean X,Y € LY(Q,.%,P) y 4 C F. Entonces:

(a) Si X es ¥-medible, E[X |¥9] = X.

(b) (Linealidad.) X + E[X |¥] es lineal en L': para o, ' € R, E[aX + 'Y |¥] =
aE[X |¥4] + E[Y |¥].

(c) (Monotonia.) Si X <Y c.s., entonces E[X |¥9] <E[Y |¥4] c.s..

5



Capitulo 1. Esperanza condicional

(d) (Propiedad de la torre.) Si 3¢ C ¢ C .7,

E[E[X |¥]| #] = E[X | #] c.s.

(e) IE[X |9) < E[IX]|9] c.s..
(f) (Esperanza total.) E[E[X |¥¢]] = E[X].

Demostracion. (a) Es la definicién: si X es ¥-medible, trivialmente [, X =
J4 X para todo A€ ¥.

(b) Sean X, X' € L' y a, &’ € R. La variable aE[X |¥4] + o/E[X'|¥] es
¢-medible, integrable y para A € ¢4

A(aE[X\%]+a’IE[X’|%]):a/AXJro//AX’:/A(aX—Ira’X’),

de modo que cumple la propiedad caracteristica de E[aX + o/ X' |¥].

(c) Para todo A € ¢, [LEX|¥9] = [, X < [,Y = [LE]Y|¥], y el
lema 1.3 aplicado sobre (©2,%, P|,) da la conclusion.

(d) La variable E[X | 7] es .#-medible e integrable. Para A € J# C ¥,

/AE[X\%]:/AX:/AE[X\%],

donde la primera igualdad usa A € 4 y la segunda A € 5. Luego E[X | 7]
cumple la propiedad que define a E[E[X |¥] | #]. Conviene leer esta propie-
dad como un enunciado sobre informacion: condicionar dos veces, quedandose
al final con la informacién méas pobre, es lo mismo que condicionar una sola
vez a la informacién mas pobre.

(e) Por (b) y (c) aplicados a X = X — X,
E[X |9)| = [E[x*|¢] - E[x~|9]| <E[x*|9]+E[X~|¥] = E[X||9].

(f) Tomar A = € ¢4 en la definicién. [ |

Teorema 1.10 (Sacar lo conocido). Sea X una variable aleatoria 4 -medible
y Y tal que E[|Y|] < 0o y E[|XY|] < c0. Entonces

E[XY |¥] = XE[Y |9] c.s.

En particular, el resultado vale si X es &4 -medible y acotada, o st X, Y >0
y X es 9-medible.



1.3. Propiedades basicas

Demostracion. Por el argumento estandar de maquina, basta probarlo para
X = 1p con B € ¥, extenderlo por linealidad a X simple ¥-medible,
pasar al limite monoétono para X > 0 ¢4-medible, y finalmente descomponer
X=X"T-X",Y=YT-Y~.

Para X =1py A€ ¥, como ANB €Y,

/1BE[Y\%]: E[Y!%]:/ Y:/lBY,
A ANB ANB A

y 15E[Y |¥4] es ¥-medible; esto es exactamente la propiedad que caracteriza
a E[1gY |¥]. [ |

Teorema 1.11 (Interpretacién L*: mejor predictor). Supongamos E[X?] <
0. Entonces E[X |¥] es la tinica variable 9-medible Y € L? que minimiza
el error cuadrdtico medio E[(X —Y)?]. Es decir, E[- | 9] es la proyeccién
ortogonal de L?*(), .7, P) sobre el subespacio cerrado L*(2,9,P).

Demostracion. Sea Z = E[X |¥]; por Jensen (lema 1.14) Z € L2. Para
Y € LX(0,9,P),

E[(X - Y)*| =E[(X - 2)?] +2E[(X - 2)(Z - V)| +E[(Z - V)?].

El término cruzado se anula: Z —Y es ¥-medible y acotada por truncamiento,
luego por el teorema 1.10 y la torre

E[(X = 2)(Z -Y)| =E[E[X - 2)(Z -Y) |9 =E|(Z - Y)E[X - Z|¥]
=0

Por lo tanto E[(X —Y)?] = E[(X — 2)*] + E[(Z - Y)?] > E[(X — 2)?,
con igualdad si y solosi Y = Z c.s.. |

La idea en una frase

E[X |¥] es la variable aleatoria que “mejor imita” a X usando solo la
informacién de ¥: es ¥-medible y tiene las mismas integrales que X
sobre todos los sucesos de ¢. En L? eso es literalmente una proyeccién
ortogonal.




Capitulo 1. Esperanza condicional

1.4 Teoremas de convergencia condicionales

Los tres teoremas de convergencia de la integral de Lebesgue tienen su
version condicional. En lo que sigue, “no negativa” significa que la variable
toma valores en [0, oco]; para tales variables E[X | %] se define por el mismo
procedimiento (Radon—Nikodym para medidas o-finitas), y toma valores en
[0, o0].

Teorema 1.12. Sea X una variable aleatoria con valores en [0, 00]. Eziste
una variable aleatoria 4-medible con valores en [0,00], denotada E[X |¥],
tal que para toda Z > 0 & -medible

E[XZ] =E[E[X |¥9] Z].
Ademas E[X |¥9] es unica salvo en un conjunto de probabilidad cero.

Proposicién 1.13 (Propiedades para variables no negativas). Sean X, X'
no negativas y a,b > 0. Entonces:

(a) ElaX +bX'|¥9] =aE[X |¥9] + VE[X'|¥].
(b) Si X es 4-medible, E[X |¥9] = X.
(c) E[E[X |¥]] = E[X].

)

(d) (Convergencia mondtona condicional.) Si X, T X con X, > 0, entonces
E[X, |¥9] 1T E[X |¥] c.s.. En consecuencia, para (Y,) no negativas,

E[ZY,LM =S E[Y,|9].

neN neN

(e) (Fatou condicional.) S7 X,, >0,

E[h’n}lianﬂg] < lminfE[X,[9] c.s.

(f) (Convergencia dominada condicional.) Si X, = X c.s. y existe Z > 0
integrable con | X,,| < Z c. s. para todo n, entonces E[X,, | 9] — E[X |¥]
c.s.yen L.

(g) (Jensen.) Si ¢ : R — R es convera y X € L', entonces E[p(X)|¥4] >
P(E[X|9]).



1.4. Teoremas de convergencia condicionales

Demostracion. Nos concentramos en los teoremas de convergencia; (a)—(c)
son inmediatos de la definicién.

(d) Convergencia mondtona. Sea X, T X. Para todo A € ¢,
0<Xp1a71TX14,

de modo que, por el teorema de convergencia mondtona usual,

/anA — /XlA . (1.1)
—_— —_—
=/, BXn|¥] =[,BX|¥]

Por otro lado, poniendo Z,, := E[X,, | ¢], la monotonia (proposicién 1.9(c)) da
Zy < Zy < --- c.s., demodo que Q0 == (;51{Zk < Zg11} cumple P(Q*) = 1.
Podemos entonces definir

B {limn Ly, siweQ*,

0, en caso contrario,

que es ¥-medible con valores en [0, 00]. Para A € 4 se tiene Z,14 Tnla y,
nuevamente por convergencia monétona, [ Z,14 — [ nl4. Comparando con

(1.1),
/E[X]%]:/n para todo A € ¥4,
A A

y por lo tanto E[X |¥4] = n = lim, E[X,,|¥] c.s..
(e) Fatou. Aplicando (d) a inf,>; X, 1 liminf, X,, y la monotonia,

B[ lim inf X, |%] = E[ lim inf X,, |%] = limE[ inf X,,| %]
n k n>k k n>k
< li]1€n iI;%E[Xn |9] = liminf E[X,, | ¥].

(f) Convergencia dominada. Como X, — X c.s. y |X,| < Z, también
|X| < Zy X es integrable. Las variables Z £+ X,, son no negativas, de modo

que por (e),
EZ - X |¥9] = E[limninf(Z - X,)|¥] <E[Z|¥9] - lim:.upE[Xn 9],
E[Z + X |¥) = E[liminf(Z + X,) |%] < E[Z| %] + lminf E[X, |¥].
Cancelando E[Z | ¢4] (que es finita c.s. pues Z es integrable) y combinando,

E[X|¥9] < liminfE[X,, |¥¢] < limsupE[X,, |¥] < E[X|¥9],

9



Capitulo 1. Esperanza condicional

es decir E[X,, |9] — E[X |¥] c.s.. Para la convergencia en L', sea
Un = sup{|X,, — Xin| : n,m > N}.

Como X, — X c.s., la sucesiéon (X,) es de Cauchy c.s. y Uy | 0 c.s., con
0 < Uy < 2Z integrable. Por convergencia monétona (aplicada a 27 — Uy 1
27), ElUn | 9] — 0 c.s. y, tomando esperanzas, E[Un] — 0. Como

[E[Xn 9] - E[X |9]| <E[[ X, — X[|9] <EUn[¥] (n=N),
tomando esperanzas se obtiene E[|E[X,, |¥9]| —E[X |¥9]|]] <E[Un] —0. N
Observacion. El teorema de convergencia mondtona condicional sigue siendo

valido para X, | X siempre que X sea integrable.

1.5 La desigualdad de Jensen

Lema 1.14 (Desigualdad de Jensen condicional). Sea X integrable, ¢ C F
una sub-o-dlgebra y ¢ : R — (—o0, +00] conveza' tal que p(X) es integrable
o ¢ > 0. Entonces

p(EX[9]) < E[p(X)]|¥] cs.

Demostracion. La clave es que una funcion convexa es el supremo de las
rectas afines que la minoran, y que ese supremo puede tomarse sobre una
familia numerable. Definamos

Ao ={Top:Top(z) =azx+b< p(x) YV eR, a,beQ},

que es numerable, no vacio, y verifica
o(z) = ( sup T) (x), zeR.
TeA,

Para cada T' = Tg,, € A, se tiene p(X) > T'(X), de modo que, por monotonia
y linealidad,

Elp(X)|9] > E[T(X)|¥] = aE[X |9]+b=T(E[X|¥]) cs.
=W =7

1Siempre es posible extender una funcién convexa definida en un intervalo a toda la
recta asignandole el valor oo fuera de él.

10



1.5. La desigualdad de Jensen

Es decir, para cada T" existe Qp C Q con P(Qr) =1y W(w) > T(Z(w))
para w € Q7. Como A, es numerable,

Q= () Qr cumple P(Q*)=1,
TeA,

y sobre * vale W(w) > T(Z(w)) para todo T € A, simultineamente.
Tomando supremo en T,

W(w) > sup T(Z(w)) = ¢p(Z(w)), w e 0. [ ]
TeA,

Por qué la numerabilidad importa

La desigualdad W > T'(Z) vale c.s. para cada T fijo, con un conjunto
excepcional que depende de T'. Si A, fuera no numerable, la unién de esos
conjuntos excepcionales podria tener probabilidad positiva —o ni siquiera
ser medible— y el argumento se caeria. Este tipo de cuidado reaparecera
varias veces (por ejemplo, al probar el teorema de convergencia de
martingalas en el capitulo 3, donde el supremo se toma sobre pares
de racionales).
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CAPITULO 2

Martingalas: definiciones y ejem-
plos

Una martingala modela un juego justo: conocida toda la historia hasta el
instante n, la mejor prediccién del capital futuro es el capital actual. Esta
idea, formalizada con la esperanza condicional del capitulo anterior, resulta
ser sorprendentemente potente: de ella saldran teoremas de convergencia,
desigualdades maximales y, en la parte II, la nocién misma de precio justo.

2.1 Filtraciones, procesos adaptados y predecibles

Definicion 2.1 (Filtracién). Una filtracion sobre (£2,.%#,P) es una familia
creciente de sub-g-algebras

FoC F1 CFrC---CF.

El pardmetro n € Z, se interpreta como el tiempo, y .%,, como la informacién
disponible en el instante n. Al par ((Q,.#,P), (%,)nez, ) lo llamamos espacio
de probabilidad filtrado.

Definicién 2.2. Un proceso (X, )nez, €s

» adaptado a (%)) si X,, es .%,-medible para todo n;
s predecible si Xg es Fp-medible y X, es .%,_1-medible para todo n > 1.

Adaptado significa “el valor de X,, se conoce en el instante n”; predecible,
“se conoce ya en el instante n — 1”. La distincién serd crucial: una estrategia
de inversion debe ser predecible (se decide antes de observar el movimiento
del mercado), mientras que el valor de la cartera es meramente adaptado.

Ejemplo 2.3 (Filtracién candnica). Si (X,)nez, es un proceso aleatorio,
para cada n definimos



2.2. Martingalas, submartingalas y supermartingalas

la menor o-algebra que hace medibles a Xy, ..., X,. Entonces (.ZX),cz L es
una filtracion, la filtracion candnica de (X,,): es la mas pequena a la que
(X,,) estd adaptado.

Ejemplo 2.4 (Filtracién diddica). Sea Q@ =[0,1), .% los borelianos de [0,1)
y P la medida de Lebesgue. Para cada n € Z, definimos

Fn=o (|G o) i€ {1,2,...,2").

Entonces (%,)nez, es una filtracion, conocida como filtracion diddica: Fy,
codifica el conocimiento de los primeros n digitos binarios de w.

2.2 Martingalas, submartingalas y supermartingalas

Definicién 2.5 (Martingala). Sea ((€,.%,P), (#n)nez, ) un espacio filtrado
y My : Q@ — R. Decimos que (M, #,)necz, €s una martingala si
(1) (M,,) esta adaptado a (F,);
(1) E[|M,]|] < oo para todo n € Z,;
(11) para todo 0 <n <m,
E[My, | %, = M,, c.s.

Si en (iii) se reemplaza = por > se trata de una submartingala; si se reemplaza
por <, de una supermartingala.

Un truco mnemotécnico

La terminologia es contraintuitiva: una submartingala crece en media
(E[X,] < E[X,+1]) y una supermartingala decrece. El nombre viene de la
teoria del potencial, no del comportamiento del proceso. Para recordarlo:
“la vida de un jugador es supermartingala”.

Observacion 2.6 (Basta un paso). Para verificar (iii) basta probar
M, =E[M,41|.%,] paratodo n.
En efecto, aplicando la propiedad de la torre reiteradamente,

E[M,, | F,] = E[- E[E[Mp | Fn1] | T - ‘,%} - M,.
—_—

=Mpm-1

=Mm—2

Lo mismo vale para sub- y supermartingalas, usando ademés la monotonia.
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Capitulo 2. Martingalas: definiciones y ejemplos

Observacion 2.7 (Formulacion integral). La condicion M,, = E[M,, | %]
equivale a
E[M,14] = E[M,,14] para todo A € %,

es decir, E[(M,, — M;)14] = 0 para todo A € .%,. En el caso submartingala
la igualdad se reemplaza por

/ M, < / M, para todo A € %,
A A

y en el caso supermartingala por >. Esta formulacién, sin esperanzas condi-
cionales, es a menudo la méas cémoda para las demostraciones.

Proposiciéon 2.8 (Reglas de calculo). Sean (X,,), (Y,) procesos adaptados
e integrables. Entonces:

(a) (Xp) es supermartingala <= (—Xy) es submartingala.
(b) (X,) es martingala <= es simultdineamente sub- y supermartingala.

(c) Si(Xn) e (Yn) son submartingalas (resp. supermartingalas), (X, +Y,,)
lo es.

(d) Si (M) y (Nn) son martingalas, aM, + SN, lo es para cualesquiera
o, pfeR.

(e) Si X es Fo-medible e integrable, M, = X es martingala.
(f) Si(X,) es submartingala entonces n — E[X,] es creciente; si es mar-

tingala, E[X,] = E[Xo] para todo n.

Demostracion. (a)—(e) son consecuencias inmediatas de la linealidad y la
monotonia de la esperanza condicional. Para (f), tomar esperanzas en (iii) y

usar E[E[ X | Znl] = E[Xm)]- ]

2.3 Funciones convexas de martingalas

Las dos proposiciones siguientes son la fuente principal de submartingalas.
Proposiciéon 2.9. Sea (M,) una martingala y ¢ : R — R conveza con

E[|¢(M,)|] < oo para todo n. Entonces X, = p(My,) es una submartingala.

Demostracion. Por la propiedad de martingala y la desigualdad de Jensen
condicional (lema 1.14), para n < m,

o(My) = ‘P(E[Mm | 37”]) < Elp(Mp) | Fal - u
—— —_——
=Xy =HXm | Fn)

14



2.4. Ejemplos fundamentales

Proposiciéon 2.10. Sea (X,) una submartingala y ¢ : R — R conveza y
creciente con E[|p(X,)|] < oo para todo n. Entonces Y, = ¢(X,,) es una
submartingala.

Demostracion. Por ser (X,) submartingala, X, < E[X,, |.%#,]. Como ¢ es
creciente,
(Xn) < @(E[Xn|F0]),

y aplicando Jensen al miembro derecho,
P(Xn) < 0(EXm|Fn]) < Elp(Xn)| Fl. u
Ejemplo 2.11. Consecuencias inmediatas que usaremos muchas veces:

» Si (M,) es martingala, (|M,,|) es submartingala (p(z) = |z|).

» Si (M,,) es martingala con M,, € LP, p > 1, entonces (|M,|") es submar-
tingala.

» Si (X)) es submartingala y & € R, entonces ((X,,—«a)™) es submartingala,
pues ¥ — (z — a)T es convexa y creciente. Este caso es la clave del lema
de upcrossings del capitulo 3.

2.4 Ejemplos fundamentales

Ejemplo 2.12 (Sumas de variables centradas). Sean &1,&,... variables
aleatorias independientes, integrables y de media cero. Definamos

80:()7 Sn:z&m yn:U(é.l,...,fn)-
=1

Entonces (Sy, %#,) es una martingala. En efecto, para A € %, y m > n,
como 14 es .%,-medible y &,411,...,&n son independientes de %,

E[(Sm = Sa)1a] =E[ Y. &1a] =E[ Y &] E[1a] =0-P(4) =0.
j=n+1 J=n+1
Por la observacién 2.7 concluimos.

Ejemplo 2.13 (Productos de variables de media uno). Sean &j,&s,...
independientes, integrables, con E[{;] = 1 para todo j. Definiendo

n
MO:L Mn:H€]7 <931:0-(517-"’671)7
Jj=1

15
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(M, F#,) es una martingala: E[M,, 1 | %] = MpE[&41 | Fn] = MpE[Ep+1] =
M,,, donde se usé el teorema 1.10. Si ademds &; > 0, la martingala es positiva;
este es el prototipo de las densidades y reaparecera en el teorema de Girsanov
(capitulo 18).

Ejemplo 2.14 (Martingala cerrada). Sea Z integrable y (.%,,) una filtracién
cualquiera. Entonces

M, =E[Z | %]

es una martingala, por la propiedad de la torre. Veremos en el capitulo 4 que
toda martingala uniformemente integrable es de esta forma.

Ejemplo 2.15 (Apuestas de un jugador). Un jugador apuesta repetidamente
a cara o cruz con una moneda equilibrada, ganando o perdiendo una unidad.
Su fortuna S, es la martingala del ejemplo 2.12. Si la moneda estéd sesgada
en su contra, E[§;] < 0y (S,) es supermartingala: por muy ingeniosa que
sea su estrategia, no podra convertirla en martingala. Este es el contenido
preciso de la proposicién 2.17 de mas abajo.

2.5 La transformada de martingalas

Introducimos ahora el analogo discreto de la integral estocéastica. Es una
construccién elemental, pero toda la Parte IV consistird en darle sentido a
su versién continua.

Definicién 2.16 (Transformada de martingalas). Sean (M,) un proceso
adaptado y (I';,)p>1 un proceso predecible. La transformada de M por I es
el proceso

(I'- M), =0, (T~ M), => Tp(My— M), n>1
k=1

n
También escribimos / 'dM = (I'-M),.
0

La interpretacion es transparente: si My es el precio de un activo y I'y el
nimero de unidades que el inversor decidi6 tener durante el periodo (k —1, k]
—decisién tomada en k — 1, de ahi la predecibilidad—, entonces (I"- M), es
la ganancia acumulada hasta n.
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2.5. La transformada de martingalas

M,
s
posicion
T Iy I's I's Ls fijada en k — 1

Iy

Figura 2.1: La transformada (I' - M), = >, -, T'x(My — Mj_1). La posicién I'y, se
mantiene constante durante el intervalo (k — 1, k] y se decide con la informacién de
Fr—1: el proceso (I',) es predecible, no meramente adaptado.

Proposicién 2.17 (Estabilidad de la transformada). Sea ((Q2, %, P), (%))
un espacio filtrado y (T'y,) predecible y acotado. Entonces:

(a) Si (M,) es martingala, (I'- M) es martingala.

(b) Si (Xy) es submartingala (resp. supermartingala) y ademds ', > 0,
entonces (I' - X) es submartingala (resp. supermartingala).

Demostracion. El proceso (I' - M) es adaptado e integrable (pues I es acotado
y My € L'). Para el incremento, como I', es .%,_1-medible y acotada, el
teorema 1.10 da

E[(T M), — (- M),y | Fn1] = ETn(My — My1) | Fni]
=T E[M, — My_1 | Fn_1].

Si (M,,) es martingala, el ultimo factor es 0 y se obtiene (a). Si (X,,) es
submartingala el factor es > 0; multiplicado por I';, > 0 sigue siendo > 0, lo
que da (b). El caso supermartingala es andlogo. |

Lectura financiera de la proposicién

Con una martingala no hay estrategia predecible que produzca ganancia
esperada positiva: E[(I' - M), ] = 0 cualquiera sea I'. Es la formulacién
matematica de “no se puede ganarle a un juego justo”, y serd el corazén
del primer teorema fundamental de las finanzas (teorema 6.15). Nétese
que la predecibilidad es esencial: si se permitiera I'y, .%#;-medible, bastaria
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Capitulo 2. Martingalas: definiciones y ejemplos

tomar I'y, = sgn(My, — My,_1) para ganar siempre.

2.6 La descomposicién de Doob

Toda submartingala se descompone, de manera Unica, en una martingala
mas una parte creciente predecible. Es el analogo discreto —y elemental—
del teorema de Doob—Meyer, y lo usaremos para las opciones americanas
(capitulo 8).

Teorema 2.18 (Descomposicién de Doob). Sea (X, )nez, una submartin-
gala. Entonces existe una unica descomposicion

X, =M, + A,, n ey,
donde (M,,) es una martingala con My = Xo y (Ay) es un proceso predecible,

creciente, con Ag = 0.

Demostracion. Existencia. Definamos Ag = 0 y, recursivamente,
Ap— Ay 1= E[Xn —Xn1 | j\nfl] >0, n=>1,

donde la desigualdad es la propiedad de submartingala. Por construccién A,
es %,_1-medible, es decir predecible, y creciente. Poniendo M,, = X,, — A,
se tiene My = Xg y

E[Mn - Mn—l ‘ yn—l] = E[Xn - Xn—l ’yn—l] - (An - An—l) = O,

usando que A, — A,,_1 es %,_1-medible. Luego (M,,) es martingala.
Unicidad. Si X,, = M,, + A,, = Mnj— gn con ambas descomposiciones del
tipo indicado, entonces D,, := A, — A, = M,, — M,, es a la vez predecible
y martingala, con Dy = 0. Por predecibilidad, D,, = E[D,, | %,—-1] = Dp_1,
luego D,, = Dy = 0. |

Observacion. Para supermartingalas se obtiene X,, = M,, — A, con (A4,)
predecible creciente y Ag = 0: basta aplicar el teorema a (—X,,).

Ejemplo 2.19 (El compensador de M?). Sea (M,) una martingala con
M,, € L?. Por el ejemplo 2.11, (M2) es una submartingala; su descomposicién
de Doob es M2 = N, + (M),, con

(M), = z”: E[(Mk: — My_y)? ‘ 91@—1] :
k=1

18
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pues E[Ml? - M2, ’ﬁk_l} = E[(My — My—1)?| Zk-1] (desarrollar el cua-
drado y usar la propiedad de martingala). El proceso (M) es la variacion
cuadrdtica predecible de M ; su andlogo continuo, construido en el capitulo 14,
es el objeto que hace funcionar toda la integracién estocastica.
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CAPITULO 3

Convergencia de martingalas

El teorema central de la teoria es que una submartingala acotada en
L' converge casi seguramente. La demostracién es un pequeio prodigio: se
reduce a controlar cuantas veces el proceso puede subir de un nivel a a un
nivel 8 > «, y ese control se obtiene aplicando la proposicion 2.17 a una
estrategia de compraventa absolutamente explicita.

3.1 Upcrossings

Sea (X;,) un proceso y o < 3 dos niveles. Un upcrossing (cruce ascendente)
del intervalo [o, 5] es un tramo de la trayectoria que empieza por debajo de
« y termina por encima de 8. Denotamos por U,OL‘B el nimero de upcrossings
completados por Xop, X1,..., X,.

I'=1 r

M1l
—

i T i i
T1 T2 T3 T4

Figura 3.1: Dos upcrossings del intervalo [«, 8]. La estrategia ' del lema 3.1 vale
1 exactamente en las zonas sombreadas (“comprar al bajar de «, vender al subir
de 87) y 0 fuera de ellas. Cada upcrossing completado aporta al menos 8 — « a la
ganancia (I - X).

Lema 3.1 (Desigualdad de upcrossings, caso normalizado). Sea (X,) una
submartingala positiva y U, el nimero de upcrossings de [0, 1] hasta el instante
n. Entonces

E[U,) < E[X, — Xo].
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3.1. Upcrossings

Demostracion. Definimos los tiempos de parada

70 =0,

71 =min{n > 7 : X, <0},
7o =min{n > : X, > 1},
13 =min{n > mn: X, <0},

y asi sucesivamente (con min () = +00). Definimos ahora el proceso predecible

0, siTg<n<my,

1, siT <n <,

r = .
ntl 0, sim <n<T3,

y asi sucesivamente,

que es predecible porque para decidir el valor de I',,4+1 solo hace falta saber
en qué tramo estamos en el instante n, y eso es .%,-medible. Como cada
upcrossing completo aporta al menos 1 a la suma Y I'y(Xp — Xj—1) y los
tramos con I' = 1 incompletos aportan una cantidad > —0 (pues X >0y
el tramo empieza en un valor < 0, luego X, = 0 y el proceso es positivo),
obtenemos

U, < (I' X), para todo n.

Por otro lado, descomponiendo la ganancia total,
Xn=Xo=(T-X),+((1-T)-X),,
y tomando esperanzas,

E[Xn — Xo] = E[(I'- X), | + E[ (1 -T)- X),].

Ahora bien, 1 — I' es predecible, acotado y positivo, de modo que por la
proposiciéon 2.17(b), ((1 —I') - X') es una submartingala que arranca en 0;
por lo tanto

0=E[(1-T)-X)] < E[(1-T1)-X),].
Combinando las tres relaciones,
ElU, < E(I'-X),] < E[X, — Xo]. |
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Capitulo 3. Convergencia de martingalas

Proposiciéon 3.2 (Desigualdad de upcrossings de Doob). Sea (X,) una
submartingala y o < B reales. Entonces

(B- ) E[US] < E[(Xa—a)t] —E[(Xo - a)t], (3.1)
08—«

- (5]
8 —«
Demostracion. Aplicar el lema 3.1 a
fo=(Bm)’,
g —a
que es una submartingala positiva por el ejemplo 2.11 (z — ((z—a)/(B—a))

es convexa y creciente) y cuyos upcrossings de [0, 1] coinciden exactamente
con los upcrossings de [a, ] de (X5,). |

0, equivalentemente,

E[U{;‘B} < ]E[ (Xn — a>+

(3.2)

+

3.2 El teorema de convergencia casi segura

La desigualdad (3.1) permite acotar el nimero total de upcrossings, y de
ahi sale la convergencia. Sea

0 < U1 U =1mUp”.

Por el lema de Fatou y (3.2),

E[U*] < liminfE|U:| < 3 i - lim inf B (X, — a)*].
Como (z — a)™ < z™ + |a|, basta acotar uniformemente E[X]:
E[Uaﬁ} < Bia(sng[X;} —|—]0¢]). (3.3)

Por lo tanto, si sup, E[X;I] < oo entonces E[U 0‘5} < o0y, en particular,
P{U* < oo} =1.

Teorema 3.3 (Convergencia de submartingalas). Sea (X,,) una submartin-
gala con
sup E[X; ] < 00.
n

Entonces existe una variable aleatoria Z : Q — R integrable tal que X,, —>—
Z.
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3.2. El teorema de convergencia casi segura

Atencién a la hipdtesis

La condicién es sup,, E[X,I] < oo, con el supremo dentro. Pedir solamente
E[X;'] < co para cada n no dice nada: eso ya estd garantizado por la
integrabilidad, que forma parte de la definicién de submartingala.

Demostracién. Denotemos Z = liminf, X, :  — [—o0, +09].

Paso 1: el limite existe c.s. en [—00,00]. Por (3.3), para cada par de
racionales a < 8 se tiene U*? < oo ¢.s.. Como Q2 es numerable,
0= ﬂ {UY < 00} cumple P(Q*)=1.
a,B€Q
a<f

Fijemos w € Q* y veamos que lim inf,, X,,(w) = lim sup,, X;,(w). Si no fuera
asi, existirian racionales o <  con

limninf Xp(w) < a < f < limsup X, (w),

y entonces la trayectoria tomaria valores < a y valores > [ infinitas veces
alternadamente, es decir U*?(w) = oo: contradiccién. Por lo tanto

QF C {Z = lim inf X,, = limsup X,, },
n n

esto es, X, = Z c.s. en [—00, +00].

Paso 2: el limite es finito e integrable. La funcién z — x* es continua de
R en R (con las convenciones (+00)* = 400 y (—00)* = 0), de modo que
0< X, = Z* c.s.. Por Fatou,

E[Z*| < lminfE[X;]| < swpE[X;f] < 0.
Para la parte negativa usamos que E[X,,] > E[X{] (submartingala):
n

E[X,] = E[X;| -E[X,] < E[X;] -E[Xo] < supE[X;|~E[Xo] = C",

uniformemente en n. Como x +— x~ también es continua, X, — Z~
c.s. y, por Fatou, E{Z*} < liminf, E[X,] < C' < oo. En particular

]P’{‘Z‘ < oo} = 1. Definiendo

P {Z, sobre * N {‘Z‘ < oo},

0, en caso contrario,

obtenemos una variable real, integrable, con X,, — Z. |
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Capitulo 3. Convergencia de martingalas

Los tres corolarios siguientes son las formas en que el teorema se usa en
la practica.

Corolario 3.4 (Martingalas acotadas en L'). Si (M,) es una martingala
con sup,, E[|M,|] < oo, entonces M,, —>~ Z con Z integrable.

Demostracion. Una martingala es en particular submartingala y E[MF] <
E[| Mp]]. u

Corolario 3.5. Si (Y,,) es una supermartingala con sup,, E[Y, ] < oo, en-
tonces Yy, —2 7 con Z integrable.

Corolario 3.6 (Supermartingalas positivas). Si (Y;) es una supermartingala
con Yy, >0, entonces Yy, —>= Z con Z >0 integrable y E[Z] < E[Yy].

Demostracion. Y, =0, asi que el corolario 3.5 da la convergencia. Por Fatou,
E[Z] < liminf, E[Y,] < E[Yp]. [ |

La convergencia c. s. no basta

Estos teoremas dan convergencia casi sequra, no en L': en general E[Z] #
lim,, E[X,]. El ejemplo canénico es el proceso de ramificacién critico de
la seccién siguiente, donde M,, — 0 c.s. pero E[M,,| = 1 para todo n.
Determinar cudndo hay convergencia en L! es exactamente el problema
del capitulo 4.

3.3 Ejemplo: procesos de ramificacion

Consideremos una poblacién en la que cada individuo, independientemen-
te, produce un nimero aleatorio de descendientes con ley p sobre {0,1,2,...}.
Formalmente, sea

{gnj : n?j e N}

una familia independiente con &,; ~ u, y definamos

o

Zn—1
Zy =1, Zy = Z &nj (n>1), con la convencién Z() =0.
J=1 j=1
Ast {Z, = 0} 1 {extincién}. Sea
m =Y kp({k}) =E[¢n] € (0,00)
k=0
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3.3. Ejemplo: procesos de ramificacién

el niimero medio de hijos por individuo, y tomemos la filtracién

Fo=1{0,Q},  Fp=o0{&;: 1<k<n, jeN}, n>1

N

Figura 3.2: Tres generaciones de un proceso de ramificacién. El individuo marcado
con X no tuvo descendencia. El proceso normalizado M,, = Z,,/m™ es una martin-
gala.

Proposicion 3.7. El proceso

Z,
M, = —, n e Zy,
m
es una martingala respecto de (F,).

Demostracion. Z, es Fp-medible y 0{&,; : j € N} es independiente de .%,,_
Para A € %,,_1, descomponiendo segtn el valor de Z,,_1,

M, = — /
/A m" Z AN{Z, 1= k}

_ ﬁ Z E[(&n1 + -+ + &k) Lan(z, =]

= — Z kmP(AN{Z,—1 = k}) (independencia)
k=0

= -1 = M
mnlz/Aﬁ{ank} ' Am” / o

Por la observacion 2.7, (M,) es martingala. [

Como M,, > 0, el corolario 3.6 da M,, > M, con M integrable. El
caso critico es el mas interesante.
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Capitulo 3. Convergencia de martingalas

Proposiciéon 3.8 (Extincion en el caso critico). Supongamos m = 1 y
w({1}) < 1. Entonces Z, = M, —>= 0; es decir, la poblacion se extingue
con probabilidad 1.

Demostracion. Con m = 1 tenemos M,, = Z,, martingala positiva, luego
Zn —25 7 con Zs finita c.s.. Como Z, toma valores enteros y converge,
la sucesion (Z,(w)) debe ser eventualmente constante para casi todo w. Basta
entonces ver que P{Z,, = u} = 0 para todo entero u > 1. Escribamos

{(Zo=u}=\JE,, E =(){Zn=u},
r=1 n>r

y notemos que {Z, = u,...,Z, = u} | E, cuando k 1 co. Ahora, condicio-
nando sucesivamente y usando la independencia,

P{Zr =u, Zr-l—l =Uy oeny Z?"-l—i = 'LL} = ]P{Zr =Uy.eny Zr—i—i—l = u} : P{&"—i—i,l +--+ £r+i,u = u}
EP)

=P{Z, =u} \".

La clave es que A < 1: si fuera A = 1, la suma de u > 1 copias independientes
de p valdria u con probabilidad 1, lo que con E[{] = 1 obliga a u({1}) =1,
contra la hipétesis. Haciendo ¢ — oo obtenemos P(E,.) = 0 para todo r, luego
P{Z« =u} =0y, como u > 1 era arbitrario, P{Z, > 0} = 0. |

Observacion. Este es el ejemplo prometido: Z, — 0 pero E[Z,] = 1 para
todo n. La martingala converge c.s. pero no en L', y no es uniformemente
integrable. La masa “se escapa al infinito”: condicionado a no extinguirse
—suceso de probabilidad que tiende a cero— el proceso es enorme.
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CAPITULO 4

Integrabilidad uniforme y con-
vergencia en L

El capitulo 3 nos dio convergencia casi segura. Pero para las aplicacio-
nes —y en particular para poder escribir X,, = E[X | .%#,]— necesitamos
convergencia en L. La condicién exacta que hace falta es la integrabilidad
uniforme: una forma cuantitativa de decir que ninguna parte de la masa de
la familia se escapa al infinito.

4.1 Modos de convergencia

Definicién 4.1. Sea (X, )nen una sucesion de variables aleatorias con valores
d
en R?.

(a) Xn =" X (casi seqguramente) si P({w : X, (w) = X(w)}) = 1.

(b) Para p € [1,00) con E[|X’] < oo y E[|X,[’] < oo, X, L X s
lim, E[| X, — X|?] = 0.

(c) Xn S x (en probabilidad) si para todo £ > 0, lim,, P{|X,, — X| > ¢} =
0.

(d) X, v, x (en ley) si E[f(X,)] — E[f(X)] para toda f continua y
acotada.

Las relaciones entre estos modos se resumen en el diagrama siguiente.
La tinica implicacién que no es automatica —y que este capitulo se encar-
ga de caracterizar— es la que va de la convergencia en probabilidad a la
convergencia en L.
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Capfitulo 4. Integrabilidad uniforme y convergencia en L'

L LP Lt
4 AIN .
/ . (X,) uniformemente
" K integrable (teorema 4.7)

P
\

si | Xn| < 2 X, — X
OO

con E[Z] - N .
N
N
~ ,
N 2 | .
~ a lo lafgo de yna subsucesion
s

X, X <

Figura 4.1: Relacién entre los distintos tipos de convergencia. Las flechas dobles
son implicaciones incondicionales; las punteadas requieren la hipétesis indicada.

Recordemos que el teorema de convergencia dominada dice precisamente

Xn C.S. X

— X, XX
| Xn| < Z con Z integrable

El objetivo de este capitulo es debilitar la dominacién.

4.2 Integrabilidad uniforme

Definicién 4.2 (Integrabilidad uniforme). Una familia (X)) ep de variables
aleatorias es uniformemente integrable (u.i.) si

lim sup / | X )| dP = 0,
{lxx>t}

t—o00 AEA

lo que también se escribe 1im (iuRE[\XA\ DX > t]) =0.
€

t—o0

Observacion 4.3 (Ejemplos inmediatos). (a) Si A es finito y cada X es
integrable, la familia es u.1i.

(b) Si |X)| < |Y,| para todo Ay (Y)) es u.i., entonces (X)) es u.i.

(c) Si |Xx] < Z con Z integrable, para todo A, entonces (X)) es u.i.
(dominacién = u.1i.).

(d) Si(Xy) e (Y)) son u.i., entonces (X + Y)) es u.i.

Proposicién 4.4 (Caracterizacion). (Xx)xea es uniformemente integrable
st y solo st se cumplen las dos condiciones siguientes:
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4.2. Integrabilidad uniforme

(1) (Acotacién en L'.) Erziste C' con E[|X)|] < C para todo X € A.

(11) (Continuidad absoluta uniforme.) Para todo € > 0 existe § > 0 tal que

P(A) <6 :>/|XA|dIP’<€ para todo A € A.
A

Demostracion. (=) Supongamos (X,) u.i. Como

lim su/ X =0,
IHOO{ )\p {|X/\‘>t}| /\|}

X,| < 1. Entonces, para todo A,

podemos elegir t* con supy f{|XA|>t*}

E[IX = |

|X)\|+/ ‘X)\‘ < 1+t
{IXA<t*} {IXAl>t*}

<t* <1

lo que prueba (i). Para (ii), fijado € > 0 elegimos ¢ con
£

/ | X\ < = para todo A,
{IXx>t} 2

y tomamos 0 = £/(2t). Entonces, para P(A) < 4,

[1xi= X+ | Xl
A AN{|Xx[>t} An{| Xy |<t}
g/ | Xy +tP(A) < ——
{IXx>1} 22
(«=) Supongamos (i) y (ii), y fijemos € > 0. Sea d > 0 el dado por (ii).
Por la desigualdad de Markov y (i),

IP’{|X,\|>15} < M <

C
< — para todo .
t t

Eligiendo to = C'/§ aseguramos que, para t > to y todo A,

P{|X)\| >t} <d = | X\ < e,
{IX5[>t}

usando (ii) con A = {|X,| > t}. Como ¢ era arbitrario, la familia es u.i. W

Observacion. Si (Xy) es u.i. y P(4,) — 0, entonces [, [Xn| — 0: es la
condicién (ii) de la proposicién anterior.
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Capfitulo 4. Integrabilidad uniforme y convergencia en L'

Las dos condiciones siguientes son las que mas se usan para verificar la
integrabilidad uniforme.

Lema 4.5 (Acotacion en LP, p > 1). Si existe p > 1 y C > 0 tales que
E[|X|?] < C para todo X € A, entonces (X)) es uniformemente integrable.

Demostracion. Sobre {|X,| > t} se tiene 1 < (X, /t)p_l, de modo que

Xy \P! 1
[oomis [ (BT =L NP < o —
{1X]>t} {1X]>t} t P2 x>t} P t—oo

uniformemente en . [ ]

El caso p =1 esta excluido

La acotacion en L' no implica integrabilidad uniforme: tomando
Xn = nljg/y sobre ([0,1], Leb) se tiene E[X,] = 1 para todo n, pero
f{Xn>t} X, = 1 para todo t < n. Esta es exactamente la situacién del
proceso de ramificacién critico.

Proposicién 4.6 (Esperanzas condicionales de una variable fija). Sea
X € LYQ,.Z,P) y (9.)acr una familia arbitraria de sub-o-dlgebras de
F . Entonces la familia

Za:E[X|ga], OZGA,
es uniformemente integrable.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como X es integrable, existe § > 0 tal que
P(A) < ¢ implica E[|X]| ; A] < ¢ (continuidad absoluta de la integral). Sea
M >0 con E[|X|] /M <.

Por Jensen condicional, | Z,| < E[|X||¥,], luego {|Z.| > M} C {E[|X]||¥.] >
M} =: Aq, que es un suceso de ¥4,. Entonces

E[|Zal 5 |Zal > M] < BE[X||%] 5 Ad] = E[IX] ; Aq],
donde la 1ltima igualdad es la definiciéon de esperanza condicional aplicada a
A, € 9,. Finalmente, por Markov,

(4, < BEIXIZ] _EIXI

de modo que E[|X| ; A,] < ¢ para todo «. [ |
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4.3. El teorema de Vitali

4.3 El teorema de Vitali

Teorema 4.7 (Vitali). Sea (X,,) una sucesion con E[|X,|] < co y suponga-

mos que X, L5 X. Son equivalentes:

(1) (Xy,) es uniformemente integrable;

(1) X es integrable y X, 7N X;
() X es integrable y E[| X,,|] — E[| X]] < oc.

Demostracion. (i) = (ii). Por la proposicion 4.4 existe C con E[|X,|] < C

P ) - °
para todo n. Como X,, — X, existe una subsucesiéon X, %54 X entonces
| Xn, | = |X]| c.s. y, por Fatou,

E[|X|| < liminfE[|X,,[] < C < oo,

de modo que X es integrable. La familia (| X,, — X|),, es u.i., pues | X,, — X| <
| X0| + | X]| y la suma de familias u.i. es u.i. (observacién 4.3(d), con {X}
u.i. por ser finita). Sea € > 0; escribimos

E[|X, — X| :/ X, — X|+ X, — X| < / X, — X|+e,
(Xn—X]>c) ([ Xn—X<e) A

con A, = {|X,, — X| > ¢}. Como X, 4 X se tiene P(A,) — 0, y como
(|Xn — X|[) es u.i., la condicién (ii) de la proposicion 4.4 da [, X, — X[ — 0.
Por lo tanto
0 < limsupE[|X,, — X|] < e,
n

y siendo € > 0 arbitrario, E[|X,, — X|] — 0.

(i) = (iii). Inmediato de |[E[|X,|] — E[|X]|]| < E[| X, — X|].

(iii) = (i). Para s > 0 escribamos s(z) = (Jz| — )™, de modo que |z| —
@s(x) = min(|z|, s) es una funcién continua y acotada por s. Como X, £,

X, también min(|X,|, s) LN min(| X, s) y, por convergencia dominada (la
dominante es la constante s),

Efmin(|X,|,5)] —— Efmin(|X],s)].
Restando esto de la hipétesis E[| X, |] — E[|X|] obtenemos

Elps(Xn)] —— Elps(X)] para cada s > 0 fijo. (4.1)

n—oo
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Capfitulo 4. Integrabilidad uniforme y convergencia en L'

Por otro lado, para t = 2s,

Joo W= [ (Xl -0HP{X > 1} < B+ P > 1},
{1 Xn|>t} {1Xn|>t}

y como sobre {|X,| > t} = {|X,| > 2s} se tiene ps(X,) > s = t/2,
la desigualdad de Markov da tP{|X,,| >t} < 2E[ps(X,)]. Como ademds

pt < s, concluimos
/ Xal < 3Elp(X,))- (4.2)
{|Xn|>2s}

Ahora fijemos ¢ > 0. Como X € L'y ¢4 (X) | 0 cuando s 1 oo, por
convergencia dominada existe s con E[ps, (X)] < €/6; por (4.1) existe N tal
que Elps,(Xn)] < &/3 paran > N, y entonces (4.2) da [qx, 1205, [Xn| <€
para n > N. Las finitas variables X7, ..., Xy_1 forman una familia u.i. por
si solas (observaciéon 4.3(a)), de modo que agrandando ¢ si hace falta se
obtiene la cota para todos los indices a la vez. |

Corolario 4.8. Para una submartingala (X,,) que converge c. s., son equi-
valentes:

(1) (X,) es uniformemente integrable;

(11) (X,,) converge en L'.

Demostracion. Consecuencia del teorema 4.7, ya que la convergencia c.s. y
la convergencia en L' implican ambas convergencia en probabilidad. |

4.4 Martingalas cerradas: el ultimo elemento

Definicién 4.9 (Ultimo elemento). Decimos que una (sub/super)martingala
(Xn)nez, tiene ltimo elemento, o que estd cerrada, si existen X, € L'y una
o-dlgebra F C F que contiene a todas las F, tales que (Xy, Fn)nez, Ufoc}
sigue siendo (sub/super)martingala. Explicitamente: X es Zo-medible y,
para todo n,
= X,, (martingala),
EXw |Zn] { > X,, (submartingala),

< X,, (supermartingala).

Lema 4.10. Si X, 7N X, entonces E[ X, ; A] — E[X; A] para todo
Ae 7.
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4.4. Martingalas cerradas: el ultimo elemento

Demostracion. |E[X,; A] —E[X; A]| <E[|X, — X|] — 0. |

Lema 4.11. Si una martingala (X,) converge en L' hacia X, entonces
X, = E[X | #,] para todo n.

Demostracion. Por la propiedad de martingala, para m >ny A € %#,,
E[Xm§ A] = E[Xn§ A] .

Por el lema 4.10, el miembro izquierdo tiende a E[X ; A] cuando m — oo,
mientras que el derecho no depende de m. Luego E[X,,; A] = E[X ; A] para
todo A € %, que es justamente X, = E[X |.%,]. [

Teorema 4.12 (Caracterizacion de las martingalas cerradas). Sea (X5) una
martingala. Son equivalentes:

(1) (X,) tiene dltimo elemento;
(1) (Xp) es uniformemente integrable;

(1) (X,,) converge c. s. y en L' hacia una variable Xoo, y Xy = E[Xoo | Z)
para todo n.

Demostracion. (i) = (iii). Por la proposicién 4.4(i) se tiene sup,, E[|X,|] <

C < o0, de modo que el corolario 3.4 da X, —— X con Xeo integrable.

Como (X,,) es u.i. y la convergencia c. s. implica convergencia en probabilidad,
1

el teorema 4.7 da X, ELZN Xoo, vy €l lema 4.11 da X,, = E[ X | %]

(iii) = (i). Basta tomar Zo, = o(,,-%»); la variable X, que es limite
c.s. de variables %, .-medibles, es .%,.-medible.

(i) = (ii). Si (X,,) tiene tltimo elemento, entonces X,, = E[X | %]
con Xo € L' fija, y la proposicién 4.6 dice exactamente que tal familia es
uniformemente integrable. |

Teorema 4.13 (Submartingalas positivas). Sea (X,) una submartingala
positiva.

(a) Si (X,,) es uniformemente integrable, tiene ultimo elemento.

(b) Reciprocamente, si (X,,) tiene ultimo elemento, es uniformemente inte-
grable.
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Capitulo 4. Integrabilidad uniforme y convergencia en L'

Demostracion. (a) Si (X,,) es u.i., entonces E[X ] < E[|X,|] < C para

todo n, y el teorema 3.3 da X,, —— X, con X, integrable; por Vitali,
1

X, L, Xoo- Sean <my A€ Fy,; por ser submartingala,

[ X0 < [ X
A A

Haciendo m — oo y usando el lema 4.10, [, X,, < [, Xo para todo A € F,,,
es decir X,, < E[X | %]

(b) Supongamos X,, > 0 con tultimo elemento X,. Como {X,, >t} € Z,,
la propiedad de submartingala cerrada da

/ X, s/ Xo
{Xn>t} {Xn>t}

Fijemos € > 0 y sea 6 > 0 tal que P(A) < ¢ implica [, Xoo < €. Por Markov
y la monotonia de las esperanzas,
E[X,] _ E[X.]

t - t

P{X, >t} <
Tomando t* = E[X] /J se obtiene, para t > t* y todo n,

/ X, < / Xy < e
{Xn>t} {Xn>t}

lo que prueba la integrabilidad uniforme. ]

Resumen del capitulo

Para una martingala (M,,):

Hipédtesis Conclusion
sup,, E[|M,|] < oo M, -~ M, integrable

1
(M,,) uniformemente integrable ademés M, LN My y M, = E[My | %)

sup,, E[|M,,|"] < 00, p > 1 ademas M, —— M., (corolario 5.17)

La primera hipétesis no implica la segunda (proceso de ramificacién
critico); la tercera si implica la segunda (lema 4.5).
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CAPITULO 5

Tiempos de parada y desigual-
dades de Doob

Un tiempo de parada es una regla para decidir cudndo detenerse que
solo usa informacién pasada. El teorema de muestreo opcional dice que
detener una martingala en un tiempo de parada no cambia su esperanza
—con hipoétesis que hay que cuidar, como muestra el ejemplo del jugador terco
de la seccion 5.2.1— y las desigualdades maximales de Doob controlan el
maximo de la trayectoria por su valor final.

5.1 Definiciones

Definicién 5.1 (Tiempo de parada). Dado (£2,.%) con una filtracion (%, )nez, »
una variable
TZQ—)Z+:Z+U{OO}

es un tiempo de parada si

{r<n} ez, para todo n € Z.

Equivalentemente, {r = n} € %, para todo n, o bien {7 > n} € .%, para
todo n.

Definicién 5.2 (o-édlgebra de los sucesos anteriores a 7). Dado un tiempo
de parada 7, definimos

Fr={AeF: An{r <n} € %, para todon € Z, }.
Ejercicio 5.3. Verifique las propiedades siguientes.

Z. es una o-algebra, y 7 es .%,-medible (es decir, o(7) C Z;).
Si 7 = n es constante, %, = F,.
S

i 7 < p son tiempos de parada, .7, C Z,.
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Capitulo 5. Tiempos de parada y desigualdades de Doob

(e) Si (X,) es adaptado, X:1;o} es Fr-medible.

Indicacion. Para (c):si A € Z;, entonces AN{p <n} = (AN{r <n})Nn{p <
n} € #,, donde se us6é {p < n} C {r < n}. Para (e): para D boreliano,
{XreD, 1 <oo}n{r <n} =Up<c, {Xx € D} {7 =k}) € Z,. |

Definicién 5.4 (Proceso detenido). Dados 7 y un proceso (X,,), el proceso
detenido X7 es
X;(w) = Xn/\’r(w) (w)7 n e Zy.

Proposicién 5.5 (Detener preserva el caracter). Sea (X,,) una (sub/super)martingala
y T un tiempo de parada respecto de (Fy). Entonces (X], %) es una
(sub/super)martingala. En particular, para una martingala, E[ X, a,] = E[X0]

para todo n.

Demostracion. Definamos Hy = 1513 = 1li;>p) para k > 1. Como
{r>k—-1}={r <k —1}° € F_1, el proceso (Hy) es predecible, acotado
y positivo. Ademads

n
X =Xo+ (H-X), =Xo+ > Lopy (X — Xp1),
k=1

pues la suma telescopia exactamente hasta el indice n A 7. La proposicion 2.17
concluye. La tultima afirmacién se obtiene tomando esperanzas y usando
X§ = Xo. [ |

5.2 El teorema de muestreo opcional

Empecemos por el caso de horizonte finito, donde no hace falta ninguna
hipétesis adicional.

Lema 5.6 (Horizonte finito). Sea Xo, X1,..., X, una submartingala y
7:0Q—{0,1,...,m} un tiempo de parada. Entonces X, es integrable y

E[X,] < E[X,] < E[X,].

Demostracion. La integrabilidad es clara: | X.| < Y70 [ Xl

Primera desigualdad. Por la proposicién 5.5, (X)) es submartingala, luego

E[X;] < E[X.],
—— ——
=EXo] =HX]
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5.2. El teorema de muestreo opcional

donde se us6 que 7 < m implica X] = X;par = X7

Sequnda desigualdad. Con H como en la proposicion 5.5, descomponemos

X,=Xo+(H -X),+(1-H) - X)

=X7 =Yy

n’

y (Y},) es submartingala con Yy = 0 porque 1 — H > 0 es predecible y acotado.
Evaluando en n = m y tomando esperanzas,

E[X,] = E[X,] + E[Y,,] > E[X,]+E[Y;] = E[X,]. m

Proposicién 5.7 (Caracterizacién por tiempos de parada). Sean X, X1, ..., Xm
variables aleatorias integrables y adaptadas. Son equivalentes:

(1) (Xn)n<m es submartingala;
(11) para todo par de tiempos de parada T,p: Q — {0,1,...,m} con T <p
se tiene E[X;| <E[X,].

La version con igualdad caracteriza a las martingalas: (Xp)n<m es martingala
si y solo si E[X;] = E[Xy] para todo tiempo de parada T con valores en

{0,...,m}.

Demostracion. (i) = (ii). Sea X'n = XJ, que es submartingala por la propo-
sicién 5.5. Aplicando el lema 5.6 a X con el tiempo de parada T,

E X, ] <EX,]
X

(i) = (i). Fijemos n € {0,...,m — 1} y A € .%,. La variable

_n, sobre A,
n+ 1, sobre A€,
es un tiempo de parada (pues A € %), y 7 < p =n + 1. Entonces

E[XT] - E[X'n]-A] + E[Xn—i-l]-AC] ,
E[XP] = E[X’n—i-l]-A] + E[Xn—l-l]-AC] s

y restando, E[X;] < E[X,] equivale a E[X,14] < E[X,,;114] para todo
A € Z,, que es la propiedad de submartingala (observacion 2.7). |
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Capitulo 5. Tiempos de parada y desigualdades de Doob

5.2.1 Un contraejemplo instructivo

Ejemplo 5.8 (El jugador terco). Sean (,) independientes con P{¢,, = 1} =

So =0, Sn:ij, fnZU(ﬁlv--wgn)'
j=1

(S,) es una martingala (ejemplo 2.12). Consideremos
T=min{n >0: S, =1},

la estrategia “jugar hasta ganar una unidad”. Entonces 7 es un tiempo de
parada y P{T < oo} = 1.

En efecto, (S7) es una martingala con S} < 1 para todo n, de modo que
E[(S7)*] <1y el teorema 3.3 da S, >+ Z con Z integrable. Pero sobre
{7 = o0} se tiene S} = S, y el paseo aleatorio simple no converge (oscila
entre +00); luego

P{r=00, S, -2Z}=0 = P{r=00}=0.

Sin embargo,
=0 =1

El teorema de muestreo opcional falla sin hipdtesis adicionales cuando
el horizonte no es acotado. Lo que ocurre aqui es que E[7] = oo: la
estrategia funciona, pero puede requerir un tiempo arbitrariamente largo
y una deuda arbitrariamente grande. Las hipdtesis que si funcionan son:
horizonte acotado (lema 5.6), T acotado, o existencia de tltimo elemento
(teorema 5.9).

5.2.2 El teorema general

Teorema 5.9 (Muestreo opcional de Doob). Sea (X, y")n62+ una (sub/super)martingala
con ultimo elemento X,. Entonces, para cualquier par de tiempos de parada
7 < p, las variables X; y X, son integrables y

E[Xo] > E[X;] > E[X,] >~ E[X],

donde <1 es = para martingalas, < para submartingalas y > para supermar-
tingalas.
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5.2. El teorema de muestreo opcional

Teorema 5.10 (Versién con condicionamiento). En las hipdtesis del teore-
ma 5.9,

/XTd]P’ D] /Xpd]P’ para todo A € F,,
A A

es decir, X < E[X,|.%;]. En particular, para una martingala, E[X, | %] =
X, c.s..

Demostracion del teorema 5.9. Caso 1: (X,) es martingala. Por el teore-
ma 4.12, X,, = E[X | .%,] para todo n € Z,. Por Jensen, (|X,] s Fn) e,
es una submartingala cerrada por | X |, de modo que | X, | < E[|Xsl| | %] ¥
entonces

BIGI= 3 [ Pl X [ Xl =Bl <

neEZy neEZy

donde se usé {1 =n} € %,. Luego X, es integrable. Con la misma descom-
posicién y el teorema de convergencia dominada (la dominante es |X|),

Z/{m} Z/{T n} oo = ElXed],

neZy neZy

donde en el paso central se usé de nuevo {r =n} € #, y X,, = E[X | %]
Como el argumento vale para cualquier tiempo de parada, en particular para
7 =0y para p, obtenemos E[Xo] = E[X;] = E[X,] = E[X].

Caso 2: supermartingalas positivas con X, = 0. Sea X,, > 0 supermar-
tingala con ltimo elemento X, = 0, y 7 < p tiempos de parada. Fijemos
j € Z4. Para k > j, sobre el suceso {1 = j, p > k} € % la propiedad de
supermartingala da

/ Xy > / Xkt+1 + Xp,
{r=j, p>k} {r=J, p>k+1} {r=J, p=k}

pues {T = j,p > k} se parte en {p > k+ 1} y {p = k}, y sobre el primero
J Xi > [ Xj41 mientras que sobre el segundo Xj, = X,,. Reordenando,

/ Xk — KXgt1 = / X,.
{r=j4, p>k} {r=j4, p>k+1} {r=j4, p=k}

Sumando en k = 7,5 + 1,...,m (suma telescopica) se obtiene, para m > j,
/ X — Xm+1 > / X,
{r=i} {r=4, p>m+1} {r=4, j<p<m}
_ >0
=J iy X =
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y por lo tanto f{T:j} X, > f{T:j p<m} Xp- Haciendo m — oo y usando
convergencia monétona (X, > 0),

/ X, > / X, > 0.
{r=j} {r=j p<oo}

Sumando ahora en 5 =0,1,2,...,

[ x x.
{T<o0} {T<00, p<oo}

Como Xo = 0, ambos miembros son E[X;] y E[X,] respectivamente, de
donde E[X;] > E[X,]. Tomando 7 = 0 resulta ademés oo > E[X(] > E[X,].

Caso general. Sea (X,,) una supermartingala con dltimo elemento Xo.
Definiendo
M, =EXx | %], n e Zy,

se tiene que (M,,) es una martingala cerrada (Caso 1) y que
Xn = Mn + (Xn - Mn)7
=Y,

donde (Y},) es una supermartingala positiva —pues X,, > E[X | #,| = M,,—
con ultimo elemento Yo, = Xoo — Xoo = 0. Aplicando el Caso 1 a M y el
Caso 2 a Y y sumando se concluye. El caso de submartingalas se obtiene
cambiando el signo. [ |

Demostracion del teorema 5.10. Fijemos A € %, y definamos

|7, sobre A,
7= p, sobre A°.

Entonces v es un tiempo de parada: para n € Z,
{y=np=An{r<n}) U (A°N{p <n}),

y el primer conjunto estd en %, porque A € %, mientras que el segundo lo
estd porque A°N{p < n} ={p <n}\(AN{r <n}),usando {p < n} C {r <
n}. Como v < p, el teorema 5.9 (caso submartingala) da E[X,] <E[X,], o

sea
X, + XS/X—i— X,.
~/A’Y AC’Y Ap ACp

Como v = p sobre A€, los términos sobre A€ se cancelan y queda
X, < / X,. m
/A T 4!
——
:f aXr
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5.2. El teorema de muestreo opcional

Corolario 5.11 (Casos particulares de uso frecuente). (a) 57 (Xy) es una
martingala uniformemente integrable, entonces para todo tiempo de
parada T,

E[Xo] = E[X-] = E[X],
donde X, — Xoo c.s. y en L',

(b) Si (X,) es una submartingala uniformemente integrable, para todo T,
E[Xo] <E[X;] <E[Xo].

(¢) Si(Z,) es una supermartingala positiva, entonces siempre tiene ultimo
elemento —a saber, Zo, = lim,, Z,, que existe y es integrable por el
corolario 3.6— y por lo tanto, para todo tiempo de parada T,

E[Z)] > E|Z,] > E[Zs].

Demostracion. Solo (c) requiere comentario. Por el corolario 3.6, Z, —>
Zso con Zs > 0 integrable. Por el lema de Fatou condicional, para n fijo,

E[Zx | #n] = E[liminf Z,, | #,] < lminfE[Z,, | Z,] < Z,,
m m

de modo que (Z,, ﬁn)nez+ es una supermartingala con tltimo elemento Z;
el teorema 5.9 concluye. |

Una supermartingala positiva no tiene por qué ser u.i.

Es tentador —y falso— concluir de (c) que toda supermartingala positiva
es uniformemente integrable. El contraejemplo es el proceso de ramifi-
cacién critico de la proposicién 3.8: Z,, es una martingala positiva (en
particular supermartingala) con E[Z,,] = 1 para todo n, pero Z, —== 0,
de modo que E[Zw] = 0 < 1 = E[Z] y la convergencia no es en L.
Noétese que la desigualdad E[Zy] > E[Z] de (c) es estricta en ese caso, y
que eso es precisamente lo que distingue a (c) del enunciado de (a) para
martingalas u. i.

La diferencia con el teorema 4.13(b) estd en la direccién de la desigualdad:
para una submartingala positiva cerrada se tiene X,, < E[X | %], y el
ultimo elemento domina, lo que da la integrabilidad uniforme. Para una
supermartingala el tltimo elemento estd dominado, y el argumento no se
puede invertir.
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Capitulo 5. Tiempos de parada y desigualdades de Doob

5.3 Las desigualdades maximales de Doob

Teorema 5.12 (Desigualdad maximal, L'). Sea (X,,) una submartingala
positiva. Para todo A > 0 y todo N € Z,

} < E[XN].

Demostracion. Definamos
T=min{0 <n<N: X, >A} AN,
que es un tiempo de parada acotado, y observemos que

{ méx XnZ)\}:{XTZ)\}::AGﬁT.
0<n<N

Sobre A se tiene X, > A, de modo que

AP(4) < /AXT.

Como 7 < N son tiempos de parada acotados y (X, )n<n es submartingala, el
teorema 5.10 (aplicable con horizonte finito, sin necesidad de tltimo elemento)

da
[ X% < [ xn < [ Xy =ExN,
A A Q

usando en la dltima desigualdad que X > 0. Combinando, AP(A) < E[Xy].
|

Teorema 5.13 (Desigualdad maximal para martingalas). Sea (M) una
martingala. Para todo A > 0,

< = 7
P{oglni}%v|M"| >)‘} = A

Demostracion. (|My]) es una submartingala positiva (proposicion 2.9); apli-
car el teorema 5.12. [ |

Ejercicio 5.14. Sean (M,) y (Mn) dos martingalas respecto de la misma
filtracién. Pruebe que

G AL
A

Plomi [ -0 >0 <

Indicacion: M — M es una martingala.
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5.3. Las desigualdades maximales de Doob

Teorema 5.15 (Desigualdad LP de Doob). Sea (X,) una submartingala
positiva y
* ,
Xy = og%xzv Xn.

Sip > 1yq es suexponente conjugado (1/p+1/q =1, es decirq=p/(p—1)),
entonces Y Y
(E[(XR)P]) 7P < q(BIXR]) .

Demostracion. Recordemos que para Z >0y p > 1,
[ee] e}
E[77] = / P{Z” > u} du :p/ NUR(Z > VAN, (5.1)
0 0

mediante el cambio p = NP.
Fijemos A > 0y truncemos: X = X3AA, de modo que E{X’p} < AP < o0.

Nétese que {X > A} C {X} > A} para todo A, con igualdad si A < A. Usando
(5.1) y el teorema 5.12,

E[XP} :p/ooo AP—IP{X > )\} d\ < p/ooo )\p_li[{§>A}XNdIP>d>\

oo - b
— N 2Xn1 o~ dPdy e / X / AP=2 g\ dP
p/O \/Q N {ASX} p o N 0

=L [ Xy Xrap = gB[xy X771
p—1Ja

Aplicando ahora la desigualdad de Holder con exponentes p y ¢,
E[X7] < q(EX}))7(E[X D)) =g ®IXE]) P (E[X7])",

donde se usé ¢(p — 1) = p. Como E[)Z'p] < 00, podemos dividir por
(E[_f(p] )1/q y, usando 1 —1/q = 1/p,

(E[(Xx A AP < g (E[XR])V".

Haciendo A — oo y aplicando convergencia mondtona se concluye. |

Por qué se trunca

El truncamiento por A no es un adorno: sin él no sabriamos a priori que
E[(X3)P] < oo, y dividir por esa cantidad seria ilegitimo. Es un patrén
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Capitulo 5. Tiempos de parada y desigualdades de Doob

recurrente: probar una desigualdad para una cantidad manifiestamente
finita y luego pasar al limite.

Teorema 5.16. Si (M,,) es una martingala con M, € LP, p > 1, entonces

| mix \Mnpr < ]% My

0<n<N Hp ’

Demostracion. (|My]) es submartingala positiva; aplicar el teorema 5.15 con
q=p/(p—1). u
Corolario 5.17 (Convergencia en LP). Sea (M,) una martingala tal que
sup,, E[|M,,|P] < C < oo para algin p > 1. Entonces existe Z € LP con

M, %57 ¢ M, 2> 7

Demostracion. Por el lema 4.5 la martingala es uniformemente integrable;
en particular estd acotada en L' y el corolario 3.4 da M,, — Z con Z

1
integrable, y por Vitali M, L.z

Para la convergencia en LP, observemos que |M,, — Z|’ — 0 c.s. y que,
por convexidad de x +— P,

My — 217 < 27H(|Mu P +(2P) < 207 (sup M + | 2]P).
k

Ahora, supy, | My|? es integrable: por el teorema 5.16 y convergencia mon6tona,

Esup | M | = i B[ mie M7 < (2 ) swpBlIMAP) < (S2)C < oo,

v | Z|P es integrable por Fatou. El teorema de convergencia dominada concluye.
[ |
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Parte 11

Aplicaciones en finanzas
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CAPITULO 6

Mercados financieros a tiempo
discreto

Esta parte traduce, casi palabra por palabra, la teoria de martingalas al
lenguaje de los mercados financieros. La traduccion es literal: una estrategia de
inversién es un proceso predecible, el valor de la cartera es una transformada
de martingalas, la ausencia de arbitraje es la existencia de una medida bajo
la cual los precios son martingala, y el precio de un derivado es una esperanza
condicional. Trabajaremos siempre con £ finito, lo que elimina toda dificultad
técnica y deja a la vista la estructura.

6.1 El mercado

Definicién 6.1 (Mercado). Un mercado (a tiempo discreto, con horizonte
N) es una terna

[ © finito, (%q,)ff:o, (Mn)fzvz() 1,

donde

(1) Q@ ={wi,...,wi} es el conjunto de todos los estados del mundo (las
trayectorias posibles de los activos);

(11) (Fn)_, es una filtracién, con Zy = {0, Q} y Fn = 2%;

(1) M, : Q — R es el vector de precios,
M, (w) = (1, SH(w),...,S5w)),
con M,, %, -medible.

Salvo mencién en contrario tomaremos ¢ = 1 y escribiremos M,, = (1,.5S,).
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6.1. El mercado

Por qué la primera coordenada es un 1

La primera coordenada representa el numerario: un activo de referencia
no riesgoso. En general serfa M,, = (B, S}, ..., S%) con B, determinista
(por ejemplo B, = (1 + )", el dinero en el banco). Tomar B, = 1 no
pierde generalidad: equivale a medir todos los precios en unidades de
B, es decir a trabajar con los precios descontados §n = S,/ By. Todo
lo que sigue debe leerse en unidades del numerario; en el capitulo 18 el
descuento reaparecera explicitamente como el factor e=".

Definicién 6.2 (Estrategia). Una estrategia o portafolio es un proceso
I, :Q— RAL n=1,...,N,
tal que I'y, es .%,,_1-medible para todo n. Es decir, (I'),) es predecible.
Escribiendo I = (5, a1, . .., o), la convencién de signos es:

» 5> 0: el inversor tiene || unidades del numerario (dinero en el banco);
B < 0: las debe;

= «; > 0: el inversor posee |«;| unidades del activo i; «; < 0: estd en corto
(las debe).

Definicién 6.3 (Valor de una estrategia). El valor de la estrategia I' en
cada instante es

T r
Vo = Iy - My , V, = r, M, ,
———
lo que cuesta iniciar la estrategia lo que vale la cartera adquirida en n—1

Definicién 6.4 (Autofinanciamiento). La estrategia I' es autofinanciada si

Iy M,=Tpp1 - M, para todon=1,...,N — 1.

La condicion dice: al reajustar la cartera en el instante n, pasando de la
composiciéon I'y, a la composicién I',, 41, no se inyecta ni se retira dinero; el
rebalanceo se hace a los precios vigentes M,,. Formalmente, descomponiendo
la variacién de valor,

Vi Vi = Tpp1-(Myp1 —My)  + M, (Toy1 — ), (6.1)

ganancia por variacién de precios  dinero inyectado en n

y el autofinanciamiento es exactamente la anulacion del segundo término.
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Capitulo 6. Mercados financieros a tiempo discreto

Proposiciéon 6.5 (El valor como transformada de martingalas). Si I' es
autofinanciada, entonces

V=V +3 0 (M — M) =V +(T-M),.
j=1

Demostracion. Sumar (6.1) desde j = 1 hasta n, con el segundo término nulo
por autofinanciamiento (y usando Vi = I'y - My para el primer paso). B

La identidad central de toda la Parte I1

Vo =Vo + (- M),

El valor de una cartera autofinanciada es su capital inicial mas una trans-
formada de martingalas del proceso de precios, con integrando predecible.
Todo el resto de la Parte II consiste en explotar la proposicion 2.17. En
tiempo continuo, esta identidad se convertird en V; = V + fot I'sdMg con
una integral de It (capitulo 18).

Observacion 6.6 (Linealidad). El valor es lineal en la estrategia:
VP1+F2 — VF1 + VPQ V)\F — )\VF
n n n n n
y la suma (resp. el multiplo) de estrategias autofinanciadas es autofinanciada.

Proposiciéon 6.7 (Libertad en la primera coordenada). Sea £ =1, M, =
(1,8y). Para todo proceso predecible By, : @ — R (la posicion en el activo
riesgoso) y toda constante ¢ € R, existe un unico proceso predecible o, : ) —
R tal que

Fn = (ana Bn)

es autofinanciada con Vi = c.

Demostracion. La condicién Vj = ¢ da a; + $1S0 = ¢, lo que determina a;.
La condicién de autofinanciamiento en el instante n,

Qp+1 + Bn—i—lSn =y + BnSna

determina ay,,4+1 = @ + (Bn — Bnt1)Sn, que es F,-medible como se requiere.
La recursién define o de manera tinica. [ |
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6.2. Arbitraje

Lectura de la proposicion

La posicion en el activo riesgoso puede elegirse libremente; la posiciéon en
el numerario queda entonces forzada por el presupuesto. Dicho de otro
modo, una estrategia autofinanciada queda parametrizada por el par
(¢, B8): capital inicial mas posicién riesgosa. Esto se usara decisivamente
en la demostracién del segundo teorema fundamental (capitulo 7).

6.2 Arbitraje

Definicién 6.8 (Oportunidad de arbitraje). Una estrategia autofinanciada
I’ es una oportunidad de arbitraje en el mercado (M,,) si

(1) Vi <0 (no hace falta invertir nada),
() Vi >0 (no hay riesgo de pérdida),
(1) Vi (w) > 0 para algiin w € Q (hay posibilidad de ganancia).

El mercado es libre de arbitraje (1.d.a.) si no existe ninguna estrategia
autofinanciada que sea oportunidad de arbitraje.

Ejemplo 6.9 (El modelo binomial (s,a,b)). Fijemos s >0y —1 < a < b.
Tomamos

Q = {a,b}", pj : 8 = {a, b} la j-ésima coordenada,
y definimos el precio del activo riesgoso por
SO:87 Sn: n—1(1+Pn)a n:]-?"'aN7

con la filtracién canénica %, = o(p1,...,pn) y My = (1,S,). Asi, en cada
periodo el precio sube un factor 1+ b o baja un factor 1 + a.
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s(1+b)?

1+b

/ N\

s(
/
s s(14a)(1+d)

k
s(

1+a

/N

s(14a)?

Figura 6.1: Dos periodos del modelo binomial (s, a,b). El drbol recombina: llegar
por “sube-baja” o por “baja—sube” produce el mismo precio. Bajo la tinica PME los

rendimientos p, son independientes con ¢ = Q{p, = b} = ;=%.
Proposicién 6.10. El modelo binomial (s,a,b) es libre de arbitraje si y solo
sia<0<b.

Demostracion. (=, por contrarreciproco.) Si 0 < a < b, el activo riesgoso
nunca pierde valor y a veces gana: la estrategia “pedir prestado s unidades
del numerario y comprar una acciéon”, T';, = (—s, 1), es autofinanciada, tiene
Vi=-s+s=0y V]\Ff = Sy — s > 0, con desigualdad estricta en el
estado “siempre sube”. Es un arbitraje. Si a < b < 0, la estrategia opuesta
Iy, =(s,—1) lo es.

(«<.) Si a < 0 < b construiremos en el ejemplo 6.14 una probabilidad
de riesgo neutro, y el teorema 6.13 mostrard que su existencia impide el
arbitraje. [ |

6.3 Probabilidades martingala equivalentes

Definicién 6.11 (Probabilidad martingala equivalente). Dado un mercado
[, (Fn), (My,)], una probabilidad Q sobre €2 es una probabilidad neutra al
riesgo o probabilidad martingala equivalente (PME) si

(1) (My, Z,)N_, es una Q-martingala (coordenada a coordenada);
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6.3. Probabilidades martingala equivalentes

(11) Q({w}) > 0 para todo w € €.

La condicién (ii) es la que justifica el adjetivo equivalente: Q y P tienen
los mismos conjuntos de probabilidad nula, es decir coinciden en qué es
posible y qué es imposible, aunque discrepen en cuan probable es cada cosa.

Observacion 6.12. Si Q es PME, entonces (V!', .%,,) es una Q-martingala para
toda estrategia autofinanciada I'. En efecto, por la proposicién 6.5, VI es la
transformada de la Q-martingala M por el proceso predecible I' —acotado,
pues € es finito— y la proposicién 2.17 concluye.

Teorema 6.13. Si existe una PME Q, entonces el mercado es libre de

arbitraje.

Demostracién. Supongamos que I' es autofinanciada con V& <0y V{, > 0.
Por la observacién 6.12, (V,I') es Q-martingala, luego

Eq|Vi| =Eo|Vi| < 0.

Pero V]S > 0, de modo que una variable no negativa tiene esperanza < 0:
necesariamente Vi = 0 Q-c.s.. Como Q({w}) > 0 para todo w € , esto
significa

Vi(w) =0 para todo w € Q,

y la condicién (iii) de la definicién 6.8 no puede cumplirse. |

Doénde se usa cada hipétesis

La propiedad de martingala da Eq {VJE] =[Eq {VOF} < 05 la equivalencia
(todos los 4tomos con masa positiva) convierte “Vy = 0 Q-c.s.” en

“Vi = 0 en todo punto”. Sin (ii) el teorema es falso: bastarfa tomar Q
concentrada en un solo estado.

Ejemplo 6.14 (La PME del modelo binomial). En el modelo binomial con
a < 0 < b existe una tnica PME, y bajo ella los rendimientos p1,..., pnx son
independientes, idénticamente distribuidos y de media cero:

—a

b
@{Pnzb}:m:3Q>07 @{Pnza}:mzl—Q>0~ (6.2)

Demostracién. La condicién de martingala para M, = (1, S,) es Eq[Sy, | #n-1] =
Sn—1, es decir S,,_1 Eq[l + pp | #p—1] = Sp—1 y, como S,,_1 > 0,

Eqlpn | Fa-a] = 0. (6.3)
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Si gn(w) = Q{pp = b| Fn_1}(w), (6.3) dice bg, + a(l —gn) =0, 0 sea g, =
—a/(b— a), constante e independiente de w y de n. Que ¢, sea determinista
para todo n equivale a que los p, sean independientes bajo Q con la ley
(6.2). Como a <0< b, g€ (0,1) y por lo tanto Q({w}) = ¢*(1 — ¢)N "% >0
para todo w (donde k es el nimero de subidas). La unicidad es clara: (6.3)
determina ¢ sin ambigiiedad. ]

6.4 El primer teorema fundamental

El reciproco del teorema 6.13 también es cierto. Es el resultado central
de esta parte.

Teorema 6.15 (Primer teorema fundamental de las finanzas). Sea [Q finito, () g, (My)2_0]
un mercado. Entonces

(M,,) es libre de arbitraje <=  existe una PME Q.

Demostracion. La implicacion (<) es el teorema 6.13. Para (=), identifique-
mos las funciones  — R con vectores de R*, k = 12|, mediante el producto
interno

n-&= Y nw)éw). (6.4)

weN

Una probabilidad @ sobre Q se identifica con el vector (Q({w})) , y entonces
Eqln =Q-n.
Consideremos el subespacio de las ganancias alcanzables sin capital inicial,

A={(1-M)y: T predecible| C R, (6.5)
que es un subespacio vectorial de R¥ (por la observacién 6.6), y el cono

K={¢eR: £20 T 6w =1},

que es un conjunto convexo compacto (el simplex). La ausencia de arbitraje
dice exactamente que

ANK=0:

en efecto, un elemento de A N K serfa la ganancia terminal de una estrategia
con Vi =0, VL >0y VL £0.
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6.4. El primer teorema fundamental

Por el teorema de separacion de Hahn—Banach en dimensién finita (sepa-
racion estricta de un compacto convexo y un subespacio cerrado disjuntos),
existe Q € R* tal que

Q- £ >0 paratodo £ € K, Q-n=0 paratodo n € A.

(La segunda igualdad se obtiene de que el funcional estd acotado sobre el
subespacio A, lo que obliga a que se anule en él.) Tomando £ = J,, en la
primera condicién resulta Q({w}) > 0 para todo w; normalizando podemos
suponer »_, Q({w}) =1, de modo que Q es una probabilidad equivalente a
P.

Falta ver que (M,,) es Q-martingala. Fijemos n 'y A € .%,_1, y tomemos
la estrategia predecible I'; = 141y;_,1¢; (mantener una unidad del activo i
solo durante el periodo n, y solo sobre el suceso A). Su ganancia terminal es
n=1a(M;— M ;)€ A, luego

O:Q-n:EQ[(MfL—Mfl_l)lA} para todo A € Z#,_1,

que por la observacion 2.7 es exactamente Eq M}, | %#,_1] = M},_;. [ |

Observacion 6.16 (Caracterizacién geométrica). La demostraciéon anterior
contiene una equivalencia que usaremos varias veces: con el producto interno
(6.4) y A como en (6.5),

(M,,, #,) es Q-martingala <= Q L A.

Ejercicio 6.17. Supongamos que (M,,) es libre de arbitraje. Pruebe que
no existe ninguna estrategia autofinanciada I' ni ningin tiempo de parada
7:0Q—{0,1,...,N} tales que

Vi <0, v >o, VE(w) >0 para algin w € Q.

Indicacion: dada tal pareja, construya la estrategia que coincide con I' hasta
T y que después mantiene todo el capital en el numerario,

f‘n =T, 1{n§7’} + (VTF, 0,..., 0) 1{n>7}.

Verifique que es predecible (use {n < 7} = {r < n -1} € Z#,_1 y que
VTFI{Tgn_l} es %,—1-medible), que es autofinanciada, y que VJE = VTF.
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CAPITULO 7

Valoracion de derivados y com-
pletitud

Admitimos de ahora en adelante que el mercado es libre de arbitraje. El
problema es el siguiente: dado un contrato derivado, ;qué precio hay que po-
nerle para que, al incorporarlo al mercado, este siga sin ofrecer oportunidades
de arbitraje? La respuesta es una esperanza condicional bajo la PME.

7.1 Contratos

Definiciéon 7.1 (Contrato europeo). Dado un mercado [, (%), (My,)], un
contrato (europeo) es una funcién

F:Q—>R Zy-medible,

interpretada como el pago que el writer (vendedor) entrega al holder (com-
prador) en el instante N.

Definicién 7.2 (Opcién de compra europea). Una opcidn de compra europea
(call) sobre el subyacente S estd determinada por

(1) el activo subyacente S;
(11) el vencimiento N;

(111) el precio de ejercicio o strike K.

Da al holder el derecho, pero no la obligacion, de comprar al writer una
unidad del subyacente al precio K en el instante N.

El holder no esté obligado a ejercer. Si en el instante N el precio Sy

supera al strike K, ejercer le reporta Sy — K; si Sy < K no ejerce y recibe
0. El contrato corresponde entonces a la variable aleatoria

Fo(w) = (Sn(w) — K)™.
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7.2. Precio justo

En una opcion de venta (put) el holder tiene el derecho de vender al precio
K, de modo que
Fu(w) = (K = Sy())".

Call Put
_ +
(SN K) (K—SN)+

Figura 7.1: Pagos al vencimiento de una call y de una put europeas de strike K.
Ambos son funciones convexas de Sy y dependen unicamente del precio terminal,
no de la trayectoria.

Definicién 7.3 (Opcion lookback).

F=Sy— min S,.
0<n<N

A diferencia de la call y la put, este contrato si depende de toda la trayectoria:
es path dependent.

7.2 Precio justo

Definicién 7.4 (Precio justo). Diremos que p € R no es un precio justo
para el contrato F' si se da alguna de las dos situaciones siguientes.

= El writer se aprovecha de p: existe I' autofinanciada con
Vi—p<0, VY—-F>0, Vi(w)—F(w)> 0 para algin w.

(Vende el contrato en p, monta la cartera I sin costo neto, y al vencimiento
le sobra dinero después de pagar F'.)

= El holder se aprovecha de p: existe I' autofinanciada con

Vi+p<0, Vy+F>0,  Vyw)+F(w)>0 para algin w.
En caso contrario, p es un precio justo para F.
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La definicién es simétrica y dice exactamente lo que debe decir: p es
justo si al incorporar el contrato al mercado, a ese precio, ninguna de las dos
partes obtiene una oportunidad de arbitraje.

Proposicién 7.5. Si Q es una PME para (M,), entonces
p" =EqlF]
es un precio justo para F'.
Demostracion. Supongamos que el writer se aprovecha de p*: existe I' auto-

financiada con Vi < p*, Vi > F y Vi(wp) > F(wp) para algiin wy. Como
(V) es Q-martingala (observacion 6.12),

Eq|Vh — F| = Vi —EglF] = V§ —p" < 0.

Pero VJS — F >0, de modo que le\; — F =0 Q-c.s. y, por ser Q equivalente,
Vi (w) = F(w) para todo w: esto contradice Vi (wo) > F(wo).

El caso del holder es andlogo: de Vi +p* < 0 se obtiene Eq [VJE +F } <0

con Vi + F >0, luego Vi + F = 0, contradiciendo la tercera condicién. W

Tenemos entonces la inclusiéon
{Eg[F]: Q PME} C {precios justos para F}.
De hecho, hay igualdad.

Teorema 7.6 (Caracterizacién de los precios justos). En un mercado libre
de arbitraje, para todo contrato F,

{Eg[F]: Q PME} = {precios justos para F'}.

Idea de la demostracion. La inclusion C es la proposicion 7.5. Para la reci-
proca, si p es un precio justo, considérese el mercado ampliado M, = (M, §n)
con un activo adicional que vale penn =0y F en n = N (interpolado de
cualquier manera sin arbitraje). Que p sea justo significa que el mercado
ampliado es libre de arbitraje; por el teorema 6.15 existe una PME @ para
él, y su restriccién Q al mercado original es una PME con Eqg[F] = p. [ |

Ejemplo 7.7 (Valoracion en el binomial). Tomemos el modelo binomial con
s =100, a = —20%, b = +10%, N = 2, y una call de strike K = 91, es decir
F = (S2—91)*. Por (6.2), ¢ = 7% = % = % Los precios terminales son

S € {121, 88, 64} con Q{} = {¢* 20(1-0q), 1 -9} = {3, 4 3},
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7.3. Cobertura y completitud

y los pagos F' € {30, 0, 0}. Luego
* 4 40
P :EQ[F]ZSO‘gz 3 ~ 13,33.

Proposiciéon 7.8 (Estructura markoviana en el binomial). En el modelo
binomial, si F = h(Sn) depende solo del precio terminal, entonces para todo
n

EQLF|ézﬁ]::@n(5h)

para una funcion , determinista. En particular, el precio en cada instante
depende solo del precio actual del subyacente, no de como se llegé a él.

Demostracion. Bajo Q los rendimientos py1, ..., pn son independientes de
Fny ¥y SN = Sn H;V:nﬂ(l + p;). Por lo tanto

N
Eglh(Sn) | Zal = ¢a(Sn),  ¢n(@) =Eglh(z T (1+0)))],

j=n+1

por la propiedad de sustitucion para la esperanza condicional con indepen-
dencia. m

7.3 Cobertura y completitud

Definicién 7.9 (Cobertura). Una cobertura (hedge) del contrato F' es una
estrategia autofinanciada I" tal que

Vi =F (en todo punto de Q).

Proposiciéon 7.10. Si F' admite una cobertura I', entonces el conjunto de
precios justos de F' se reduce a un punto:

{precios justos de F} = {V{'}.

Demostracién. Para toda PME Q, (V,I') es Q-martingala, luego Eg[F] =
Eq {VJI\;} = Vi : todos los Eg[F] coinciden. El teorema 7.6 concluye. (Directa-

mente: si p < Vi , el holder compra el contrato y vende la cartera; si p > V{ ,
el writer hace lo inverso. En ambos casos hay arbitraje.) |

Definicién 7.11 (Mercado completo). El mercado (M,) es completo si todo
contrato F' admite una cobertura.
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Observacion 7.12. Si (M,,) es completo y Q, Q son dos PME, entonces Q = Q
sobre Zy. En efecto, dado A € F, el contrato F' = 14 tiene cobertura I' y
por lo tanto

Q(A) = Eqg[la] = Vy = Eg[14] = Q(A).

El reciproco es el segundo teorema fundamental. Para demostrarlo tra-
bajaremos con los dos subespacios de Rl ya introducidos. Recordemos el

producto interno - & =Y, n(w)é(w) y

A= { (T-M)y:T predecible} = {H : 3T autofinanciada con Vj =0, V5 = H},
donde la segunda igualdad es consecuencia de la proposiciéon 6.7. Por la
proposicién 6.5 se tiene entonces:

Observacion 7.13. F admite cobertura <= existec€ R con FF—c € A.

Para una probabilidad QQ sobre 2 escribimos
Bg = {H : Q — R contrato : Eg[H] =0} = Q™
un hiperplano de RI®l. Por la observacion 6.16, si Q es PME entonces A C Byg.

Lema 7.14. Sea Q una PME. Si la inclusién A C Bg es estricta, entonces
existe otra PME Q con

Q, # Qs

Demostracion. Si A C By, existe g € Bg con g ¢ A. Descomponiendo g en
su proyeccién sobre A y su componente ortogonal, y observando que esta
ultima sigue estando en Bg (pues Q L A), podemos suponer ademds

gL A, g#0, Q-g=0.

Definamos, para d > 0,
- -1

Q=0(Q+dg), 6=(1+6T,9w)) .

de modo que Q suma 1. Como € es finito y Q({w}) > 0 para todo w, eligiendo
d suficientemente pequertio se tiene simultdneamente 6 > 0y Q({w})+dg(w) >
0 para todo w; luego @ es una probabilidad equivalente. Por construccién
Q-n= 0(Q-n+dg-n) =0 para todo n € A, es decir Q L A, y por la
observacion 6.16 se trata de una PME.

Finalmente, Q # Q: si fuesen iguales sobre .Zxy = 2, entonces
0=Eqlg] =Eglg) =Q-g=0(Q-g+35g-9) =05 |g]* >0,
absurdo. |
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Corolario 7.15. Si la PME Q es inica, entonces A = Bg.

Teorema 7.16 (Segundo teorema fundamental de las finanzas). Sea (M)
un mercado libre de arbitraje. Son equivalentes:

(1) (M) es completo;

(11) la PME es tnica.

Demostracion. (i) = (ii) es la observacion 7.12.

(ii) = (i): sea Q la tinica PME y F' un contrato cualquiera. Entonces
F_ EQ [F] c BQ corolar:io 7.15 .A,

y por la observacién 7.13, F admite cobertura (con ¢ = Eg[F], que por la
proposicion 7.10 es su precio). |

Corolario 7.17 (Férmula de valoracién). En un mercado completo y libre
de arbitraje, con PME Q, todo contrato F' tiene un tinico precio justo, dado
en cada instante por

\ Tn(F) = Eg[F | 7] \ n=0,1,...,N,

y la cobertura T satisface V.I' = m,(F).

Ejemplo 7.18. El modelo binomial con a < 0 < b es completo, pues por el
ejemplo 6.14 su PME es tnica.

Proposiciéon 7.19 (Toda Q-martingala es el valor de una cartera). Sea
(M,,) completo con PME Q. Entonces, para todo proceso (X,))_, que sea
Q-martingala, existe una estrategia autofinanciada I' con

vi=Xx, para todon=10,1,..., N.

n

Demostracion. X es un contrato, luego admite una cobertura I': V]E = Xy.
Ahora bien, tanto (V,I') como (X,,) son Q-martingalas, de modo que

VI :E@[V}\;’ﬁn] = Eg[Xn | Fn] = Xn. n
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El puente hacia la Parte IV

La proposicion 7.19 es el teorema de representacion de martingalas en
version discreta: en un mercado completo, toda Q-martingala se escribe
como X, = Xo+ (I'- M),, para algtn proceso predecible I'. Su andlogo
continuo —toda martingala respecto de la filtracion browniana se escribe
como X; = Xg+ f(f Hs;dB;,— es el teorema 18.3, y es exactamente lo que
permite cubrir opciones en el modelo de Black—Scholes.

Formula de Cox—Ross—Rubinstein

Cerramos el capitulo con la férmula explicita en el modelo binomial, que
reencontraremos como limite en el capitulo 18.

Proposiciéon 7.20 (Férmula CRR). En el modelo binomial (s,a,b) con
a<0<byq= =%, el precio en n =0 de una call europea de strike K y
vencimiento N es

NN
o= (k>qk(1 N (s 1+ 0k + @)V F - K)

k=0

+

Demostracion. Bajo Q el nimero k de subidas es Bin(N,q) y Sy = s(1 +
b)k(1 4 a)N~*; aplicar el corolario 7.17 con n = 0. [
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CAPITULO 8

Opciones americanas y la en-
volvente de Snell

Una opcién americana puede ejercerse en cualquier instante hasta el
vencimiento. Valorarla ya no es calcular una esperanza: hay que resolver
un problema de parada optima. La herramienta es la envolvente de Snell, la
menor supermartingala que domina al pago, y el tiempo 6ptimo de ejercicio
es el primer instante en que la envolvente toca al pago.

Trabajamos en un mercado completo y libre de arbitraje, con PME tnica
Q, sobre  finito, con J = {0,1,...,N}.

8.1 Contratos americanos

Definicién 8.1 (Contrato americano). Un contrato del tipo americano con
conjunto de tiempos de ejercicio J = {0,1,..., N} es una familia (f)nes
con f, : Q2 — R .%,-medible para cada n.

Ejemplo 8.2. La call americana sobre S de strike K es f, = (S, — K)T; la
put americana, f, = (K — Sp)*.

Definicién 8.3 (Tiempo de ejercicio). Dado un contrato americano (fy)nes,
un tiempo de ejercicio es un tiempo de parada 7 : 2 — J respecto de (.%,).

Que el tiempo de ejercicio sea un tiempo de parada es esencial: el holder
decide si ejercer hoy usando Unicamente la informacién de hoy, sin conocer
el futuro.

Definicién 8.4 (Sobrecobertura). Dado (f,)nes, una sobrecobertura es un
par (I'*, 7*) formado por una estrategia autofinanciada I'* y un tiempo de
ejercicio 7* tales que

(1) VI > f, para todon € J;
() VL = fre.
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Capitulo 8. Opciones americanas y la envolvente de Snell

La condicién (i) dice que el writer, con la cartera I'*, puede atender el
pago en cualquier instante en que el holder decida ejercer; la (ii), que la
cartera no es excesiva: existe una forma de ejercer que la agota exactamente.

Proposiciéon 8.5. Si (fn)nes posee una sobrecobertura (I'*,7*), entonces
existe un unico precio justo para el contrato americano, y vale

p(f)=Vy .

Demostracion. Si el precio p fuese mayor que VOF " el writer venderfa el
contrato en p, montarfa la cartera IT'* por Vi < p, y por (i) podria pagar
cualquier ejercicio del holder conservando la diferencia: arbitraje. Si fuese
menor, el holder compraria el contrato, venderia en corto la cartera I'* y
ejercerfa en 7", donde por (ii) el pago iguala exactamente el valor de la
cartera: arbitraje de nuevo. ]

8.2 La envolvente de Snell

Definicién 8.6 (Envolvente de Snell). Dado un contrato americano (fy)ne,
su envolvente de Snell respecto de Q es el proceso (&,)nes definido por
recursion hacia atrds:

En = f, En:méx{fn, EglEns1 | Fn) } n=N-1,N—-2,...,0.
(8.1)

La lectura es transparente: en el instante n, el holder compara lo que
obtendria ejerciendo ahora (fy) con el valor de esperar (Eq[Ent1|%n]), y se
queda con lo mejor. Por construccién,

En > fn para todo n € J.
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8.2. La envolvente de Snell

Figura 8.1: La envolvente de Snell £ domina al pago f y es supermartingala. El
tiempo 6ptimo 7, es el primer instante en que ambas se tocan; hasta ahi, £ es
martingala.

Proposicion 8.7. (E,)nes es una Q-supermartingala.

Demostracion. Es adaptado e integrable por construccion (£ es finito), y de
(8.1) se sigue de inmediato &, > Eq[Ept1|-Fn). |

Proposiciéon 8.8 (£ es la menor supermartingala que domina a f). S%
(Zn)nes es una Q-supermartingala con Z, > f, para todo n € J, entonces
Zn > &, para todo n € J.

Demostracion. Por inducciéon hacia atras. En n = N: Zy > fy = En. Si
Zn+1 > Ent1, entonces por monotonia de la esperanza condicional y la
propiedad de supermartingala,

Zn > E@[Zn+1 lyn] > EQ[£¢L+1 ’yn] )

y como también Z, > f,, se tiene Z,, > max{f,,Eq[&ny1 | Fn]} =& N

Observacion. Si (fn)nes es ya una Q-martingala, entonces &, = f, para todo
n: no hay valor alguno en la opcionalidad. Es el caso, por ejemplo, de la call
americana sin dividendos (proposicién 8.13).
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8.3 El tiempo 6ptimo de ejercicio

Definicion 8.9. Definimos
T =min{n € J: & = fu}.

El minimo existe porque £y = fn, de modo que 7. < N; y es un tiempo de
parada porque {7, = n} se expresa en términos de &y, fo,...,En, fn, todas
Fn-medibles.

Proposicién 8.10. El proceso detenido (S"AT*)neJ es una Q-martingala.
Demostracion. Escribimos, como en la proposicion 5.5,

g(n—i—l)/\r* - gn/\‘l'* = 1{T*Zn+1} (gn+1 - gn)a

y como {1, > n+ 1} ={n < n}° e %,

EQ[£(TL+1)/\T* - 571/\7'* yn] = 1{u2n+1} (EQ [gn-i-l ’g\n] - gn)

Ahora bien, sobre el suceso {7, > n + 1} se tiene, por definicién de 7., que
En > fn, y entonces la recursion (8.1) fuerza &, = Eqg[€,+41|%y]. Por lo
tanto el paréntesis se anula sobre ese suceso y la esperanza condicional del
incremento es 0. u

Teorema 8.11 (Parada éptima). Con 7, como en la definicion 8.9,

& = Eglfr.] = méx{Eq[f:]: T tiempo de parada con valores en J}.
Es decir, T, resuelve el problema de parada optima y &y es su valor.
Demostracion. Por la proposicién 8.10,

80 = 80/\7'* = EQ[E‘N/\T*] = EQ[ST*] = EQ[fT*] s

usando en la dltima igualdad la definicién de 7. Por otro lado, para cualquier
tiempo de parada 7 con valores en J, la proposicion 8.7 y el muestreo opcional
con horizonte finito (lema 5.6, versién supermartingala) dan

E@[fT] < EQ[E’T] < 50,

de modo que & es cota superior y se alcanza en 7. |
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8.4. Existencia de sobrecobertura

8.4 Existencia de sobrecobertura

Teorema 8.12. Si el mercado (M,) es completo, entonces todo contrato
americano (fp)nes posee una sobrecobertura, y su precio es

p(f) = & = mix Eq[f].

Demostracion. Por la descomposicién de Doob (teorema 2.18, versién super-
martingala) aplicada a € bajo Q,

En = Xn — An, (8.2)

con (X,,) una Q-martingala, Xo = &, y (A,) predecible, creciente, Ay = 0.

Como el mercado es completo, la proposicion 7.19 da una estrategia
autofinanciada I'* con

vt =X, para todo n € J.

n

Verifiquemos que (I'*, 7)) es una sobrecobertura:

. (z')V,f*:Xn:En+An > &, > fn, usando A, > 0.

= (i) Por la proposicion 8.10, E,ar, es martingala; comparando con (8.2)
detenida en 7y, el proceso Apar, €s a la vez predecible, creciente y martin-
gala con valor inicial 0, luego A,a-, = 0 (unicidad en la descomposicién
de Doob). En particular A;, =0y

VF* = XT* = 57—* + AT* = ST* = fT*'

Tx

Por la proposicion 8.5 el precio es VOF* = Xg = &, v el teorema 8.11 da la
representacién como maximo. |

Qué significa el proceso creciente A

A, es el consumo acumulado del writer: la parte del valor de la cartera que
puede retirar sin poner en riesgo su capacidad de pagar. Es estrictamente
creciente exactamente en los instantes en que ya es 6ptimo ejercer y el
holder no lo hace. Por eso A se anula hasta 7,: un holder racional no le
regala nada al writer.
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Capitulo 8. Opciones americanas y la envolvente de Snell

8.5 La call americana no se ejerce antes

Cerramos con un resultado clasico que ilustra el poder de la maquinaria.

Proposiciéon 8.13. En un mercado libre de arbitraje con numerario cons-
tante By, =1 (tasa de interés nula) y S > 0, el precio de la call americana
fn = (Sp— K)* coincide con el de la call europea F = (Sy —K)*, y 7o = N
es optimo: nunca conviene ejercer antes del vencimiento.

Demostracién. Bajo Q, (S,) es martingala y z — (z — K)" es convexa,
de modo que por la proposicién 2.9 el proceso f, = (S, — K)* es una
Q-submartingala. Para todo tiempo de parada 7 < N, el muestreo opcional
da

Eqlfr] < Eqlfn] = E@[(SN -~ K)ﬂ .

Luego el maximo sobre 7 se alcanza en 7 = N y el precio americano coincide
con el europeo. [ ]

Observacion. El resultado falla para la put americana: x — (K — z)" es
convexa, pero estd acotada por K, y el argumento de la submartingala da la
desigualdad en la direccién inutil. En efecto, para la put el ejercicio anticipado
si puede ser 6ptimo (si S, cae mucho, conviene cobrar K — S,, de inmediato),
y la region de ejercicio {&, = f,} es no trivial. También falla para la call si
hay dividendos o tasa de interés positiva sobre el numerario.

Resumen de la Parte I1

Finanzas Martingalas

Estrategia T" proceso predecible

Valor VI de una cartera autofi- Vi + (I - M), : transformada de martin-
nanciada galas

Ausencia de arbitraje existe Q ~ P que hace martingala a M
Precio de un derivado europeo EglF | #,]

Mercado completo la PME es tnica; toda Q-martingala es

el valor de una cartera
Precio de un derivado americano & = méx, Eg[f-]: envolvente de Snell

Cobertura del americano parte martingala de la descomposicién
de Doob de £
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Parte 111

Procesos a tiempo continuo
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CAPITULO 9

Trayectorias cadlag y tiempos
de parada continuos

Al pasar al tiempo continuo aparecen dificultades que no existian en
el caso discreto: hay no numerables instantes, de modo que sucesos como
{sups<; X5 > a} no son automdaticamente medibles, y hay que decidir en
qué espacio viven las trayectorias. La respuesta estandar es trabajar con
trayectorias cddlag y hacer del espacio de trayectorias el propio espacio
de probabilidad. Este capitulo monta ese andamiaje; se usara tanto para
el proceso de Poisson (capitulo 10) como para el movimiento Browniano
(capitulo 13).

9.1 El espacio Dy

Definicién 9.1 (Funcién cadlag). Sea (S, d) un espacio métrico. Una funcién
a:[0,00) — S es cadlag" si

para todot >0: lim a(s) existe;
s—t—

paratodot>0: lim a(s) = a(t).
s—tt

Denotamos

Ds = {a:[0,00) = S: « es cadlag}, Aa(t) =a(t) —a(t™), t>0,

y Cs C Dg el subconjunto de las funciones continuas.

1Del francés continue & droite, limite & gauche.
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9.1. El espacio Dg

Figura 9.1: Una trayectoria cadlag. En cada instante de salto el valor es el limite
por la derecha (punto lleno); el limite por la izquierda existe pero puede diferir
(punto hueco). Las trayectorias de un proceso de Poisson son de este tipo, con saltos
de tamano +1.

Proposicion 9.2 (Estructura de los saltos). Sea o € Dg y T > 0. Entonces:

(a) para todo € > 0, el conjunto {0 <t <T: d(a(t),a(t”)) > €} es finito;
(b) el conjunto {0 <t <T: Aa«a(t) # 0} es numerable;
(c) {a(t): 0 <t <T} es acotado en (S,d).

Demostracién. (a) Fijemos € > 0 y construyamos recursivamente
S0 = 07
Sp, = Inf {t > sp—1: d(aft), a(sp—1)) > %},

con la convencion s, = oo si el infimo se toma sobre el vacio. Por la desigual-
dad triangular, el mddulo de oscilacion sobre cada tramo esta controlado:

WalsSn—1,8n) =  sup  d(a(t),at’)) < d(a(sn),a(sp-1)) > §.
t,t'€[Sn—1,5n)

Los s, no pueden acumularse en un punto finito: si s, T s < oo, la existencia

del limite por la izquierda «(s™) obligaria a que af(s,) fuese de Cauchy,

contradiciendo d(a(sy), a(sn—1)) > €/2. Por lo tanto solo finitos s, caen en

[0,T], y todo salto de tamano > € debe ocurrir en alguno de ellos.

(b) {t <T:Aa(t) # 0} = Upen{t < T : d(a(t),a(t™)) > 1/n}, unién

finito por (a)

numerable de conjuntos finitos.

(c) Con la misma particion 0 = so < s1 < -+ < sp, de [0,7] (finita,
para € = 1), «([0,T]) estd contenido en la unién finita de bolas de radio 1
centradas en los a(s;), més los finitos valores a(s;). |
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Capitulo 9. Trayectorias cadlag y tiempos de parada continuos

9.2 Medibilidad y la filtraciéon candénica
Sobre Dg definimos el proceso canonico de coordenadas
X :Dg — S, Xi(a) = alt), t>0,
y las o-algebras
F=0(Xi: t>0), Fr=0(Xs: s<t), t>0.
Queda asi construido un espacio medible filtrado
[(Ds, F), (F1)e=0]-

Observacion 9.3 (Cilindros). .# estd generada por el 7-sistema de los cilin-
dros:

ﬁza( U O'(th,...,th)>.

{t1,....,tx }C[0,00)

T-sistema

En consecuencia (teorema 7-\, teorema A.2), si Py P son probabilidades
sobre (Dg, .#) tales que

]P)O(th,...,th)il :I?P/)O(th,...,th)il

para toda eleccién finita ty < --- < ti, entonces P = P. Las distribuciones
finito-dimensionales determinan la ley.

Observacion 9.4. Gracias a la continuidad por la derecha, X; = limg)s seq Xq,
de modo que

F=0(X: t€]0,00)NQ).

Esta es la observacién que rescata la medibilidad de cantidades como
SUp,<; Xs: basta tomar el supremo sobre los racionales.

El diagrama siguiente resume cémo se transporta un proceso definido
sobre un espacio de probabilidad abstracto al espacio de trayectorias.
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9.2. Medibilidad y la filtracién canénica

(Nt Nty (Xty 5 Xty)
(5", 75"

Figura 9.2: El diagrama conmuta: N; = X; o N. En consecuencia, N : Q — Dg es
medible si y solo si (Ny,, ..., NNy, ) es medible para toda eleccién finita de instantes,
y la ley Po N~ sobre Dg queda determinada por las leyes finito-dimensionales.

Definicién 9.5 (Operadores de traslacion). Para t > 0 definimos 6; : Dg —
Dg por

(0r)(s) = a(t + s), s> 0.

Ejercicio 9.6. 6, es medible para todo t > 0.

Solucion. Como X o060y = X;ys y los cilindros generan %, basta ver que la
preimagen de un cilindro es medible:

9;1({Xt1 € Aq,... ,th € An}) = {th-',-t € Aq,... 7th+t S An} e Z.

Es el mismo principio que en la figura 9.2: una aplicaciéon con valores en Dg
es medible si y solo si lo son sus coordenadas. |

Ejercicio 9.7. Si A € %, entonces 0{1(/1) € Firs.

Solucion. Basta tomar A un cilindro, pues estos generan %;: A = {X;, €
A, ..., Xy, € Ap} con t; < s. Entonces

9{1(/1) = {Xt1+t € Al, R 7th+t S An},

y t; < s implica t + t; <t + s, de modo que el conjunto estd en Fy . |

Para 7 : Dg — [0,00] y F' : Dg — R definimos ademés
F(0-a), siT(a)<oo, (9.1)
00.

00-(a) =
E () {0, si T(«)
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Capitulo 9. Trayectorias cadlag y tiempos de parada continuos

9.3 Tiempos de parada y tiempos opcionales
Fijemos un espacio medible filtrado [(Q,.%), (%)e>0]-
Definicién 9.8. Sea 7: Q — [0, x0].
» 7 es un tiempo de parada si {T <t} € F; para todo t > 0; en tal caso

Fr={Aec7: An{r <t} e.Z Vit>0}

» 7 es un tiempo opcional si {1 < t} € % para todo t > 0; en tal caso

Fe={AeF: An{r <t} e.F Vt>0}

En tiempo discreto los dos conceptos coinciden

Si el tiempo es discreto, {r < n} = {r < n — 1} y no hay distincién.
En tiempo continuo, {7 < t} y {7 <t} son genuinamente distintos, y la
diferencia se mide con las o-algebras .#;+. Toda esta seccién consiste en
administrar esa diferencia.

Definicién 9.9. Dada una filtracién (.%;)s>0 ponemos

Fr-=o(UZ),  Fu=F={)Fire

s<t s>t e>0

La filtracién es continua por la derecha si F; = %+ para todo t, y continua
por la izquierda si %y = Fy—.

Observacion 9.10. Todo tiempo de parada es opcional:

{r<t}={r<t-1%} e #.

n>1
- E<g~t71/n

Reciprocamente, si 7 es opcional entonces

{r<t}=({r<t+i} e Fs,
N—————

n>1
- €Fi41/n

y de hecho: 7 es opcional <= {7 <t} € .%;+ para todo t.

Proposicion 9.11. Si todo tiempo opcional es tiempo de parada, entonces
la filtracion (%) es continua por la derecha.
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9.3. Tiempos de parada y tiempos opcionales

Demostracion. Sea A € Fy+ y definamos 7 =t 14 + 00 14c. Entonces {7 <
s}=0sis<ty=Asis>t;como A€ F+ C.Fs para s > t, resulta que
7 es opcional. Por hipétesis 7 es de parada, luego A = {r <t} € %#. Por lo
tanto Z,+ C F, y la otra inclusién es trivial. |

Proposicion 9.12. Si 7 es un tiempo opcional y 8 > 0 es una constante,
entonces T + 0 es un tiempo de parada.

Demostracion. Si0 <t <0, entonces {1+0 <t} =0€ .%.Sit>0,
{T+0§t}:{7§t—6}eﬁ(t_9)+ C S,
usando la observaciéon 9.10 y (t — )™ < ¢ cuando 6 > 0. [ |

Proposiciéon 9.13. 7 es (%;)-opcional si y solo si T es un tiempo de parada
para la filtracion G = F+. Ademds, en tal caso I = F +.

Demostracion. La primera equivalencia es la observacion 9.10. Para la se-
gunda, sea A € J#;, es decir AN {1 <t} € 7 para todo ¢. Entonces

An{r <t} = U (Aﬂ{TSt—%})Eft,

n>1

pues AN{r <t—1/n} € H_1/p = Fy_1/n)+ C F1. Luego A € F .
Reciprocamente, supongamos AN{7 < t} € .%; para todo ¢t > 0. Entonces,
para todo s > t,

Anfr<tt= (An{r<t+i}) ez,

n>1

de donde AN {71 <t} € F+ = I, esto es A € ;. [ |

Ejercicio 9.14. Sea [(£2,.%), (%#;)] un espacio medible filtrado y (7,,) una
sucesion de tiempos de parada con 7, | 7. Pruebe que

(a) 7T es un tiempo opcional;

(b) Z+ =N, T

(c) si ademds T < 7, para todo n, entonces .7+ =, Fr,.

73



Capitulo 9. Trayectorias cadlag y tiempos de parada continuos

Solucion. (a) Como 7, | 7, se tiene {7 < t} =, {m, < t} € F.

(b) De 7 < 7, se sigue .#,+ C .Z_+ para todo n. Reciprocamente, si
A€, Z_+, entonces

An{r <t} ={JAn{m <t}) € £,
—————

n
€

luego A € F+.

(c) La inclusiéon N, Fr, C N, F .+ = F+ es (b). Para la reciproca,
sea A € Z_+, de modo que AN{r < t} € #. Como 7 < 7,, se tiene
{mn <t} C {r <t} y por lo tanto

An{m <t} = (An{r <t})n{m <t} € F,
7
€ J

es decir A € %, para todo n. [ |

Observacion 9.15 (Aproximacion diddica). Dado un tiempo opcional 7 : Q —
[0, 0], definamos

Tn:2ﬁn sobre {%ST<2£”}, k=1,2,..., Tn, = 00 sobre {7 = oo}.
Entonces cada 7, es un tiempo de parada con imagen numerable, 7, | 7,
Tn > T salvo cuando 7 es diddico, y por el ejercicio 9.14, #_+ =, F~,. Esta
aproximacién es la herramienta estandar para pasar de tiempos de parada
discretos a tiempos generales, y se usard en la demostracion de la propiedad
de Markov fuerte (capitulo 11).

Verificacion. Basta ver que {7, =i/2"} € F;/on. Ahora,

{7’ < i} € Fjon  (por ser T opcional),

2n
y entonces
z'—1< A 1 n 1 —1yc¢ 7z
(Fer<gl-fregin (<F} <o
N———
S (g‘\<i,1)/2n szi/Qn
y {mn <i/2"} = Ujci{mn = 4/2"} € Fijan. u
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9.4. Procesos medibles, adaptados y progresivos

9.4 Procesos medibles, adaptados y progresivos

Definicién 9.16. Sea X = (X¢);>0 un proceso con valores en un espacio
medible (S, As).

» X es medible si la aplicacién (w,t) — X;(w), definida sobre Q x Ry, es
F @ Pr, -medible.

= X es adaptado si X; es Fp-medible para todo t > 0.

» X es progresivo (o progresivamente medible) si para todo t > 0 la aplica-
cién (w, s) = Xs(w), definida sobre Q x [0,], es F; ® Hy »-medible.

Progresivo = medible y adaptado; el reciproco es falso en general, pero
la continuidad por la derecha lo salva.

Proposiciéon 9.17. Sea X = (X;)t>0 un proceso adaptado con valores en
un espacio métrico (S,d) cuyas trayectorias t — X¢(w) son continuas por la
derecha. Entonces X es progresivo.

Demostracion. Fijemos ¢ > 0. Paran > 1y s € [0,t] definimos la discretiza-
cién
X=Xy sio se [SUUE) ke fl, o n), XD =X,

La continuidad por la derecha asegura que X7(w) — X;(w) para todo (w, s).
Ahora, para A € Ay,

{(w.5) € QX108 X7(w) € A} = ({(X; € A)x{eholJ ({Xpayn € A} x [E0E B,
LTS o
€ %o,y

que claramente pertenece a .#; ® %g . Como el limite puntual de funciones
medibles es medible, X restringido a Q x [0,t] es .#; ® Hpy-medible. W

Proposicion 9.18. Sobre Dg, la aplicacion
X: (DS X [0,00), 19?@‘%[0,00)) — (S’ %S)v (OZ,S) = OZ(S),
es medible.
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Capitulo 9. Trayectorias cadlag y tiempos de parada continuos

Demostmcién Para n € N definimos X ™ (o, s) = X (a, k/2") siempre que

Bl <s< £,y X"(a,0) = X(a,0). Entonces, para A € %s,
oo
{(a,5) s X(a,5) € A} = ( X5 (4) x{0}) U | X ha(4) x (552, ],
~ k=1
S84 cZF 6%[0’00)

que estd en .# ® Zg,. Como « es cadlag, X (") — X puntualmente, y el
limite de medibles es medible. ]

Corolario 9.19. Si7:Dg — [0,00] es un tiempo de parada, entonces
X {1 < o0} =S, a = X (a),
es Fr-medible; es decir, {T < 0o, X, € A} € F; para todo A € ABg.

Demostracion. La aplicacién o — X («) es la composicion

{r <t} CLN Dg x [0,1] = &,

donde la primera es %/ % ® Ao -medible (por serlo cada coordenada,
usando que 7 restringido a {7 < t} es #;-medible) y la segunda es medible
por la proposicion 9.17 aplicada al proceso canénico, que es cadlag y adaptado.
Luego la restriccién de X; a {r <t} es .%;-medible, o sea

{X; e An{r <t} e R para todo t,
que es exactamente la definicion de .%-medibilidad. ]

Proposiciéon 9.20 (Criterio practico). Sea T un tiempo de parada y Z :
{r <0} — (E,X). Entonces

{r<o0,Zc€cA}e F VAeY <— {71<t, ZecAle FH VA, Vt>0.

Ejercicio 9.21. Sea (S,d) métrico y [(Dg,.#), (%#)] el espacio filtrado
canénico. Fijemos un tiempo de parada 7 y definamos 6 : {7 < co} — Dg

por 0, (a)(t) = a(t(a) + ).

(a) Paratodo s >0y FE € Z,, {T <0, 0, € E} € F4,.

(b) Si p es otro tiempo de parada, entonces 7 + p o 6, (definido como +oo
sobre {7 = c0}) es un tiempo opcional.
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9.4. Procesos medibles, adaptados y progresivos

Solucion. (a) Como Fs = o(X, : r < s), basta probarlo para F = {X, € D}
conr < sy D € Pg. Entonces

{r<o0, 6, e{X,eD}}={r <00, X;4, €D} € Fri, C Fris,

donde la pertenencia es el corolario 9.19 aplicado al tiempo de parada 7 + 7,
y la inclusién es el ejercicio 5.3(c) con 7+ 17 < 7+ s.

(b) Queremos ver que {7 + pof, < s} € F,. Ahora bien,

{T+pob; <s}= U { T<q’poe7—<8_q}’
—
9€Q, 054<s ¢ g2, —(0,c{p<s—q}}

usando que 0" ({p < s—q}) = (pob;) ([0, s—¢q)). Como {p < s—¢} € Fs_y,

por (a) el segundo suceso estéd en .Z - ;_q, y sobre {7 < ¢} se tiene 74+s—¢ < s:
el suceso completo esté en 7. |
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CAPITULO 10

El proceso de Poisson

El proceso de Poisson es el proceso de saltos mas simple posible: cuenta
ocurrencias que suceden “al azar y sin memoria”. Lo construiremos de dos ma-
neras independientes —como una medida aleatoria de Poisson sobre la recta
y como una sucesién de tiempos de espera exponenciales— y comprobaremos
que ambas producen la misma ley sobre Dz, .

10.1 La distribuciéon de Poisson

Definiciéon 10.1. La distribucion de Poisson de parametro A > 0 es la
probabilidad sobre Z, dada por
e—M\E

Poiss(A)({k}) = ——,

keZy.

Convenimos Poiss(0) = dp y Poiss(c0) = 0so. Una wvariable aleatoria de
Poisson es X : (0, %,P) — Z, con Po X! = Poiss()).

Observacion 10.2 (Transformada de Laplace). Si X ~ Poiss(\) entonces,
para s € R,

0 —M\ k o0 s\k
sx| _ s € AT i () sty
E[e } = kgzoe ¢ ,;:0 ¢ . (10.1)

En particular E[X] = Var(X) = A.

Proposiciéon 10.3 (Estabilidad por sumas). Sean X1, Xo, ... independientes
con X, ~ Poiss(\,). Entonces:

(a) Xy +---+ X, ~Poiss(A\] + -+ \p);
(b) si A=, Ay < 00, entonces Z =Y., X,, ~ Poiss(\);

(¢) si A=3, Ay = 00, entonces Y., Xp = 00 . s..
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10.2. Medidas aleatorias de Poisson

Demostracion. (a) Basta el caso n = 2. Por convolucién y el binomio de
Newton,

k k 67)\1)\{ 6*/\2)\]§_j
IP’{X1+X2=I€}:ZP{X1:j}P{X2:k_j}:Z ;

j=0 j=0 J' (k - ])'
—(\+x2) kN . —(A1tA2)
e i e
X (j)w B R
R !

(b) Sea Z, = X; + --- + X,. Por convergencia monétona, E[Z] =
YL E[X,] = A < 00, de modo que Z < oo c.s.. Como Z, T Z y las va-
riables son enteras, 177 1y — 1(z—g) C.s.y, por convergencia dominada,

2N (. A “A%k
P{Z = k} = limP{Z, = k} = lim " élzm ) e k'A |

(c) Definamos

v {eznxn, si Y, Xp < oo,

0, en caso contrario.

Sobre {3, X,, < oo}, por convergencia monétona y la independencia,

k
E[Y] = 2o Xn -X; <] Ele—X
[ ] /{ann<oo}6 llrgn {Z Xn<oo}jl_Ile 7 < 11?1]1;[1 [e J:|
k
(1o h’]gnexp{(e 1—1)2)\]}:0,

pues el —1 < 0y >jAj = oo. Luego Y = 0 c.s., lo que significa
P{>, Xn < o0} =0. |

10.2 Medidas aleatorias de Poisson

Fijemos un espacio métrico S y el espacio medible (S, Bs). Denotemos
por

M = Mg 5, = {p medida sobre (S, Zg) con valores en Z, y o-finita sobre compactos}
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Capitulo 10. El proceso de Poisson

el espacio de las medidas de conteo. Todo 1 € M se escribe como p = >~; 0z,
para una familia numerable de puntos (x;) (con repeticiones si hay dtomos
multiples). Definimos la familia de aplicaciones

#A : M _>Z—|—a #A(M) :M(A>7 AE%S)

y dotamos a M de la o-algebra

U(#)ZO’(#A:AG%S):O'( U {#Alzil,...,#Ak:ik}).

Aty Ag

Definicién 10.4 (Medida aleatoria de Poisson). Sea v una medida o-finita
sobre (S, As), llamada intensidad. Una probabilidad P sobre (M, o(#)) es la
distribucion de una medida aleatoria de Poisson (Poisson random measure,
PRM) de intensidad v si

(1) #4 ~ Poiss (v(A)) bajo P, para todo A € Ag;

(11) si Ay, ..., Ax € ABg son disjuntos dos a dos, entonces #4,, ..., #4, son

P-independientes.

Una PRM es una aplicacién medible M : (2, #,P') — (M, o(#)) cuya ley
es tal distribucion.

Teorema 10.5 (Existencia). Para toda medida o-finita v sobre (S, ABs)
eziste una PRM de intensidad v.

Demostracion. Por o-finitud podemos escribir S = ), Uy, con v(U,) < co.
Sobre un espacio de probabilidad auxiliar (Q,.%#,P') construimos, todas
independientes:

» variables N,, ~ Poiss(v(Uy,)), n > 1;

» variables 5](”) :Q —U,, j>1,conley v(-NU,)/v(Uy,), es decir
P{e™ e A} = 1/ 1y, dv.
J v(Up) Ja "

Definimos entonces

oo Np

B=2.2 0qm + Q— M. (10.2)
n=1 J

Jj=1
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10.2. Medidas aleatorias de Poisson

La aplicacion es medible porque para cada A, #a0pm=73,> i<y, 1 A(fj(-n))

es medible. Veamos que tiene la ley correcta.

Primero, si A C U,, condicionando a N, = m el nimero de puntos
que caen en A es Bin(m,v(A)/v(Uy,)), y por el adelgazamiento de una
Poisson (proposicién 10.6 mas abajo, cuya demostracion es independiente)
resulta fi(A) ~ Poiss(v(A)). Para A general, i(A) =Y, n(ANU,) es una
suma de variables de Poisson independientes de pardmetros v(ANU,), y la
proposicion 10.3 da @(A) ~ Poiss(v(A)).

Segundo, si A1, ..., A son disjuntos, el mismo adelgazamiento (version
multinomial) muestra que los conteos son independientes dentro de cada U,,
y la independencia entre distintos n es por construccién. |

Proposicién 10.6 (Adelgazamiento y superposicién). (a) (Adelgazamiento.)
Sea N ~ Poiss(\) y, dado N = m, sea (Y1,...,Yy) multinomial de
pardmetros m y (p1,...,px) con Y .p; = 1. Entonces Y1,...,Yy son
independientes con Y; ~ Poiss(Ap;).

(b) (Superposicion.) Si My, Ms son PRM independientes sobre (S, Bs) con
intensidades vy, Vs, entonces M1+ My es una PRM de intensidad vy +vs.

Demostracion. (a) Para my,...,my € Z4 con m =Y, m;,
—-A\ym | k —Ap; \m;
e A m! e Pi(\ i
P{Yi =m1,..., Y, =my} = — - — 'pgnl...pzlk:H#7

i=1

usando ), p; = 1 para repartir e = IL e Pi,

(b) Para A € Bg, M1(A) ~ Poiss(v1(A)) y Ma(A) ~ Poiss(r2(A)) son
independientes, luego por la proposicién 10.3(a)

(M1 + Mg)(A) = Mi(A) + M3(A) ~ Poiss ((I/1 + VQ)(A)).

Falta la independencia de (M; + M2)(A1),..., (M1 + M3)(Ag) para A;j
disjuntos dos a dos; esto es inmediato porque el vector completo

(Mi(A1),..., Mi(Ag), Ma(Ar),..., Ma(Ag))

tiene 2k coordenadas independientes, y sumas de subfamilias disjuntas de
variables independientes son independientes. |
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Capitulo 10. El proceso de Poisson

10.3 Primera construccion del proceso de Poisson

Definicién 10.7 (Proceso de Poisson). Sea A > 0. Decimos que [(©2, .#,P), (N¢)e>o],
con N; : Q) — Zy, es un proceso de Poisson de intensidad X\ si

(1) No =0y t+— Ni(w) es cadlag para todo w;

(11) (incrementos independientes) para todos 0 < ¢y < t1 < --- < tg, las
variables Ny, — Ny, ..., N, — Ny, son independientes;

(111) (incrementos estacionarios de Poisson) para 0 < s < t,

—A(t—s) At — k
N;—N; ~ Poiss (A(t—s)), es decir P{N; — N; =k} = ¢ (At~ 5) .

k!

Ejemplo 10.8 (Construccion via PRM). Tomemos S = R con la intensidad
v = X-m, donde m es la medida de Lebesgue, y sea M : (2, #,P) = Mg 4,
una PRM de intensidad v (existe por el teorema 10.5). Definamos

Ny =0, Ny = #(07,5] oM, t>0.

Entonces (N¢)¢>0 es un proceso de Poisson de intensidad A:

» t — N; es cadlag (cuenta puntos en (0,¢], un intervalo cerrado por la
derecha);

= Ny — Ny = #5000 M ~ Poiss(\(t — 5));

» los intervalos (t;_1,t;] son disjuntos, de modo que los incrementos son
independientes.
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10.3. Primera construccién del proceso de Poisson

Nt = #(O,t] oM
—

— o

—o
L O
—— o
—
—o
M = 27517 & o §2 o £3 o o o o

Figura 10.1: Las dos caras del proceso de Poisson. Abajo: una medida aleatoria
de Poisson sobre R, una nube de puntos. Arriba: el proceso de conteo Ny, cadlag,
con saltos de tamano +1. Los tiempos entre saltos &, son independientes Exp()\)
(teorema 10.20).

Teorema 10.9 (Unicidad de la ley). Sea A > 0. Eziste una unica probabilidad

]P’l’},oiss sobre (ID)Z+, J(X)) tal que, bajo ella, el proceso candnico (Xt)i>0

cumple (i1)-(iii) de la definicion 10.7.
Demostracion. Existencia. Sea M la PRM del ejemplo 10.8 y definamos la
aplicaciéon
N: M — DZ+a
o (t = #o(p) = p((0,1)),
que es medible respecto de o(#) y o(X), pues NHX; € A} = {#(94 €
A} € o(#) y los cilindros generan o(X). Tomamos Pp .. =P’ o N~!, donde
P’ es la ley de la PRM. Verifiquemos las tres propiedades.
" Py {Xo = 0} = P'{u: u((0,0]) = 0} = 1, pues (0,0] = 0.
m Para0<s<ty ACZy,
Ppoiss{ Xt — X5 € A} =P'{p: N()(t) = N(p)(s) € A} =P'{u: p((s.t]) € A}
= Poiss (v((s,t])) (A) = Poiss (A(t — s))(4).
s Para tg < t1 < --- < tg, los incrementos corresponden a #(ti—hti](lu’)’
conteos sobre conjuntos disjuntos, luego independientes por la defini-

cién 10.4(ii).
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Capitulo 10. El proceso de Poisson

Unicidad. Sean P y P dos probabilidades sobre (Dz +,0(X)) con las
propiedades (i)—(iii). Por la observacion 9.3 basta ver que coinciden en las
leyes finito-dimensionales. Ahora, para t; < --- < tx y a1,...,0x € Z4,
escribiendo el vector en términos de incrementos,

P{th :al,...,Xt :ak}:P{th—XOZCLl, XtQ—th = a2 — aj, }

k

k
= 1:[ Poiss (/\(tz' - ti—l))({ai - az’—1}),

con ty =0, ap = 0, y lo mismo para P: las dos expresiones coinciden. |

Notacion. De ahora en adelante trabajamos sobre el espacio canénico

{ (DZJrv ﬁ)a (yt)tZOa (Xt)tZOa IP%oiss }a
que es la realizacién candnica del proceso de Poisson.

Ejercicio 10.10. Bajo P} para 0 < s < t el incremento X; — X es

Poiss?

independiente de .Z3 = o(X, : u < s).
Solucion. La clase
L={AeZ,: P{AN{X,— X, = k}} = P(A)P{X, — X, = k} Vk)

es un \-sistema. Por el teorema 7-A (teorema A.2) basta verificar la propiedad
sobre un m-sistema que genere %, por ejemplo los cilindros A = {X;, =
ai,..., X, =ap}cont; <s.Escribiendo A en términos de incrementos sobre
intervalos disjuntos de (¢,,t] y usando la independencia de los incrementos,
la factorizacion es inmediata. ]

Ejercicio 10.11 (Martingala compensada). Pruebe que
Ny = N; — M, t >0,

es una martingala respecto de % = o(N, : u < t).

Solucion. Para s < t, usando el ejercicio 10.10,

E[Nt — N,

7| =B[Ny — Ny | #,] = At — 5) = B[N, — N, = A(t = s)
=At—s)—At—1s)=0. ]

Ejercicio 10.12. Pruebe que NtQ — At también es martingala, es decir que
(N)y = M.
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10.4. Propiedades de las trayectorias

10.4 Propiedades de las trayectorias

Las trayectorias de un proceso de Poisson son escaleras que suben de
uno en uno. El resultado siguiente lo precisa; es la clave para reconocer un
proceso de Poisson “desde afuera”.

Ejercicio 10.13. Consideremos (Dz, ,.#,Pp ) v, para t > 0,
Ai: Dz, — Zyg, a— at)—at).
Pruebe que
(a) Ay es medible;
(b) P {At # 0} = 0 para cada t > 0 fijo;
(c) para todo T > 0, av — méxo<<7 |A¢cr| es medible;
(d) Pojee{ mixo<e<r [Aa] <1} =1.

Solucion. (a) Por ser « cadlag, a(t™) = lim,, a(t — 1/n) y como los valores
son enteros el limite se alcanza para n grande:

(Ar=ky= U N {at)—alt—1) =k}.

m>1n>m
={X¢t—X;_1/n=k}€a(X)

(b) Basta ver que P{A; = k} = 0 para k > 1. Por (a),

PA =k} <Pl () {Xi = Xyoyym =k} < EmP{X; — X,y = kY,

n>m

/)
]P){Xt—Xt_l/n—k}—e /"Tm() (k’z 1)
(¢) Como los saltos de tamano > e son finitos (proposicion 9.2), el maximo
de los saltos se puede leer sobre los racionales:

{Orgtz'?;f]AA Sk}: U ﬂ {la(g2) — a(q1)] < k} € o(X).
o n>1 q1,q2€QN[0,T]
lqr—q2|<1/n

(d) Equivale a probar P{méxo<;<7 |A¢| > 2} = 0. Si algtn salto es > 2,
(k=DT kT

—= %=] contiene un

entonces para todo n alguno de los n intervalos (
incremento > 2:

gz, 18 2 2} € U {Xirjo = X 2 2]
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Capitulo 10. El proceso de Poisson

Por subaditividad, con x = AT'/n,

) =X - T\ 2y ()\T)z
P{OI%:%}%AAEQ} < n(l-e Te )-n-O(x)-O( - )mo
[ |
Observacion 10.14. De (b) y (d) se sigue que, para cualquier proceso N :
(2, 7,P') = Dz, con ley PYeices
P'{A;N #0} =0 para todo t > 0,

/ 2 < _ .
P {01;1&)% |AN| < 1} 1 paratodoT >0

En palabras: los saltos ocurren en instantes aleatorios —ningun instante
determinista es un salto— y son todos de tamano exactamente 1.

Definiciéon 10.15 (Procesos de Poisson independientes). Decimos que
(N}),...,(NF) son k procesos de Poisson independientes si las o-algebras

o(N7)=0o(N} :t>0),j=1,...,k, son independientes.

Observacion 10.16 (Construccion conjunta). Se pueden construir procesos
de Poisson independientes de intensidades Aq,...,\; con una sola PRM.

Consideremos
({1, kY xR, 2t g %R)

y la intensidad
k
AA) =>"xNm(An ({5} x R)), A€ Bg.
j=1

Como A es o-finita, existe una PRM M : (2, .#,P) — Mg 4, de intensidad
A, y poniendo

N = #ijyx0m 0 M
se obtienen k procesos de Poisson de intensidades A;, que son independientes
porque los conjuntos {j} x R son disjuntos. Por la proposicién 10.3,

Ny =N} + -+ NF ~ Poiss (A1 + -+ \p)t),
y de hecho (IV;) es un proceso de Poisson de intensidad A\j + - - - + Ag.

Ejercicio 10.17. Sean (N}), ..., (NF) procesos de Poisson independientes.
Pruebe que para i # 7,

P{A;N"- AyN? =0 para todo t >0} = 1,

es decir, dos procesos independientes nunca saltan simultdneamente.
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10.5. Segunda construccién: tiempos de espera exponenciales

Solucion. Tomando complementos, hay que ver que P{3t < T : A;N‘.
A;N7 > 0} = 0 para todo T'. Si hay un salto simultdaneo en [0, T, para todo
n alguno de los n intervalos de longitud 7'/n contiene un incremento positivo
de ambos procesos:

(3t<T: ANAN >0} () U ANizsn—Niyrm > 00 Nig =N 1y > 0.
neN k<n

Por independencia y subaditividad, la probabilidad del conjunto de la derecha
estd acotada por

n(l—e NT/M(1 — e N/ = n. 01 /n?) — 0. |

n—oo

10.5 Segunda construccién: tiempos de espera exponenciales

La segunda construccion es la que usa un simulador: esperar un tiempo
Exp()), saltar, repetir.

Sea &1,&2,... una sucesiéon i.i.d. Exp(\) sobre un espacio (Q, #,P'), y
consideremos la aplicacién

@ : [0, 00N — Dy,

definida asi: si >, ur < oo ponemos ®(uj,ug,...) = 0 (convencion); si
>k uk = 00, definimos o = ®(uq,ug,...) por

n
to =0, th = up (n>1), at)=n si t, <t <tpy. (10.3)
k=1

Observacion. ® es medible, pues {X; 0 ® =n} = {t, <t < t,41} es un
suceso que depende medibly de (u1,...,un+1), y los cilindros generan o(X).

Teorema 10.18 (Segunda construccion). En el diagrama

(&1,62,--)

P
E—— DZ+7

(@, 7,P) N

[0, 00
la medida imagen

P=[®o(t,&,...)] P =Po[®o(t,&y...)] "

A

es evactamente Pp ;..
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Capitulo 10. El proceso de Poisson

Reciprocamente, sobre el espacio canénico podemos leer los tiempos de
espera a partir de la trayectoria.

Definicién 10.19 (Tiempos de salto y de espera). Sobre Dz, definimos

Ji=inf{t >0: X; # Xo},

J = inf{t > Juo1: Xy 7& XJnil}, si o1 < o0,
" 0, si Jp_1 = 00,

y los tiempos entre saltos &, = Jp, — Jn—1 (con Jy = 0).
Observacion. En el diagrama

]D)Z (51’627"') [0700

+ "

P
— DZ+7

la composicién @ o (&1, &a, ... ) es la identidad Péoiss—c. S.; esto es consecuencia
de la observacion 10.14: las trayectorias son escaleras de paso 1, y por lo
tanto quedan determinadas por sus tiempos de salto.

Teorema 10.20 (Tiempos de espera exponenciales). Bajo ]P’f\)oiss, los tiempos
entre saltos &1,&a, ... son independientes e idénticamente distribuidos Exp(X).
FEquivalentemente,

IP}f\’oiss °© (517 §2a R )_1 = Exp(/\)®N.
La demostracion de & ~ Exp()) es inmediata:

P{& > a} =P{X, — Xo =0} = e 9, luego P{& <a}=1—e
(10.4)
Para los demas hace falta la propiedad de Markov fuerte, que es el tema del
capitulo 11; completaremos alli la demostracién (seccion 11.4). Aceptando
el teorema 10.20, el teorema 10.18 se sigue: las dos construcciones inducen
la misma ley sobre Dz, porque ambas quedan determinadas por la ley de
(&1,&2,...), y @ es una biyeccion c.s. entre ambas descripciones.
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Dos construcciones, una sola ley

Medida aleatoria Ny = #0.4

de Poisson sobre R —’—\

(intensidad Am)

La ley IE”f;‘,c)iSS
sobre Dz,
(tnica, teorema 10.9)

Tiempos de espera \/

ii.d. Exp(A) )

La PRM se generaliza a espacios arbitrarios (y da los procesos de Lévy
con saltos); los tiempos exponenciales se generalizan a cadenas de Markov
a tiempo continuo. Que ambas den lo mismo es lo que hace tan flexible
al proceso de Poisson.

89



CAPITULO 11

Las propiedades de Markov

“El futuro depende del pasado solo a través del presente”. Formalizar esa
frase exige tres ingredientes: una familia de leyes (P,) indexada por el punto
de partida, los operadores de traslacién 6, y la observacién de que “el futuro
visto desde t” es F o 0;. La version fuerte reemplaza el instante determinista
t por un tiempo de parada, y es la que tiene verdadero poder.

Desarrollamos la teoria para el proceso de Poisson; en el capitulo 13
los mismos enunciados —con las mismas demostraciones— valdran para el
movimiento Browniano, cambiando Dz, por Cg.

11.1 La familia (P;).ez,

Sobre el espacio canénico [(Dz, , %), (F)i>0, (Xi)i>0] tenemos la ley
]P’f\)Oiss del teorema 10.9. Para “arrancar en z” definimos, para cada x € Z,
la traslacién

Ty:Dz, =Dz, (Tra)(t) =z +alt),

Yy ponemos
Po :Pl)soissa P, :POOTm_l- (111)

Bajo P, el proceso canodnico arranca en Xg = x y tiene los mismos incrementos.
Escribimos E, para la esperanza correspondiente. Queda asi el objeto

{(DZ+79), (Ft)i>0, (Xi)e>0, {Pu}zez, }

Observacion 11.1 (Continuidad de Feller). Para F' : Dz, — R medible
acotada (o F' > 0), la aplicacion

Zi — R, x — B, [F]

es medible; y como Z lleva la topologia discreta, es automaticamente conti-
nua. Esta “continuidad de Feller” se usara al pasar al limite en Ex_ [F] —
Ex_[F].
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11.2. La propiedad de Markov débil

Ejercicio 11.2. Bajo cada P, y para todos 0 < s < t < o0,
(Xy — Xs) L Z.

Solucion. Laclase {A € Fy: P{AN{X;—X; = k}} =P, (A4) P {X;— X, =
k} VE} es un A-sistema; por el teorema -\ basta verificarlo en el 7-sistema
de los cilindros A = {Xy, = ay,..., X, = an}, t; < s. Escribiendo todo en
términos de incrementos y usando que P, es la imagen de Py por T, (que no
altera incrementos),

]P)Z{A, Xt—XS:k‘}:]P)(]{th:al—$, XtQ—thzag—al,..., Xt—XS:]{?}

:]P)(){th =a] — T, }]P(){Xt—XS:k'}
=P, (A) P {X, — X, =k},

usando la independencia de los incrementos sobre intervalos disjuntos. W

Proposicion 11.3. Bajo cada P, y para 0 < s < t, el incremento Xy — X
es independiente de Fy+.

Demostracion. Sea A € F 4+ y k € Zy. Para 0 < h < t — s se tiene
F o+ C Fsin, de modo que, por el ejercicio 11.2 aplicado en el instante s+ h,

Po({X; — Xoon = k} N A) =P {X; — Xopp = k} - Po(A).

Ahora hacemos h | 0. Por continuidad por la derecha de las trayectorias,
Xs1n — X5 puntualmente, y como los valores son enteros,

141 (X — Xoqn) e 141y (X — Xo).
Por convergencia dominada (las indicadoras estan acotadas por 1),
EI [lA l{k:} (Xt — Xs—i—h)] — Ew [lA l{k}(Xt — Xs)],

y andlogamente P, {X; — X5 = k} — P, {X; — X5 = k}. Pasando al limite
en la igualdad se concluye. |

11.2 La propiedad de Markov débil

Ejercicio 11.4. Para todo xg € Z4, todo k € Z,4 y todos 0 < s < ¢,
P{X; = k| Z+} = (Xs) P,,-c.s.,
donde ¢(x) = P, {X;_s = k}.
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Capitulo 11. Las propiedades de Markov

Solucion. Descomponiendo segtn el valor de X y usando la proposicion 11.3,

E[1ix, i} | Zot] = D W ix,—p i, - Xomhi} | Fst]
1=0

= L=y Bllix, x.=hiy | Tt ] (L{x,=i} es Fs+-medible)
=0

= Z yx,—iy Pog{ Xt — Xs =k — i} (independencia)
i=0

= Lix. g P{Xi—s =k} = Px {Xi—s =k},
1=0

donde en el penultimo paso se us6é que, bajo P;, la variable X; s — Xy =

Xi—s — 1 tiene la ley de X; — X bajo Py, . [ |

Teorema 11.5 (Propiedad de Markov débil). Sea F' : Dz, — R medible
acotada (o F > 0). Para todo s > 0 y todo xo € Z,

Ego [F 005 | Fot] = p(Xs) P, -c. s., donde (x) = E,[F].

Demostracion. Paso 1: el caso %5 y F indicadora de un cilindro. Sea F' = 14
con

A:{th :al,...,th :an}.

La familia de conjuntos A para los que la identidad vale es un A-sistema y
los cilindros son un w-sistema generador, de modo que por el teorema -\
basta con ellos; luego se pasa a F' simple por linealidad y a F' general por
convergencia monotona.

Queremos ver que, para todo B en un mw-sistema generador de %,
/ E,[F o0,| %, dP, :/ Ex,[F] dP,.
B B

Tomamos B = {X,, =b1,..., X, = bm, X5 =>b} con s; <s. Por un lado,

m

/ . [F o0, |.7,] dP, = /1B 1p.cay APy = P.{B, 6, € A}
B
= PI{B; Xt1+s =al,..., th—l—s = an}-
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Por otro lado, usando que sobre B se tiene X; = b,

/B Ex,[14]dP, = P,{A} - P,(B)
= Pb{th =dat, ... ,th = an} . PI(B)
=Po{Xy, =a1—0,..., Xy, =a, — b} -P,(B) (por (11.1))
=Po{Xt,4s — Xs=a1 —b,...} - Py(B) (estacionariedad)
- Px{XS - b; Xt1+8 =a,... 7th+8 = Qnp, B}7

donde el iltimo paso usa la independencia entre B € %, y los incrementos
posteriores a s (ejercicio 11.2). Ambas expresiones coinciden.

Paso 2: de Fs a F4+. Por el Paso 1, para todo € > 0,

Em[F008+E|ﬁs+E] :EX F]

s+e [

Tomemos e =1/ny B € F+ C Fyyq)p,y consideremos F'= 1(x, —iy  x, —in}-
Integrando sobre B,

/B 1{Xt1+s+1/n:i1a-~-»Xtm+s+1/n:im} P, = /B IEXs—&-l/n [F] dPy.

Ahora hacemos n — oo. En el miembro izquierdo, la continuidad por la
derecha de las trayectorias y el hecho de que los valores son enteros dan
Xt 4s+1/n — Xt;+s puntualmente, y por convergencia dominada el limite es
I Lix, o=ir,.} APz = [ F 005 dP;. En el miembro derecho, X/, — X
y la continuidad de Feller (observacion 11.1) dan Ex,_,  [F] = Ex [F], de
nuevo con convergencia dominada. Se concluye

/ Fol,dP, = / Ex,[F]dP, para todo B € F +,
B B

que es la afirmacién. |

11.3 La propiedad de Markov fuerte

Recordemos que %, Z.+ y F o0, se definieron en el capitulo 9 (defini-
cién 9.8 y (9.1)).

Proposicion 11.6. Si 7 es un tiempo opcional, entonces para todo k € Z
{r<o0, X; =k} € Z+.
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Capitulo 11. Las propiedades de Markov

Demostracion. Sea (1,,) la aproximacion diddica de la observacién 9.15; cada
Tn, €s un tiempo de parada con 7, | 7,y %+ =), Fr,. Por el corolario 9.19
aplicado al tiempo de parada 7,,,

{r<o0, X;, =k} e F, CZF, para m > n,

de modo que 1¢r o114 (X5,,) es F; -medible para todo m > n. Haciendo
m 1 oo y usando la contmuldad por la derecha (X, — X, sobre {7 < o0}),
obtenemos que 1y, o x,—} €8 Fr,-medible para todo n, es decir el suceso
estd en (), Fr, = Fr+. [ |

Teorema 11.7 (Propiedad de Markov fuerte). Sea T un tiempo (%)-
opcional. Para toda F : Dz, — R medible acotada (o F' > 0) y todo x¢ € Z,

By [F 0 07| Z+] = o(X;) Pyo-c.s. sobre {T < oo},
donde p(x) = E,[F].

Demostracién. Paso 1: T con imagen numerable. Supongamos que 7 : Dz, —
{50, 51, 82,... } U{oco} es un tiempo de parada. Fijemos A € .%,; entonces
ANA{r = s} € F,,. Descomponiendo segun el valor de 7 y aplicando la
propiedad de Markov débil en cada instante determinista s,

Fob,.dP,, = / Fod dP,
/Aﬂ{‘r<oo} 0 Z An{r=sp} i ’

- Z / x., [F] Py,
An{r= sk}

= Z/ Ex, [F] dPy, :/ Ex, [F] dPy,.
ANn{T=s1} An{r<oco}

Paso 2: aproximacion. Sea T opcional y (7,) su aproximacion diddica
(observacion 9.15): tiempos de parada con imagen numerable, 7, | 7y
F+ =, Zr,. Basta probar la identidad para

F=10,3(Xy) Ly (Xey),

pues estas funciones generan (teorema 7-\ y clase mondtona). Fijemos
Ae %+ C %, .Porel Paso 1,

/ Fod, dP,, — / o(X,,) dPy . (11.2)
An{r<oo} An{r<co}

(*)
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11.4. Los tiempos de espera son exponenciales i.i.d.

En el miembro izquierdo,
(*) = An{r<oo) 1{k1}(XTn+t1) T 1{k[}(XTn+t£) dem

y como T, | 7y las trayectorias son continuas por la derecha, X, 1+, — X7+,
puntualmente sobre {7 < oco}; por convergencia dominada,

(x) — F o0, dPy,,.

An{r<oo}

En el miembro derecho, X, — X; y la continuidad de Feller (observa-
cion 11.1) dan ¢(X;,) — ©(X;); otra vez por convergencia dominada el
limite es fAm{T@o} o(X;) dPy,. Pasando al limite en (11.2),

/ Fof,dP,, = / o(X;) dPy, para todo A € Z_+,
An{r<oo} A

que es exactamente la afirmacién, pues ¢(X,) es .Z, +-medible por la propo-
sicién 11.6. |

El esquema de la demostracién, para recordarlo

1. Probar la propiedad para 7 = s determinista, usando indicadoras de
cilindros y el teorema 7-A.

2. Extender a 7 con imagen numerable, partiendo {7 < oo} = Y, {7 =
Sk}.

3. Aproximar un 7 general por arriba con 7, | 7 diddicos.

4. Pasar al limite usando (%) que las trayectorias son continuas por la
derecha y (ii) la continuidad de Feller de z — E,[F].

Este es exactamente el esquema que reaparecerd en el teorema 13.25.

11.4 Los tiempos de espera son exponenciales i.i.d.

Cerramos la deuda contraida en el capitulo 10.

Demostracién del teorema 10.20. Ley de cada &,. Ya vimos en (10.4)
que & ~ Exp(A). Procedemos por induccién. El punto clave es la identidad

§n+1=2&100,,,
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Capitulo 11. Las propiedades de Markov

valida porque el primer salto de la trayectoria trasladada 0, « ocurre exac-
tamente &,+1 unidades después de J,,. Aplicando el teorema 11.7 al tiempo
de parada J, y a ' = 1(¢ <y,

Po{énr1 < £ = Eo[Le, <y 0 01,] = Bo[Eo[1(,<0) 0 0, | F] |

= IEO [(p(XJn)}7 <p(x) = Pm{gl < K}

Pero p(z) = P {& < £} = Po{&; < £} =1 — e~ para todo z, pues bajo P,
el proceso es el de Py desplazado por la constante x y los tiempos de salto
son los mismos. Por lo tanto

Po{&pi1 <L} =1—e,

esto es &1 ~ Exp()).

Independencia. Veamos que &,4+1 es independiente de (1, ...,&,). Notese
primero que {§ < t1,...,&, <t} € Fy, C F+. Por la propiedad de
Markov fuerte,

Pol{&) < t1,.. bn <tp, Epey <t} = Ey[1 00y | Z,]dP
of&1 <t 3 Eny1 <t} €ttt 0[Lie,<ty 00, | F 4] dPg

———
=Po{&1<t}

=Po{& <ti,...,& <t} - Po{&ns1 < t}.

/{51<t1,...,€n<tn}

Por induccién sobre n se obtiene que £1,&2,... son independientes, todas
Exp()). [ |

Observacion. El argumento tiene un sabor inconfundible: el proceso de Pois-
son no tiene memoria. Cada vez que salta, “se olvida” de todo y vuelve a
empezar. Eso es exactamente lo que dice la propiedad de Markov fuerte apli-
cada a los tiempos de salto, y es también la razén por la que la distribuciéon
exponencial —la Unica sin memoria en tiempo continuo— es la que aparece.

Corolario 11.8 (Ley de los tiempos de salto). J, =& + -+ + &, sigue una
ley T'(n,\), de densidad

tn—l

fa,(t) = Anme_Ml{t>o},

y {N; > n} = {J, < t}, de donde se reobtiene P{N; = n} = e M (\t)"/n!.
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CAPITULO 12

Vectores y procesos Gaussia-
nos

El movimiento Browniano es, antes que nada, un proceso Gaussiano:
sus distribuciones finito-dimensionales son normales multivariadas y su ley
estd completamente determinada por una funcién de covarianza, K(s,t) =
s A 't. Este capitulo retne el algebra lineal probabilistica que hace falta —
espacios Gaussianos, proyecciones, medidas Gaussianas— y que convierte la
construcciéon del Browniano en un ejercicio de espacios de Hilbert.

12.1 Variables Gaussianas

Fijemos (92, #,P).

Definicion 12.1. Una variable aleatoria X es Gaussiana centrada reducida
si su ley Px(B) =P{X € B} tiene densidad

1 679:2/2

px(z) = Ton )
Escribimos X ~ N(0,1).

z € R.

Observacion 12.2. Si X ~ N(0,1) entonces, para z € Cy £ € R,

E[er} — o2°/? : E[eigx} _ 6—52/27
transformada de Laplace funcién caracteristica
y
E[X] =0, E[Xﬂ —1, E[XQ"] - (;”Tz: E[X%“} —0.

Proposicion 12.3. Sean o > 0, m € R. Para una variable Y son equivalen-
tes:

(1) Y =0X+m con X ~N(0,1);
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(11) Y tiene densidad py (y) = a\}ﬂ eXp( - (y;;l)Q);

(111) ]E{e’fy} = exp (sz - i) para todo & € R.

En tal caso escribimos Y ~ N (m,0?), y E[Y] = m, Var(Y) = o2. Conveni-
mos ademds N'(m,0) = 6,

Proposicién 12.4 (Suma de Gaussianas). Sean Y ~ N(m,0%) e Y ~
N (m,5?) independientes. Entonces

Y4+Y ~ N(m+m, o +52).

La independencia es indispensable

Sin independencia el enunciado es falso, y de manera espectacular: si
Y ~N(0,1) yY = —Y, entonces Y +Y = 0, que no es N'(0,2). Lo que
si es cierto en general es que la suma de las componentes de un vector
Gaussiano es Gaussiana (definicion 12.6); el caso independiente es un
caso particular de esto.

Demostracion. Por independencia, la funcion caracteristica de la suma es
el producto: E{eig(YwLY) _ imé—02€2/2 yimE—a2€? /2 _ ji(m+m)é—(o2+52)E? 2y

se aplica la proposicion 12.3(iii). [ |

Proposicién 12.5 (Estabilidad de la clase Gaussiana). Sea (X)) con X, ~
N(mp,02) y X, Y, X. Entonces los limites m = lim,, m,, y 02 = lim,, 02
existen y X ~ N(m,o?). Mds atin, si X, P X entonces X, x para
todo p > 1.

Indicacion. La convergencia en ley equivale a la convergencia puntual de las
) ‘s i E— o2 £2 . .
funciones caracteristicas, y e™¢~72¢"/2 converge a una funcién continua en

. . o P
0 si y solo si convergen m,, y o2. Para la segunda afirmacién, si X,, — X
1
entonces X,, —— X, luego suan[]XnIZP } < o0 (los momentos de una

N(myp,02) son funciones continuas de (my,02), que convergen); por el
lema 4.5, (| X,, — X|?) es uniformemente integrable, y Vitali (teorema 4.7)
concluye. ]
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12.2. Vectores Gaussianos

12.2 Vectores Gaussianos

Definicién 12.6 (Vector Gaussiano). Sea E un espacio euclideo de dimen-
sién d con producto interno (-,-), y X : Q@ — E. Decimos que X es un vector
Gaussiano si (u, X) es una variable Gaussiana para todo u € E.

Ejemplo 12.7. Si Xy,..., X, son Gaussianas independientes, X = (X1,..., Xy)
es un vector Gaussiano: (a, X) = Y, a;X; es Gaussiana por la proposi-
cién 12.4.

Observacion 12.8 (Media y forma cuadratica). Si X es un vector Gaussiano,
existen mx € E y una forma cuadratica positiva gx sobre F tales que

E[(u, X)] = (u,mx), Var ((u, X)) = gx(u), ueE.
En una base ortonormal {e;},
d
myx = ZE[XJ] €4, qX(u) = Z UjUL COV(Xj,Xk).
i=1 1< k<d

A gx se le asocia un endomorfismo simétrico positivo vx —la matriz de
covarianzas— mediante gx (u) = (u,yxu).

Proposicién 12.9 (Independencia <= covarianzas nulas). Sea X =
(X1,...,Xq) un vector Gaussiano centrado. Son equivalentes:
(1) Xy,..., X4 son independientes;

(11) Cov(Xj;, X;) = 0 para todos j # k, es decir, la matriz de covarianzas
vx es diagonal en la base {e1,...,eq}.

Diagonal, no la identidad

La condicion es que vx sea diagonal, no que sea I;: las varianzas pueden
ser distintas entre si (y hasta nulas). Pedir vx = [ seria exigir ademas
que todas las componentes sean A (0,1).

Demostracion. (i) = (ii) es inmediato. Para (ii) = (i), calculamos la funcién
caracteristica conjunta. Para t = (t1,...,tq) € R?, por definicién de vector
Gaussiano

Zd:tiX,;: t, X) ~ N(0, (t,vxt)),
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Capitulo 12. Vectores y procesos Gaussianos

de modo que, evaluando su funcién caracteristica en 1,

@X(t) — E[€i<t’x>] — e*%(t,’yxt).

Si yx es diagonal, (t,vxt) =3, t?E{Xﬂ y entonces

d
_1y2p x2
ox(t) = T e 25%5] = ox, (1) - o, (ta),
j=1

lo que equivale a la independencia. ]

Teorema 12.10 (Estructura de los vectores Gaussianos). (a) Para todo en-
domorfismo simétrico positivo v de E existe un vector Gaussiano cen-
trado X con yx =1y.

(b) Sea X un vector Gaussiano centrado y {e1,...,eq} una base ortonormal
de vectores propios de yx, yxej = Ajej, con

M > >N >0=N\y1 == A\g

FEntonces

X =) Yjej, Y; = (e, X) ~ N(0,\;) independientes.
j=1

En particular X vive c. s. en el subespacio de dimension r generado por
€ly,...,€Ep.

(¢c) Sir=d (es decir, vx es invertible), X tiene densidad

1 _
Px(®) = G Jaetoy P (= 4(zx's)).

12.3 Espacios y procesos Gaussianos

Definiciéon 12.11 (Espacio Gaussiano). Un subespacio Gaussiano centrado
de L%(Q,.#,P) es un subespacio vectorial cerrado formado integramente por
variables Gaussianas centradas.

Ejemplo 12.12. Si X = (X4,...,Xy) es un vector Gaussiano centrado en
R?, entonces gen{X1,..., X4} es un espacio Gaussiano.
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Definicién 12.13 (Proceso Gaussiano). Sea T' un conjunto de indices. Un
proceso (X;)ier con valores reales es un proceso Gaussiano centrado si
toda combinacién lineal finita ), ¢; X, es una variable Gaussiana centrada.
El subespacio cerrado de L? generado por (X;)er es entonces un espacio
Gaussiano, llamado el espacio Gaussiano engendrado por el proceso.

Teorema 12.14 (Ortogonalidad <= independencia). Sea H un espacio
Gaussiano y (H;)icr subespacios de H. Entonces

(H;)ier ortogonales dos a dos en L> <= (0(H.)) o independientes dos a dos.

El enunciado exige un espacio Gaussiano comin

Es esencial que los H; sean subespacios del mismo espacio Gaussiano
H. Contraejemplo: sea X ~ N(0,1) y € independiente con P{e =1} =
P{e = —1} = 1. Poniendo X; = X y Xo = €X, ambas son N(0,1) y

E[X1X] = E[] E[X?| =0,
pero | X1| = | X2|: no hay independencia. El punto es que (X1, X3) no es

un vector Gaussiano —por ejemplo, X1+ X5 vale 0 0 2X con probabilidad
1/2 cada uno, y no es Gaussiana.

Corolario 12.15 (Esperanza condicional = proyeccién). Sea H un espacio
Gaussiano, K C H un subespacio cerrado, y px la proyeccion ortogonal sobre
K. Para X € H:

(a) E[X [o(K)] = pr(X);

| =
(b) con 0* = E[(X — pr(X))?], la ley condicional de X dado o(K) es
N (px ,0'2) es decir, para todo A € PBr,

P{X € A|o(K)}

B 2
Y I;‘(Q(X)) )dy.

1
=—— [ ex
oV 2 /A P

Demostracion. (a) Escribimos X = pg(X) + (X — px(X)). El segundo
sumando es ortogonal a K y pertenece a H, de modo que por el teorema 12.14
es independiente de o(K); luego E[X — pg(X)|o(K)] = E[X — px(X)] = 0.

Como pg(X) es o(K)-medible, se concluye.
(b) Con la misma descomposicién, X = px(X) + Z con Z ~ N(0,0?)
independiente de o(K), de donde la ley condicional se obtiene por sustitucién.
[
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Por qué los Gaussianos son faciles

En un espacio Gaussiano, la geometria de L? agota la probabilidad: la
ortogonalidad es independencia, la proyeccién ortogonal es esperanza
condicional, y toda la ley esté codificada en el producto interno I'(s,t) =
E[X;X;]. Es la razén por la que el movimiento Browniano se puede
construir con puro anlisis funcional (seccion 12.4).

Dado un proceso Gaussiano centrado (X¢)er, su funcidn de covarianza
es
I':'TxT—R, [(s,t) = E[XsX¢].

Teorema 12.16 (Existencia dada la covarianza). Sea I' : T'x T" — R
simétrica y de tipo positivo, esto es,

Z c(s)e(t)(s,t) > 0

s,teT

para toda funcion ¢ : T — R de soporte finito. Entonces existe un proceso
Gaussiano centrado con funcion de covarianza I.

Observacion. La condicién es necesaria, pues Y-, c(s)c(t)T'(s, t) = E {( > c(s)Xs)Q} >
0. La construccion usa el teorema de extensiéon de Kolmogorov, o bien —y

esto es lo que haremos para el Browniano— una isometria explicita desde un

espacio L?.

S

12.4 Medidas Gaussianas (ruido blanco)

Recordemos primero el marco de Hilbert.

Teorema 12.17 (Bases ortonormales). Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert
y {uq : @ € A} un sistema ortonormal con A numerable. Son equivalentes:

(1) el sistema es completo: si (x,uq) =0 para todo o, entonces x = 0;
(11) (identidad de Parseval) ||z||* = > aen l{z, ua)|? para todo x € H;

(I1) & =3 4ep (@, Ua) Ua para todo x € H (con convergencia en norma,).

Si se cumplen, {us} es una base ortonormal.

Proposicién 12.18. (H,(-,-)) es separable si y solo si admite una base
ortonormal numerable. En tal caso, dos espacios de Hilbert separables de
igual dimension son isométricamente isomorfos.
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Ejemplo 12.19. (L*(R, Zr,m), (f,g) = [ fgdm) es separable, pues

k
{Z(Ji Yy k=1, giyai,b €Q, a; < bi}
i=1

es numerable y denso. Lo mismo vale para L*(R;, g, ,m).

Ejemplo 12.20 (Un espacio Gaussiano concreto). Sea ((q)aca, A numerable,
una familia i.i.d. A'(0, 1) sobre (£2,.%,P). Entonces

H=gen{(s: a €A} CL*(Q,ZF,P)

es un espacio Gaussiano: si X = >, cqa(q con >, ci < 00, la proposiciéon 12.5
da X ~ N (0,5, 2) = N(0, [ X||32). Ademés {C,} es una base ortonormal
de H.

Definicién 12.21 (Medida Gaussiana). Sea (E, &) un espacio medible y p
una medida o-finita sobre él. Una medida Gaussiana de intensidad p es una
isometria lineal

G:L*E,E pu) — H

sobre un espacio Gaussiano . En particular, para f € L?(E, &, n), G(f) es
una variable Gaussiana centrada con

E[G(f)z} =GNz = Ifl72g . EIG()G(9)] = [Efgdu- (12.1)

Teorema 12.22 (Existencia). Para toda medida o-finita p sobre (E,E)
existe una medida Gaussiana de intensidad p.

Demostracion. L?(E,E, 1) es separable, luego admite una base ortonormal

numerable (f;)ier. Sea ((;)ier 1i.d. N(0,1) y H como en el ejemplo 12.20.
Para f =Y, a;f; con 3; a? < oo definimos

G(f) =) G,

el

serie que converge en L?(Q) y satisface E[G(f)?] = 3, a2 = HfH%z(u). Es
manifiestamente lineal, y por polarizacion preserva el producto interno. WM

Observacion 12.23 (Ruido blanco). Escribimos G(A) = G(14) para A € £
con p1(A) < oo; entonces G(A) ~ N (0, u(A)). Si Ay, ..., A, son disjuntos
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con medida finita, el vector (G(41),...,G(A,)) es Gaussiano con matriz de
covarianzas diagonal, pues

E[G(A)G(4))] = (Las1a,) = (AN A7) =0 (i # ),

de modo que por la proposicién 12.9 son independientes. Ademas, si A =
;51 Aj con p(A) < oo, la convergencia 14 = >-; 14, en L?(u) y la isometria
dan

o

G(A)=>_G(4;) en L*Q).

j=1
G se comporta, pues, como una “medida con signo aleatoria”, salvo que no
es una medida verdadera: sus trayectorias no tienen variaciéon acotada. Es lo
que se llama ruido blanco.

La construccion del Browniano en dos lineas

Tomemos F = Ry, u = m (Lebesgue) y G una medida Gaussiana de
intensidad m. Definiendo

Bi=G(1lpy), t>0,
la isometria (12.1) da de inmediato

E[BsB:] = /0 1[0,3]1[0,t} dr =sA\t,

que es exactamente la covarianza del movimiento Browniano. El capitu-
lo 13 desarrolla esta idea.

Proposicién 12.24 (Variacién cuadratica del ruido blanco). Sea G una
medida Gaussiana sobre (E,&) de intensidad p, y A € € con u(A) < co.
Supongamos que existe una sucesion de particiones medibles

AT .. AT { 4 m\ —
A=ATW- WAL con 117rln (1I§nj%)lin p(Aj )) 0.

Entonces

kn

, n\2 2

Jim ZIG(Aj) = u(A) en L“(Q).
]:

Demostracion. Sea S, = 3, G(A;-‘)Q. Las variables G(A?"), j

j J 17 cey kna
son independientes N(0, u(A7)), de modo que E[S,] = >=; u(A

") = u(A) v,
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usando Var(Z?) = 20 para Z ~ N(0,0?),

J . J
J

kn

Var(Sp) = Y- 2p(A])? < 2(max (A7) 30 p(A}) = 2 pu(A) méx p(A}) —> 0.
j=1

Luego E[(S,, — u(A))?] = Var(S,) — 0. |

12.5 Ejercicios resueltos

Ejercicio 12.25. Sea (Xi)ic[p,1] un proceso Gaussiano centrado tal que
(t,w) — Xi(w) es medible de [0,1] x Q en R. Sea K su funcién de covarianza.

(a) Pruebe que t — X; es continua de [0,1] en L?(€2) si y solo si K es
continua sobre [0, 1]2. (Mantendremos este supuesto en lo que sigue.)

(b) Sea h : [0,1] — R medible con fol |h(t)| /K (t,t)dt < co. Pruebe que, pa-
ra casi todo w, la integral fol h(t)X:(w) dt es absolutamente convergente.
Denotamos Z = f01 h(t) X, dt.

(c) Suponiendo ademés fol |h(t)| dt < oo, pruebe que Z es el limite en L>
de

Zn =S "X, n/ h(t) dt,
i:zl / (i—-1)/n

y deduzca que Z es Gaussiana.
Solucion. (a) Supongamos K continua. Entonces
1 Xein = XallFag0) = B[[Xatn — Xol’| = K(t+h,t+h)—2K (t+h, 1)+ K (L, 1),

que tiende a 0 cuando A — 0 por continuidad de K; luego ¢ — X; es continua
en L?.

Reciprocamente, supongamos ¢ — X; continua en L?. Sumando y restando
y aplicando Cauchy—Schwarz,
K (u+t,0+ ) — K(u,0)| < [K(u+t0+8) = K0+ )] + K (u,0 4+ 5) = K (u,0)]
< EH(Xu-I-t - Xu)Xv-i-SH + E[|(Xv+s - Xv)Xu”
< [ Xutr = Xallpo [ Xopsllze + 1 Xors = Xoll g2 [ Xullz2

y el miembro derecho tiende a 0 cuando (t,s) — (0,0), pues || X,|/;. =
VK (r,r) estd acotada sobre el compacto [0, 1] por continuidad en L2
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(b) Basta ver que la integral doble es finita; por Tonelli y Cauchy—Schwarz,
1 1
| 1@l ol aerd) = [ 1m0 de

1 1
< [ 111Xl 2 dt = [ O] E (0 dt < .

Luego fol |h(t) X¢(w)| dt < oo para casi todo w.

(c) Cada Z, es una combinacién lineal finita de Gaussianas centradas
del proceso, luego es Gaussiana centrada; por la proposicion 12.5, si Z,, — Z
en L? entonces Z es Gaussiana. Escribamos

1 n
Zo(@) = [ 00 (X Xipn )1 1)) dt.
i=1
Por la desigualdad integral de Minkowski,

dt.
L*()

1 n
12 = Zall ey < || 10O [[Xe = 3 KipuLiima 1 (0)
=1

n ’'n

Para t € [E=1) k) ol integrando vale |h(t)| HXt - Xk/n‘

L2 due por (a) tiende
a 0 para cada t, y estd dominado por

@] (11Xl g2 + || Xsn

o) < 21h(@)] sup /K(s,s) = Clh(t),
s€[0,1]

que es integrable por hipdtesis. El teorema de convergencia dominada da
\Z — Zyl|| ;2 — 0. [ |

Ejercicio 12.26. Sea H un espacio Gaussiano centrado, Hi, Ho C H subes-
pacios lineales y K C H un subespacio cerrado, con proyeccién ortogonal pg .
Demuestre que

E[XlXQ] = E[pK(Xl)pK(XQ)] para todos X1 € Hi, Xo € Ho (12.2)

implica que o(H1) y o(Hz2) son condicionalmente independientes dado o(K):
para toda Y7 > 0 o(#H;)-medible y toda Y5 > 0 o(H2)-medible,

EMY; |o(K)] = EY1[o(K)] E[Y2 [o(K)].

Solucion. Por el teorema de la clase mondtona (teorema A.5) basta probar
la identidad para Ys = [, 1rs (X7)con XP e Hy yI'Y € Br, s =1,2.
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12.5. Ejercicios resueltos

Fijemos M, = gen{X7{,..., X, } C H; y elijamos un sistema ortonor-
mal {Z : i = 1,...,mg} de M. Como {Z}}; es ortonormal dentro de

un espacio Gaussiano, por el teorema 12.14 las Z7,..., Z;, son Gaussia-

nas independientes N (0, 1). Basta probar la factorizacién para las Z, pues
o(My) = o(Z5,...,2Z5,).

Pongamos

)

Y=z —p(Z), (ol =E[)].

Dentro de cada bloque, la independencia de los Z; da E YISYJS} = 0 para
i # j. Entre bloques distintos, usando (12.2) y el corolario 12.15(a),

E[Y'V?| = E|2] Z}| + E|p(Z))p(23)| — B|Z} pc(Z])] —
= 2K [pi(Z)px(2])| —E[E|Z} |o(K)| p(23)] -
= 2E[px(Z1)pic(2)| — 2B [pi (Z)px(23)] = 0.

[pK(Zil) Zﬂ
pi(ZNE| 2} |o(K)]]

E
E

Por lo tanto la familia completa {Y;°} es ortogonal dentro de H y, ademés,
cada Y,® es ortogonal a K; por el teorema 12.14 las Y;* son independientes
entre si e independientes de o(K).

Definiendo .
F(z%,...,z?m): H Hlpf(zf)
s=1,2 =1

y escribiendo Z7 =Y + pr(Z7) con px(Z;) o(K)-medible, la propiedad de
sustitucion da

EF(Z},....22) oK) = ] ﬁ/lrg(y+pK(Zf)) Py (dy)
s=1,2i=1

=11 ﬁP{Zf eTi|o(K)},

s=1,2i=1

donde cada factor es, por el corolario 12.15(b),

P{ZF € 15| o(K)} = — /sexp(— (y_pK(Z))Q) dy.

os\/21 2(07)?
Agrupando los factores con s = 1 y los factores con s = 2 se obtiene
exactamente E[Y] | o(K)]E[Y2 | o(K)]. [
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CAPITULO 13

El movimiento Browniano

El movimiento Browniano es el proceso de Lévy continuo por excelencia
y el objeto central del resto de estas notas. Lo construiremos como imagen de
una medida Gaussiana, probaremos que admite una versién con trayectorias
continuas (Kolmogorov—Centsov), estudiaremos la ley de Wiener sobre Cg, y
estableceremos sus propiedades finas: la ley 0-1 de Blumenthal, la propiedad
de Markov fuerte, el principio de reflexién y la variacién cuadratica.

13.1 Motivacion: procesos de Lévy

Definicién 13.1 (Proceso de Lévy). Una probabilidad P sobre (Dg,.%#) es
la ley de un proceso de Lévy (en (R,+)) si, bajo ella, el proceso canénico
verifica

(1) Xo=0c.s;

(11) para 0 =tp < t; < --- < tg, los incrementos X;, — Xy, ..., Xy, — Xt
son independientes;

(m) X3 — Xs ~ Xi_g para 0 < s < t: la ley del incremento depende solo
de la longitud del intervalo.

Un proceso 1 : (,.Z",P') — (Dg,#) cuya ley cumple (i)—(iii) se llama
proceso de Lévy.

Ejemplo 13.2. Un proceso de Poisson (N;) es un proceso de Lévy, con
Ny — Ng ~ Poiss(A(t — s)) y valores en Z.

Ejercicio 13.3 (Proceso de Poisson compuesto). Sea (Vi) un proceso de
Poisson de intensidad A y (Y;);>1 una sucesién i.i.d. de ley p, independiente
de N. Pruebe que

Ny
Nt = Z }/j7 t > 07
j=1
es un proceso de Lévy, llamado Poissoniano (A, p).
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13.2. El pre-movimiento Browniano

Solucion. La via mas limpia es la funcién caracteristica. Condicionando a
Ny = n y usando la independencia,

Blesn] = B (N =n) i) = X P — o Dua(ae)-1)),

n>0 n>0

donde i(¢) = [ €*Yu(dy). El mismo célculo, condicionando sobre los incre-
mentos de N —que son independientes— y usando que los Y} son i.i.d., da
para tg < --- <t

k k
Bexp (13260, —m,-)] = T exe {2t = -0 &) - )}
j=1 j=1

lo que establece simultaneamente (ii) y (iii). Finalmente ny = 0 pues Ny = 0,
y las trayectorias son cadlag por serlo las de V. |

Por qué el Browniano es inevitable

En un proceso de Lévy podemos escribir, para todo n,

=" (Xpt/n — X(k-1)t/n)
F=1 Lid.

de modo que la ley de X; es infinitamente divisible. Si ademas exigi-
mos que t — Xy sea continua, la inica posibilidad (teorema de Lévy—
Khintchine, sin saltos) es

X, ~ Nat,o?t), es decir X; = at + 0B,

con B un proceso de Lévy continuo estandar. La ley de B es la medida
de Wiener y B es el movimiento Browniano.

13.2 El pre-movimiento Browniano

Definicién 13.4 (Pre-movimiento Browniano). Sea G una medida Gaussiana
(definicién 12.21) sobre E = Ry con intensidad la medida de Lebesgue m. El
proceso

By =G(1py), t>0,

se llama pre-movimiento Browniano.
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Capitulo 13. El movimiento Browniano

Proposiciéon 13.5. (Bt):>0 es un proceso Gaussiano centrado con funcion
de covarianza
K(s,t) = E[BsB;] = min{s,t} = s A t.

Demostracion. Como G toma valores en un espacio Gaussiano, toda com-
binacién lineal finita de los B; es Gaussiana centrada. Por la isometria
(12.1),

E[BsB;] = E[G(l[o,s])G(l[O,t])} = /0 log(r)lpg(r)dr=snt. W

Proposicién 13.6 (Caracterizaciones equivalentes). Sea (Xt)¢>0 un proceso
con valores reales. Son equivalentes:

(1) (X¢) es un pre-movimiento Browniano;

(11) (X:) es un proceso Gaussiano centrado con covarianza K(s,t) = s At;

(1) Xo =0 c.s. y, para 0 < s < t, el incremento Xy — X es independiente
de o(X, :r <s)yX,— Xs~N(0,t—s);

(1Iv) Xo = 0 c.s. y, para todos 0 = tg < t; < --- < tp, los incrementos
Xy, — Xt, , son independientes con Xy, — Xy, | ~ N(0,t; —t;—1).

Demostracion. (i) = (ii) es la proposicién 13.5.

(ii) = (iii). Sea H el espacio Gaussiano generado por (X;). De K(0,0) =0
se sigue X ~ N(0,0), es decir Xy =0 c.s.. Fijemos s > 0 y sean

Hs =gen{ X, : r < s}, Hs =gen{ Xgyy — X5 u>0}.
Son ortogonales: para r < sy u > 0,
E[X: (Xstu — Xs)] = E[ X, Xoyo] —E[X; Xs] =7 A(s+u) —rAs=r—r=0.

Por el teorema 12.14, o(Hs) y 0(Hs) son independientes; en particular, para
t > s, Xy — X5 es independiente de o(X, : r < s). Su varianza es

E[(X; — X,)?| = B[ X?| -2E[X, X +E[X2] = t-2(sAt)+s = t—2s+s = t—s.

(iii) = (iv) es inmediato por induccion.
(iv) = (i). Las combinaciones lineales finitas de los X; son combinaciones
lineales de incrementos independientes Gaussianos, luego Gaussianas: (X;)
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13.2. El pre-movimiento Browniano

es un proceso Gaussiano centrado. Definamos, para una funcién escalonada

f = Z?Zl >\i1(ti_17ti]7

G(f) = Z A (Xti - Xti—l)‘

i=1

Por la independencia de los incrementos,
ElG(NG@] = [ ft)g(t)dt,
+

de modo que G es una isometria sobre el conjunto (denso en L?(R.)) de
las funciones escalonadas; se extiende por densidad a una isometria G :
L*(R;) — H, que es una medida Gaussiana de intensidad m. Finalmente,
por construccién G(1jg ) = Xy — Xo = X; c.s.. [ |

Corolario 13.7 (Distribucién conjunta). Sea (B) un pre-movimiento Brow-
niano. Para 0 =tg <ty < --- < tp, el vector (By,, ..., By,) tiene densidad

- 1 _y @i m i)
O o TTENoT ey et o ey R QO O ey )
(13.1)

con la convencion xg = 0.

Demostracion. Las variables By, By, — By, ..., By, — B, , son indepen-
dientes con leyes N (0,t1),...,N(0,t, — tn—1), de modo que el vector de
incrementos tiene densidad

a1, yn) =

1 nog2
Q)2 (s —t1) (b — ) T (- ; 2(t; — t,-_l))'

El cambio de variable x; = y1 + - - - + y; tiene jacobiano 1 y transforma ¢ en
p. |

Proposicién 13.8 (Invariancias). Si (By) es un pre-movimiento Browniano,
también lo son:

(a) (simetria) (—B¢)t>0;
(b) (invariancia de escala) B = A"1Byz,, para cada A > 0;

(¢) (Markov simple) Bt(s) = Bst+t — Bs, para cada s > 0; y (Bt(s))tzo es
independiente de o(By : 1T < s).

111



Capitulo 13. El movimiento Browniano

Demostracion. (a) y (b) se comprueban con la caracterizacién (ii) de la
proposicion 13.6: la covarianza de —B es la misma, y

E[B)B}| = \2E[Bya, Bya] = A2(Ms ANH) = s AL

(¢) La o-algebra generada por B®) es o(H,), independiente de (M) =
o(B, : r < s) por la demostracién de la proposicion 13.6. Que B) sea pre-
Browniano se verifica con (iv): BS) —B,gis_)l = B, +s—Bit,_y+s ~ N(0,t;—t;_1),
independientes. n

13.2.1 La integral de Wiener

Si B es un pre-movimiento Browniano con medida Gaussiana asociada
s 2
G, escribimos para f € L*(R;, Zr_,dt)

/OOO f(s)dB, = G(f), /:f(r)dB,, = G(fliy). (13.2)

La notacién se justifica porque [; dBs = G(1(,4]) = By — By. La aplicacién
[ J5° fdBs se llama integral de Wiener, y por la isometrfa (12.1),

(o) (o)
/ f(s)dB, ~ N (0. / £()ds). (13.3)
0 0
Una integral que no es una integral

Pese a la notacién, dBs no define una medida: veremos en la seccién 13.7
que las trayectorias del Browniano no tienen variacién acotada, de mo-
do que no se puede integrar trayectoria a trayectoria con la teoria de
Lebesgue—Stieltjes. La integral de Wiener existe por razones puramente
L?, y su extensién a integrandos aleatorios —que es lo que se necesita
en las aplicaciones— es la integral de It6 del capitulo 15.

13.3 La continuidad de las trayectorias

Definiciéon 13.9. Sean (Xi)ier ¥ ()N(t)teT dos procesos indexados por el
mismo conjunto y con valores en el mismo espacio.

» X es una modificacion (o version) de X si P{)N(t = Xt} = 1 para cada
tefT.
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13.3. La continuidad de las trayectorias

= Xy X son indistinguibles si existe N C Q con P(N) = 0 tal que
Xi(w) = X¢(w) para todow ¢ N y todo t € T.

La diferencia importa

Indistinguibilidad es estrictamente mas fuerte: en una modificacion, el
conjunto excepcional IV; depende de ¢, y U, Nt puede tener probabilidad
positiva cuando T' es no numerable. Ejemplo: sobre Q = [0, 1] con la
medida de Lebesgue, X; =0y X, (w) = 14—, son modificaciones una
de la otra, pero ninguna trayectoria de X es idénticamente nula.

Observacion. Hasta aqui no tenemos siquiera medibilidad de las trayectorias
t — By(w): el pre-movimiento Browniano se defini6 variable a variable. El
teorema siguiente arregla esto.

Teorema 13.10 (Criterio de continuidad de Kolmogorov—Centsov). Sea
X = (X1)ter un proceso indexado por un intervalo acotado I C R, con valores
en un espacio métrico completo (E,d). Supongamos que existen q,e,C > 0
tales que

Eld(X,, X;)1 < C |t —s|'* para todos s,t € I.

Entonces existe una modificacion X de X tal que, para todo a € (0,¢/q),
existe una variable aleatoria Co(w) con

d(Xs(w), Xi(w)) < Co(w) |t —s|* para todos s,t € 1.
En particular X tiene trayectorias continuas, y de hecho a-hdlderianas.

Demostracion. Véase Le Gall [7], Teorema 2.9, o Revuz—Yor [8], Teorema
1.2.1. La idea es controlar los incrementos diddicos: por Markov, P{d(X(kH)Q—n,XkQ—n) > 2*0‘”} <
C2—n(1+e=a9) v a] sumar en k < 2" y en n se obtiene una serie convergente

cuando « < €/q; Borel-Cantelli da entonces la continuidad hélderiana sobre
los diddicos, y la extensién por densidad define la modificacion. |

Corolario 13.11. Sea (Bi)t>0 un pre-movimiento Browniano. Entonces B
admite una modificacion con trayectorias continuas; mds aun, localmente

hélderianas de exponente % — & para todo § € (0, %)

Demostracion. Para s < t, By — Bs ~ N(0,t — s) tiene la misma ley que
Vt—sN con N ~ N(0,1). Por lo tanto, para todo ¢ > 0,

E(|B; — B|"] = (t — 9)*E[IN|"] = C, (t = 5)",  Cy=E[N|"] < co.
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Capitulo 13. El movimiento Browniano

Para ¢ > 2 podemos aplicar el teorema 13.10 con 1 + ¢ = ¢/2, es decir
e = 3 — 1. El exponente de Holder admisible es entonces cualquier

e ¢—2 1 1
a<-—="F—=2-—-,
¢ 2 2 q
y haciendo ¢ — oo se alcanza cualquier a < % |

Definicién 13.12 (Movimiento Browniano). Un proceso (By)i>o es un
movimiento Browniano (estandar) si

(1) (Bt) es un pre-movimiento Browniano;

(11) t — Bi(w) es continua para todo w € €.

B

Figura 13.1: Una trayectoria del movimiento Browniano sobre [0, 1] (simulacién
con 600 pasos). La trayectoria es continua pero, como veremos, en ningin punto
diferenciable, y su variacién cuadratica sobre [0, t] vale exactamente ¢.

13.4 La medida de Wiener

Definicién 13.13 (Medida de Wiener). Sea Cr = C(R4+,R) el espacio de
funciones continuas de Ry en R, con

C=oc(wrw(t): t>0),

la menor o-4lgebra que hace medibles a las evaluaciones. Dado un movimiento
Browniano B, la aplicacion

Q — Cg, w > (t = By(w))
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13.4. La medida de Wiener

es medible, y su medida imagen W = P o B~! se llama medida de Wiener, o
ley del movimiento Browniano.

Observacion. La analogia con el capitulo 10 es exacta: alli el espacio de
trayectorias era Dz, y la ley Pl)soiss; aqui es Cgr y la ley W. En ambos casos
X¢(w) = w(t) es el proceso candnico y C = o(X).

Del corolario 13.7 se obtiene la expresion explicita: para 0 =ty < t1 <
<ty y Ag,y..., An € Br,
W{w : w(ty) € Ao,...,w(ty) € Ay}
e 2
14,(0) / exp { - YL St )
= 1A
U Jarxexa, (2m)M 2/t — 1) - (B — 1)

dzy---dzy, (13.4)

con xg = 0.

Proposiciéon 13.14. Los valores (13.4) caracterizan a W. En consecuencia,
la ley del movimiento Browniano es unica: si B y B’ son dos movimientos
Brownianos (posiblemente sobre espacios distintos), entonces

P{(Bi)i>0 € A} = W(A) =P'{(B])i>0 € 4} para todo A € C.

Demostracion. Los conjuntos {w : w(ty) € Ao, ...,w(t,) € A,} forman un
m-sistema que genera C; el teorema 7-\ (teorema A.2) concluye. |

Observacion 13.15 (El proceso canénico). Tomando
Q = Cr, F =C, P=W,

el proceso canénico X¢(w) = w(t) es un movimiento Browniano. Igual que
en el caso de Poisson, definimos para x € R la traslaciéon T,w =z +w y la
familia

P, = Wo T, ! =Ley(z + B),

obteniendo [(Cg,C), (Ct), (Xt), {Pys }zer]-

Ejercicio 13.16. Sea B un movimiento Browniano y #; = o(Bs : 0 <
s <t). Pruebe que (B, .%#;) es una martingala y que, de hecho, B; — By es
independiente de %+
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Capitulo 13. El movimiento Browniano

Solucion. Para s < t, usando la independencia del incremento respecto de
Fs (proposicién 13.8(c)),

E[B;| %#s) =E[B; — Bs | #s| + Bs =E| B, — Bs | + Bs = Bs.
———
~N(0,t—s)

Para la segunda afirmacién, sabemos que By — Bsy. es independiente de
Fspe D Fer para 0 < e <t—s.SeaD € Fy A€ Py con P{B; —
Bs € 0A} = 0; por continuidad de las trayectorias, Bsye — B c.s., y por
convergencia dominada

P{Bt — Bs € A, D} == Hj})lP{Bt - BS+5 € A, D}
€
=mP{B, - Byy- € A} P(D) =P{B, - B, € A} P(D)m

Ejercicio 13.17. Pruebe que también son martingalas respecto de (.%):

2
t
B} —t, & =exp (0B - %) (o € R fijo).

Indicacion: use E{e”z} = ¢7"Y/2 para Z ~ N(0,v).

13.5 La propiedad de Markov y la ley 0—1 de Blumenthal
Teorema 13.18 (Markov débil). Para toda F : Cr — R medible acotada (o
F >0), todo s >0 y todo xp € R,

By [F 005 |Cor] E 0(Xs), o(x) = Ey[F).
Esquema. Idéntico al de la teorema 11.5. Se toma F' =14 con A = {X;, <
ai,..., Xy, < ap}; se prueba la identidad primero para Cs, integrando sobre

conjuntos B = {X,, <b1,...,X,, <bp, Xy < b} con s; < s, que generan
Cs. El calculo se reduce a manipular la densidad (13.1): poniendo

B = (—00,b1 — 2] X -+ X (—00, by, — 0] X (—00,b — @0,

y usando que bajo P, el proceso es xg + X bajo Py, se obtiene

/BPXS{A} Py, = Po{ Xy, < b1—0,..., Xy < b0, Xe4s < a1—10,... },

que coincide con P, {B, X +s < ai,...}. La extensiéon de Cs a Cy+ se hace
por convergencia, usando la continuidad de las trayectorias y la continuidad
de Feller del ejercicio 13.19. |
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13.5. La propiedad de Markov y la ley 0—1 de Blumenthal

Ejercicio 13.19. Para toda F' : Cg — R medible acotada, la aplicacién
x +— E,[F] es continua.

Solucidn. Basta considerar F' =14 con A = {Xy, <ay,..., Xy, < an}, pues
tales A forman un 7-sistema generador y el conjunto de F' para los que vale
la conclusién es estable por limites acotados. Entonces

E,[F) = Po{Xy, < ar—1,..., Xy, < an—a} = / Py, -, yn) dy,
Hi(—oo,ai—x}

con p la densidad (13.1), que es continua y acotada; la continuidad en x se
sigue por convergencia dominada. |

Teorema 13.20 (Ley 0-1 de Blumenthal). Sea B un movimiento Browniano,
Fr=0(Bs:s<t)y
ﬁ0+ == n y&

>0
Entonces, para todo A € Fy+, P(A) € {0,1}.

Demostracion. Sean 0 < t; < --- <t y g : R¥ = R continua y acotada, y
sea A € Zy+. Por continuidad de las trayectorias y convergencia dominada,

E[]-A g(Btn s 7Btk)] = leiJI,IO’lE[lA g(Bt1 - BE7 sy Btk - Be)] .

Ahora bien, en cuanto € < t1, el vector (By, — Be, ..., B, — B¢) es indepen-
diente de %, y por lo tanto de .#y+ C #.. Luego cada término del limite se
factoriza y

E[]_A g(Btl, ey Btk)] = ]P)(A) E[g(Btl, PN 7Btk)] .

Es decir, Zy+ es independiente de o(By,, ..., B, ) para toda eleccion finita
{t1,...,tk} C (0,00); por el teorema 7\, Fy+ es independiente de o(B; :
t > 0). Finalmente o(B; : t > 0) = o(B; : t > 0), pues By = limy o B; por
continuidad. Como Fy+ C o(B; : t > 0), la o-dlgebra .#y+ es independiente
de si misma: P(A) = P(AN A) = P(A)?, de donde P(A) € {0,1}. [ |

Corolario 13.21 (Oscilacion inmediata y recurrencia). Casi seqguramente,

sup B >0 y inf By<O0 para todo € > 0.
0<s<e 0<s<e

En consecuencia, para a € R el tiempo de llegada

T, =inf{t >0: B;=a} (inf @ = c0)
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Capitulo 13. El movimiento Browniano

cumple P{r, < oo} =1 para todo a, y

lim sup By = 400, lim inf B; = —o0.
t—o0 t—o0

Observacion. A priori no es obvio que supy<,<. Bs sea medible —es un
supremo sobre un conjunto no numerable— pero la continuidad de las
trayectorias permite restringirlo a los racionales de [0, €] (observacion 9.4).

Demostracion. Sea e, | 0y

A:ﬂ sup Bs>0} € Fp+.
>1 OS$§€p

p>
Por continuidad decreciente, P(A) = lim,, | P{supogsgap B, > 0}, y para
cada p,
P sup Bs>0¢ > P{B. >0} =1.
{Ogsgpep S } - { €p } 2

Luego P(A) > 1 y, por Blumenthal, P(A) = 1. El caso del infimo se obtiene
aplicando lo anterior a — B, que también es un movimiento Browniano.

Para la segunda afirmacién, por lo anterior ]P’{supszo Bs > 0} =1y, por
continuidad monétona,

1= ]P’{ OSSL;IS)IBS > 0} = lai\rLg TP{ 021;21 Bs > 5}.

Usando la invariancia de escala (proposicién 13.8(b)) con el Browniano
Bg = 5_13521“

W, B> 0} = o [ Bo> 1} =R o B> 1}

donde la ultima igualdad usa que todo movimiento Browniano induce la
misma medida de Wiener (proposicion 13.14). Haciendo ¢ | 0,

]P’{ ig}())Bu > 1} =1,

y un nuevo cambio de escala da P{supuzo B,>M } =1 para todo M > 0;

pasando a —B, P{inf,>¢ B, < —M} = 1. Por continuidad de las trayectorias
y el teorema del valor intermedio, B alcanza todo nivel a, es decir 7, < 00
C.Ss.. [ |
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13.6. La propiedad de Markov fuerte y el principio de reflexion

13.6 La propiedad de Markov fuerte y el principio de reflexion

Definicién 13.22. Un tiempo de parada es 7 : Q — [0,00] con {7 < t} € %
para todot > 0, y
Fr={Aec Zy: An{r <t} e.Z Vt>0}

Ejemplo 13.23. Son tiempos de parada: 7 = ¢ constante; 7+ 6 con § > 0
constante; y 7, = inf{t > 0: B; = a}, pues por continuidad

<ty={ mf |B,—a|=
(st ={, 1B —ol =0} €

)

Observacion 13.24 (B; es .#,-medible). Definiendo

B ) (w), T(w) < oo,
1{T<oo}BT(w):{ ()( ) ()

0, 7(w) = oo,

la variable resultante es .%#,-medible. En efecto, por continuidad por la
derecha,

o0
LircooyBr = lim Y Lpio-nenlirc(ivryz—r} Biz-n,
=0

y basta ver que cada Bsl,<,y es F-medible. Para A € g con 0 ¢ A,

0, sit<s,
{Bslisery € A} {r <t} = (B, e A}n{s <7 <t}, sit>s,

—_————

ngng:t

y{s<rt<t}={r<t}n{r<s}ce.%.

Teorema 13.25 (Markov fuerte). Sea T un tiempo de parada con P{T < oo} >
0, y definamos para t >0

B} =1, <00y (Brst — By).

Entonces, bajo la probabilidad condicional P(- | 7 < 00), el proceso (B] )t>0
es un movimiento Browniano independiente de .

Demostracion. Supongamos primero 7 < oo c¢.s.. Mostraremos que, si A €
Fr, 0<t; <---<t,y F:RP - R, es continua y acotada, entonces

E[14 F(B],...,B])| = P(A) E[F(By,..., B,)] . (13.5)

119



Capitulo 13. El movimiento Browniano

Esto prueba a la vez la independencia (el factor P(A) se separa) y que B” es un
movimiento Browniano (tiene las mismas distribuciones finito-dimensionales
que B, y trayectorias continuas).

Para n > 1 denotemos por [7], el menor nimero de la forma k2~ mayor
o igual que 7 (con [7], = 0o si 7 = o0). Por continuidad de las trayectorias,

F(BL, - BY) = Jim FB . BT),
de modo que, por convergencia dominada,
E[1AF(B],.....B])]

o0
= lim > E[lAﬂ{(kfl)Q—”<‘r§k2—"} F(Byy-nyt; — Bro-ns -y Bro-ng, — Bk2—")]7
k=0

donde simplemente se desagreg6 segin el valor de [7],. Ahora, para A € .,
An{(k—=1)27" <7 <k27"} = (An{r < k27"})N{r < (k—-1)27"}° € Fpon,

y por la propiedad de Markov simple (proposiciéon 13.8(c)) el vector de
incrementos posteriores a k27" es independiente de Zj9-n, con la ley de
(Bty, ..., By,). Por lo tanto cada sumando vale

PlAN{(k—1)27" <7 <k27"}] -E[F(B,,...,B,)],

y sumando en k se obtiene (13.5).

Si P{7 = oo} > 0, el mismo argumento con AN {7 < oo} da
E[lAm{KOO}F(B;, . ,ng)} —P(AN{r < x0})E[F(B,,...,B)],
que es el enunciado bajo P(- | 7 < 00). ]

Teorema 13.26 (Principio de reflexién). Sea S; = supy<y<; Bs. Para a >0
yb<a,

En particular, Sy tiene la misma ley que |By|, y

P{S; > a} = 2P{B; > a} = —a2/(2t) g

2 [e’e}
— e
V21t /a
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13.6. La propiedad de Markov fuerte y el principio de reflexion

Figura 13.2: El principio de reflexién. A partir de 7, se refleja la trayectoria
respecto del nivel a: por la propiedad de Markov fuerte, la trayectoria reflejada B
tiene la misma ley que B. Las trayectorias con S; > a y B; < b se corresponden
biyectivamente con las que terminan por encima de 2a — b.

Demostracion. Consideremos 7, = inf{t > 0 : B, = a}, que por el corola-
rio 13.21 cumple 7, < oo c.s.. Como B es continuo, {S; > a} = {7, < t}, de
modo que

P{StZ(I, Btgb}:P{TaSty Btgb}:P{Tagta Bz—i,[.agb—a},

usando B{* = B; — B;, = B; — a.

Por Markov fuerte (teorema 13.25), B™ es un movimiento Browniano
independiente de %, ; como —B" tiene la misma ley que B y 7, es %, -
medible, los pares (7,4, B™) y (74, —B™) tienen la misma ley. Aplicando esto
al conjunto medible

H={(s,w) eRy xCr: s<t, wit—s)<b—al,
obtenemos

P{(7a, B™) € H} = P{(7a, —B™) € H} =P{7a <1, —B[*; <b—a}
:P{Tagtv Bt22a—b}=P{Bt22a—b},

donde la tltima igualdad usa que {B; > 2a — b} C {7, < t} c.s., pues
2a — b > a.

Finalmente, tomando b = a en (13.6),

]P){St Z CL} = P{St 2 a, Bt Z CL} —}—P{St Z a, Bt S (I}
=P{B, > a} + P{B, > a} = P{|B,| > a},

usando {B; > a} C {S; > a} y la simetria de B;. [ |
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Capitulo 13. El movimiento Browniano

13.7 Variacion cuadratica y no diferenciabilidad

Proposiciéon 13.27 (Variacién cuadrética). Seat >0y 0 =1 <t} <--- <
tp, =1t una sucesion de particiones de [0,t] con paso que tiende a cero, es
decir maxi<i<p, (& —t ;) — 0. Entonces

Pn

S (B — By )? —— t  en L3(9).

: n—00
=1

Demostracion. Aplicar la proposiciéon 12.24 con E =Ry, p=m, A =[0,t]
y las particiones A7 = (¢} ,t?], teniendo en cuenta que

Bip — Byp | = G(l(tﬂ L tﬂ) y méxm(A}) =mdx(t; -t ;) —0. W
. v =17 i i
Corolario 13.28 (Variacién infinita). Casi sequramente, las trayectorias del

movimiento Browniano no tienen variacion acotada sobre ningin intervalo
[0,t] cont > 0.

Demostracion. Supongamos que sobre un conjunto de probabilidad positiva
la variacién total Vi(w) =sup >, | B, — By, , | fuese finita. Entonces, sobre
ese conjunto,

> (B~ By )" < (méx|By — By,

3

)Vt(w) — 0,

n—oo

pues el méximo tiende a 0 por continuidad uniforme de B sobre [0, t]. Esto
contradice la proposicién 13.27 (pasando a una subsucesién que converja
c.s.). |

El corazon del calculo de It

La variacién cuadratica del Browniano sobre [0, ¢] vale ¢, no 0. Para una
funcion diferenciable f la variacién cuadratica es nula, porque > (f(t;) —
ftiz1))? = 3 f/(&)?(ti — ti—1)* — 0. La diferencia se resume en la regla
mnemotécnica

(dBy)? = dt,

que es precisamente el término extra de la férmula de It6 (capitulo 16) y
la razon de que el célculo estocastico no sea el calculo ordinario.
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13.8 Ejercicios resueltos

Ejercicio 13.29 (Inversién temporal). Sea B un movimiento Browniano
y definamos Wy = 0, Wy = t By para t > 0. Pruebe que (W;);>o es
indistinguible de un movimiento Browniano. Deduzca que lim; o B/t =0
C.S..

Solucion. W es pre-Browniano. Como B es Gaussiano centrado, toda com-
binacién lineal finita de los W = tBy; lo es. Para s, > 0,

11
E[W, W] = stE[Bl/sBl/t] = st (S A t) = sAt,

y E[W:Wy] = 0. Por la proposicién 13.6(ii), W es un pre-movimiento Brow-
niano.

Continuidad en 0. W es continuo sobre (0, 00) por serlo B; falta ver que
Wi — 0 cuando t | 0, lo que equivale a

Para probarlo veamos que P{limsup,, |By|/u > ¢} = 0 para todo ¢ > 0.
Primero, una cota exponencial: como e es una submartingala positiva
(por Jensen, con p(x) = e* convexa), la desigualdad maximal de Doob
(teorema 5.12, versién continua) da para a > 0

B A E{eaBt} 2t/2—aX
]P) B > )\ = ]P) abs > a < _ - = a —a
{s;g) ° } {Ssg)e = } - et ‘ ’
y optimizando con a = \/t,
P{ sup |By| > A} < 27N/, (13.7)

s<t

Ahora, si sup,,<s<,11|Bs| /s > €, entonces existe s € [n,n + 1] con |B,| >
€s > en > e(n+1)/2 para n > 1, de modo que supy<,, . |Bs| > e(n +1)/2.
Por (13.7),

Ll > 1B 3 e+ 1)
Aop e o= X am o = R e T

oo
I L ——
N1 N—o0
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Capitulo 13. El movimiento Browniano

Por lo tanto P{limsup, |B¢| /t > €} = limy ]P’{suptZN | Be| /t > e} =0.

Se sigue que W tiene trayectorias continuas c.s., luego es indistinguible
de un movimiento Browniano. |

Ejercicio 13.30 (Los tiempos de llegada forman un subordinador). Para
a>0sea 7, = inf{t > 0: B; = a}. Pruebe que (74)s>0 tiene incrementos
independientes y estacionarios: para 0 < a < b, la variable 7, — 7, es
independiente de o(7. : 0 < ¢ < a) y tiene la misma ley que 7,_g.

Solucién. Estacionariedad. Definamos B, = 14, <o} (Br 4+t — Br,). Como
Tq < 00 c.s., el teorema 13.25 dice que B es un movimiento Browniano
independiente de .%,,. Sea 7, = inf{t > 0 : B, = c}; por igualdad de leyes,
Tp—q tiene la misma distribuciéon que 7,_,. Y, casi seguramente,

Tpeq=mf{t >0: B, yy—a=b—a}=inf{s>71,: Bs=0b}—1,4
=inf{s >0: Bs=b} — 7, =7 — T4,

donde la pentltima igualdad usa que, por continuidad y a < b, el Browniano
debe pasar por a antes de alcanzar b, es decir 7, < 7.

Independencia. Basta ver que o(7.: 0 < ¢ < a) C %#;,, pues B —y por
tanto 7,_, = T, — T— es independiente de %, . Ahora bien, para ¢ < a se
tiene 7. < 7, y, por el ejercicio 5.3(c), Fr, C F;,; como T, es %, -medible,
los conjuntos {7¢, < t1,...,7, <t,} con ¢; < a estdn en F,, , y forman un
m-sistema que genera o(7.: 0 < ¢ < a). |

Ejercicio 13.31 (Los méximos locales son distintos). Pruebe que, casi
seguramente, para todos los racionales p < ¢ < r < s,

sup By # sup B.
p<t<q r<t<s

En consecuencia, los maximos locales del movimiento Browniano son todos

distintos.

Solucion. Fijemos p < ¢ < r < s racionales y definamos

U= sup B; — B,, V = sup B; — B,.
p<t<q r<t<s

Escribiendo By — B, = (B; — By) — (B, — By) para t € [p,q], se ve que U es
medible respecto de o (B, — By : u,v < r), mientras que

V = sup (B:— By)

r<t<s
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lo es respecto de (B, — B, : u > r). Por la independencia de los incrementos
del movimiento Browniano, estas dos o-algebras son independientes, y por
lo tanto U y V' también lo son. Ademaés V' tiene una ley sin dtomos: por el
teorema 13.26 aplicado al movimiento Browniano (B4, — By)y>0 se tiene

v L | Bs—r|, que es absolutamente continua. Por lo tanto

B sup B, = sup Bi} =P{U=V}= / P{V = u} Py(du) =0,
p<t<g r<t<s RT

usando la independencia y el teorema de Fubini. Como hay una cantidad

numerable de cuddruplas racionales, la unién de los sucesos excepcionales

sigue teniendo probabilidad 0. |

Ejercicio 13.32 (No diferenciabilidad). Pruebe que

) By . . DBt
lim sup — = 400, liminf — = —o0 C.s.
1o Vi 10Vt

y deduzca que, para todo s > 0 fijo, la funcién ¢ — By no es diferenciable
por la derecha en s.

Solucion. Fijemos M > 0. Como

B B
lim sup ZL = lim J sup =t

1oVt d0 T oci<e Vi

es medible respecto de Z+, el suceso {limsup, o B;/Vt > M} esté en F+.
Por Fatou inverso (las indicadoras estédn acotadas),

By , Bl/n Bl/n
P 1i — >M: > 1 >M:; > Ui P > M
{Hﬁ%up\/%* = {lﬁsiip\ﬂ/ > M} > P {,/1/n > M

>~ 1] 2

= —7/2 g

= e x > 0,
/M V2T

pues By, //1/n ~ N(0,1) para todo n. Como .+ es degenerada (teore-
ma 13.20), esa probabilidad vale 1. Siendo M arbitrario,

IP’{ h’msup& = —1—00} =1,

1o -Vt

y pasando a —B se obtiene la afirmacién sobre el lim inf.
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Capitulo 13. El movimiento Browniano

Para la no diferenciabilidad en s, aplicamos lo anterior al movimiento

Browniano (Bsyy, — Bs)u>0:

’ Bt - Bs ’ Bt - Bs 1
limsup —— = lim sup

tls t—s tls Vi— S ‘\/t—S N

pues el primer factor tiene lim sup = 400 y el segundo tiende a +oo. Ana-
logamente el liminf vale —oco, de modo que la derivada por la derecha no
existe. ]

Un matiz importante

El ejercicio anterior fija s de antemano: para cada s, casi toda trayectoria
no es diferenciable en s. El enunciado mucho mas fuerte —casi toda
trayectoria no es diferenciable en ningun punto— es el teorema de
Paley—Wiener-Zygmund, y requiere un argumento distinto, precisamente
porque el conjunto de instantes es no numerable (compérese con la
definicién 13.9).

“+0o0 c.S.,

Ejercicio 13.33 (Ceros del Browniano). Sea H = {t € [0,1] : B; = 0}.
Pruebe que, casi seguramente, H es un compacto de [0, 1], de medida de
Lebesgue nula y sin puntos aislados.

Solucién. Compacto. H = B~1({0}) N[0, 1] es cerrado por continuidad de B,
y acotado.

Medida nula. Por Tonelli,

1 1
E[m(H)] = /Q /0 15, (0o} dt P(dw) = /0 P{B, — 0} dt = 0,
pues By ~ N(0,t) no tiene dtomos para t > 0. Luego m(H) =0 c.s..
Sin puntos aislados. Para q € [0,1) N Q definamos
0q = inf{t > ¢q: B, =0},

un tiempo de parada, finito c.s. y < 1 con probabilidad positiva. Por la pro-
piedad de Markov fuerte (teorema 13.25) aplicada a gq y por el corolario 13.21
aplicado al Browniano B9,

IP’{ sup Byyyu >0y Oé%fgeBQq+u<O, Ve € (O,l—q)ﬂ(@} =1.

0<u<e
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Por el teorema del valor intermedio, en cada intervalo (g4, 04 + €) hay un
cero de B: ningtn g, es punto aislado de H. Sea

E = m m {EltE(gq,Qq—l-E): Btzo}v
g€[0,1)NQ e€(0,1—¢)NQ

que tiene probabilidad 1. Fijemos w € E'yseat € H \ {o;: ¢ € QN0,1)};
elijamos racionales ¢, 1T t. Como ¢, <ty B; = 0, se tiene ¢, < g4, <ty por
tanto gg, Tt con g4, € H: tampoco t es aislado. |

Ejercicio 13.34 (Reversién temporal en [0, 1]). Sea B; = By — B;_; para
t € [0,1]. Pruebe que (Bt)icpo,1] ¥ (Bp)tefo,) tienen la misma ley.

Solucién. Ambos son procesos Gaussianos centrados y continuos, de modo
que basta comparar covarianzas. Para s,t € [0, 1],

E[B.Bj] = E[(By — B1-5)(B1 — Bi-4)]
= E|B}| —E[BiBi ] - E[BiB1 ] + E[B1_,B1 /]
11—t -(1-8)+((1=s)A(1—1)
=s+t—1+1—(sVt)=sAt,

que es la covarianza de B. Como ambos son procesos Gaussianos centrados
con la misma covarianza, tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales
y por lo tanto la misma ley sobre C(]0,1],R) (proposicién 13.14). [
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Calculo estocastico
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CAPITULO 14

Martingalas a tiempo conti-
nuo y variacion cuadratica

Sobre esta parte

Los cuatro capitulos que siguen desarrollan el cédlculo estocastico: la
integral de It6, su formula de cambio de variable, las ecuaciones diferen-
ciales estocasticas y el teorema de Girsanov. El destino es la formula de
Black—Scholes, que es la Parte II llevada al limite continuo.

El punto de partida es el hecho ya establecido en el corolario 13.28: las
trayectorias del movimiento Browniano no tienen variacion acotada. En
consecuencia, fg H, dB; no puede definirse trayectoria a trayectoria con
la integral de Lebesgue—Stieltjes. Hay que construirla de otra manera, y
el precio a pagar es que el calculo resultante no obedece la regla de la
cadena ordinaria.

14.1 Martingalas a tiempo continuo

Fijemos un espacio de probabilidad filtrado ((©, . #,P), (%#)¢>0). Supon-
dremos en adelante que la filtracién satisface las condiciones habituales:
es continua por la derecha (F#; = %,+) y % contiene todos los conjuntos
P-nulos de .%.

Definicién 14.1 (Martingala a tiempo continuo). Un proceso (My)i>0 €s
una martingala si

(1) (M) es adaptado;
(11) E[|M¢|] < oo para todo t > 0;
E

(111)

[M;|.Zs] = M c.s. para todos 0 < s < t.

Sub- y supermartingalas se definen reemplazando = por > y <.
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Ejemplo 14.2. Con B un movimiento Browniano y N un proceso de Poisson
de intensidad A, respecto de sus filtraciones naturales:

B, B2—t,  exp (aBt _ %t) Ny —At,  (N;— )2 — Xt
son todas martingalas (ejercicio 13.16, ejercicio 13.17, ejercicio 10.11).

La teoria discreta se transfiere por aproximacion a lo largo de mallas
diddicas. Enunciamos los resultados que usaremos.

Teorema 14.3 (Regularizacion). Sea (My)i>0 una martingala respecto de
una filtracion que satisface las condiciones habituales. Entonces M admite
una modificacion con trayectorias cadlag. En particular, toda martingala
puede suponerse cadlag, y toda martingala continua en probabilidad admite
una modificacion continua.

Teorema 14.4 (Desigualdades de Doob, versién continua). Sea (My)i>0
una martingala cadlag y T > 0.

(a) Para todo \ > 0,

E[|M
B sup a2 2} < L
o<t<T

(b) Para todo p > 1,

p
sup |M, H < — || M .
Hogthr I, < 55 i,

En particular, para p = 2, ]E{suptST Mtz} < 4E[MZ].

Demostracion. Sea D,, = {kT2™" : 0 < k < 2"} la malla diddica de orden
ny D =, Dn, denso en [0,T]. Sobre D,, el proceso es una martingala
discreta, de modo que los teoremas 5.13 y 5.16 dan

E[|Mz|] ’

IP’{ mix | M| > )\} < Tl

. p
3 méix | M| Hp < o Il

teDn

Como méxep, | M| T sup;ep | M|, la convergencia monétona da las des-
igualdades con el supremo sobre D; y por continuidad por la derecha de las
trayectorias, sup;e p | M| = supg<i<p |M¢l. ]
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Teorema 14.5 (Muestreo opcional). Sea (M) una martingala cadldg y
T < p tiempos de parada acotados (digamos p < T). Entonces M., M, € !

Y

Demostracion. Sea 1, = [2"7]27" AT y p, andlogamente: son tiempos de
parada con valores en la malla diddica, 7, L 7, pn L p ¥ T < ppn. Sobre la
malla, el teorema 5.10 da E[M,,, | %;,| = My, es decir [, M, = [, M,
para A € .7, . Como %, C %, , laidentidad vale para A € .#.. Las familias
(M,) y (M,,) son uniformemente integrables —son esperanzas condicionales
de M7, por proposicion 4.6— y convergen c.s. a M; y M, por continuidad

por la derecha; el teorema 4.7 permite pasar al limite. |

Definicién 14.6 (Martingala local). Un proceso adaptado y continuo
(Mi)e>0 con My = 0 es una martingala local si existe una sucesién cre-
ciente de tiempos de parada 7, T oo c.s. tal que, para cada n, el proceso
detenido M™ = (Miar, )¢>0 es una martingala uniformemente integrable. A
tal sucesiéon se le llama sucesion localizante.

Para qué sirven las martingalas locales

Son la clase natural en la que vive la integral de It6. La razon es que para
que fg H, dB; sea una verdadera martingala hace falta E { fg H? ds} < 00,
una condiciéon de integrabilidad que muchas veces no se puede verificar a
priori; en cambio siempre se puede localizar con 7, = inf{t : fg H2ds >
n}. Una martingala local es una martingala “salvo integrabilidad”.

Proposicién 14.7. Una martingala local acotada es una martingala. Mds
generalmente, st M es una martingala local con E[supsﬁ |MS|} < 00 para
todo t, entonces M es una martingala.

Demostracion. Sea (7,) localizante. Para s < t y A € F,, [y Miprr, =
Ja Mspr,. Como [Mipr,| < sup,<; | My € L' y Mypr, — My c.s., el teorema
de convergencia dominada permite pasar al limite. |

Proposicién 14.8 (Una martingala local positiva es supermartingala). S%
M es una martingala local con My > 0 para todo t y E[My] < oo, entonces
M es una supermartingala.
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Demostracion. Por Fatou condicional, para s < t,

E[M,; | Zs| = E[lim inf Myp,, | Fs] < Uminf E[M;a,, | %] = Uminf Mp,, = M.
n n n
[ |

14.2 Variacion cuadratica

Teorema 14.9 (Existencia de la variaciéon cuadratica). Sea (Mi)i>0 una
martingala local continua con My = 0. Eziste un tinico proceso ((M))i>0,
adaptado, continuo, creciente, con (M)y =0, tal que

MZ — (M); es una martingala local continua.

Ademds, para toda sucesién de particiones 0 =t < --- <1y =1 de paso
tendiendo a cero,
on 2 P
Zl(Mty = Mg )" —— (M) (14.1)
1=

Al proceso (M) se le llama variacién cuadratica de M.

El analogo discreto

Es la version continua del ejemplo 2.19: alli vimos que, para
una martingala discreta, M2 — (M), es martingala con (M), =
> k<n E[(My — My_1)?| Fk—_1]. El teorema 14.9 es la descomposicién
de Doob-Meyer de la submartingala M?, y (14.1) dice que la parte
creciente se puede leer directamente de las trayectorias.

Ejemplo 14.10 (El caso Browniano). Si B es un movimiento Browniano,
(B); = t. En efecto, B? —t es una martingala (ejercicio 13.17), el proceso t
es continuo creciente y nulo en 0, y la unicidad concluye. La convergencia
(14.1) es exactamente la proposicion 13.27.

Definicién 14.11 (Covariacién). Para M, N martingalas locales continuas
nulas en 0 definimos, por polarizacion,

(M, N), = §((M + N}, = (M) = (N),).

Es el tnico proceso continuo, adaptado, de variacién acotada, nulo en 0, tal
que MyN; — (M, N); es una martingala local. Ademé&s

Pn

P
Z; (Mt? o Mt?71) (Nt? B Ntll) m <M7 N>t
1=
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14.3. Semimartingalas continuas

Proposicién 14.12 (Propiedades). Sean M, N, L martingalas locales conti-
nuas nulas en 0.

(a) (-,-) es bilineal y simétrica, y (M, M) = (M) > 0.
(

)

b) (Kunita—Watanabe) [(M, N);| < /(M)i/(N):.
(c) ) =0 siy solo si M =0.
(d)
(e)

(M
Si M es ademds de variacion acotada, entonces M = 0.
(

™V = (M)nr para todo tiempo de parada T.

Indicacion de (c) y (d). (c) Si (M) = 0 entonces M? es martingala local con
My = 0y M? > 0; por la proposicién 14.8 es una supermartingala, luego
E[M?] < E[M3] — 0.

(d) Si M tiene variaciéon acotada V; sobre [0,t], entonces como en el
corolario 13.28,

5 0y 0 (it 11

%

por continuidad uniforme, de modo que (M); = 0 y se aplica (c). |

El enunciado (d) es la clave de todo

Una martingala local continua no trivial nunca tiene variacion acotada.
Por eso el movimiento Browniano no la tiene, por eso [ H dB no se puede
definir con Lebesgue—Stieltjes, y por eso hay que construir la integral de
1t6. Reciprocamente, esto hace que la descomposicién de un proceso de
It6 en “parte martingala + parte de variaciéon acotada” sea unica: las
dos clases se intersecan solo en el proceso nulo.

14.3 Semimartingalas continuas

Definicién 14.13 (Semimartingala continua). Un proceso (X;):>o adaptado
y continuo es una semimartingala continua si admite una descomposicién

X, = Xo + M, + Ay, (14.2)

donde M es una martingala local continua con My =0 y A es un proceso
adaptado, continuo, de variacién acotada sobre compactos, con Ay = 0.
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Capitulo 14. Martingalas a tiempo continuo y variaciéon cuadratica

Proposiciéon 14.14 (Unicidad de la descomposicién). La descomposicion
(14.2) es unica (salvo indistinguibilidad).

Demostracion. Si Xog+ M + A= X+ M + ﬁ, entonces M — M = A — A
es a la vez martingala local continua nula en 0 y de variacién acotada; por la
proposicién 14.12(d) es idénticamente nulo. [

Definiciéon 14.15. Para una semimartingala continua X = Xg+ M + A
definimos (X) = (M) y, para otra semimartingala Y = Yo+ N+C, (X,Y) =
(M,N).

Un diccionario para recordar

Variacion acotada Martingala local

Ejemplo tipico A = fg as ds M, = fot hs dBg
Variacién cuadratica 0 fg h2 ds
“Tamaio” de d dt Vdt
Contribucién a It6 f1(X)dA f(X)dM

+3./"(X) d(M)

La tltima fila es la formula de It6: la parte martingala, por tener incre-
mentos de tamano v/ dt, contribuye también en segundo orden.
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CAPITULO 15

La integral de It6

Queremos dar sentido a

t
/ H, dB.,
0

donde H es un proceso aleatorio. La estrategia es la misma que en la
construccion de la integral de Lebesgue: definirla primero para integrandos
elementales, donde no hay nada que discutir, y extenderla por continuidad.
Lo que hace especial al caso estocastico es que la norma respecto de la que se
extiende no es la del supremo, sino una isometria L? —la isometria de Ito—
v que el integrando debe ser predecible, exactamente como en el capitulo 2.

15.1 Procesos elementales

Fijemos un espacio filtrado que satisface las condiciones habituales y un
movimiento Browniano (B;):>0 adaptado, tal que B; — B; es independiente
de % para s < t.

Definicién 15.1 (Proceso elemental). Un proceso H = (Hy)i>0 es elemental
si es de la forma

p—1
Hi(w) = hi(w) 1,4, (1), (15.1)
=0

con 0 =ty <ty <--- <t,y h; una variable aleatoria .%#;,-medible y acotada.

Z,-medible, no .7,

El valor h;, que se usa durante el intervalo (¢;,t;+1], debe conocerse
al comienzo del intervalo. Es exactamente la predecibilidad del defini-
cién 2.16, y es indispensable: si se permitiera h; %, ,-medible, tomando
h; = sgn(By,,, — By;) obtendriamos una “integral” con esperanza positiva
a partir de una martingala.

Definicién 15.2. Para H elemental como en (15.1) definimos
t p—1
(H-B); = /0 HydBs = Y hi (B nt — Bint)- (15.2)
=0
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Capitulo 15. La integral de It6

WMW

h ! h 3
ho _— ha
_— ho — 2 m

Figura 15.1: Un proceso elemental H (abajo) y el Browniano que integra (arriba).
La integral f(f H dB acumula h; (By,,, — By,): cada “posicién” h; se fija al comienzo
de su intervalo y multiplica el incremento que viene después.

Proposiciéon 15.3 (Propiedades para integrandos elementales). Sea H
elemental. Entonces:

(a) ((H - B)t),s, es una martingala continua nula en 0;

(b) (isometria de Ito6)

E[(H - B)}] = E| /Ot H ds|; (15.3)

() <H-B>t:/OtH§ds.

Demostracion. (a) Continuidad y adaptacion son claras. Para la propiedad
de martingala, basta verla en un intervalo: para t; < s <t < t;41, como h;
es F, C Fs-medible y acotada,

E[h;(B; — Bs) | #s] = h; E[By — Bs| %5] = 0.
(b) Escribiendo AZB = BtiJrl/\t — Bti/\ta

E[(H - B)}] = Y E[h}(AB)?| + 2 E[hih; A;BA;B.

1<J
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15.2. Extensién por isometria

Los términos cruzados se anulan: para i < j, el factor hjh;A; B es % j—medible
y A;B es independiente de .7, con media 0, luego

E[hih;AiBA;B] = ElhihjA;B E|A;B|.%.|] =0.
J J J J i

Para los términos diagonales, h? es .#;,-medible y (A;B)? independiente de
Fy, con esperanza t;y1 At —t; At, de modo que

E[(H - B)?] = ZE[hﬂ (tig1 AL —ti At) :E[/Otﬂfds].

(¢) El mismo célculo, aplicado condicionalmente, muestra que (H - B)? —
fg H?2ds es una martingala; la unicidad en el teorema 14.9 concluye. n

15.2 Extension por isometria

Definicién 15.4 (La clase H?). Denotamos por H? el espacio de los procesos
H progresivamente medibles (definicién 9.16) tales que

T
”HH%{?(T) = E[/o H? ds} < oo  paratodoT > 0.

Identificamos procesos que coinciden dt ® dP-c.s..

Lema 15.5 (Densidad de los elementales). Los procesos elementales son
densos en H? para la norma [l22(7y, para cada T > 0.

Esquema. Se procede en tres etapas.

1. Por truncamiento (H () = H1 { H|§n}) y convergencia dominada, basta
aproximar procesos acotados de H?2.

2. Para H progresivo y acotado, los procesos regularizados

t
Ht(n) = n/ H,ds
(t=1/n)*

son adaptados, con trayectorias continuas, acotados por la misma constan-
te, y H™ — H en H?(T) (por el teorema de diferenciacién de Lebesgue
aplicado trayectoria a trayectoria, mas convergencia dominada).
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Capitulo 15. La integral de It6

3. Un proceso continuo y acotado se aproxima por su discretizaciéon
_ 4T
- ZHtil(ti,ti+1}(t)’ t; = o
i

que es elemental y converge por continuidad uniforme sobre [0,7]. N

Teorema 15.6 (La integral de Itd sobre H?). Ewiste una tinica aplicacion
lineal

t
H —s (/O Hsd,Bs)tZO

definida sobre H?, con valores en el espacio de las martingalas continuas nulas
en 0, que extiende a (15.2) y satisface la isometria de Ité (15.3). Ademads,
para todo H € H?:

a) (Jo HdB)
en 0;

t
/HdB :/ H?ds;

(c) mds generalmente, para H, K € H?,

</'HdB,/’KdB> :/tHssts, E[/ HdB/ K dB) /HK ds];
0 0 t 0

(d) (localizacién) para todo tiempo de parada T,

>0 €5 una martingala continua de cuadrado integrable, nula

tAT t
| H.dB, = /0 H1{s<,y dB.

Demostracion. Fijemos T > 0. Por el lema 15.5 existen procesos elemen-
tales H™ con HH(") — HH?—F(T) — 0. Por la isometria (15.3) aplicada a la

diferencia (que es elemental),

E[(/OT qm dB—/OTH(m) dB)Q} = | — =™

de modo que (fo dB) es de Cauchy en L?(Q) y converge. Para obte-
ner convergencia de los procesos usamos la desigualdad maximal de Doob
(teorema 14.4(b) con p = 2) aplicada a la martingala [;(H™ — H(™)dB:

2

)

EE—
H2 (T) n,m—o0

E[igg(/otH(”) dB—/OtH(m) dB)Q} < 4 HH(" H(’n)]

HA(T)
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15.3. Localizacion

Por lo tanto, pasando a una subsucesién, la convergencia es uniforme sobre
[0,T] c.s., y el limite —que llamamos f(f H dB— tiene trayectorias continuas.
La propiedad de martingala pasa al limite porque la convergencia es en L?, y
lo mismo la isometria. La unicidad es clara, pues los elementales son densos
y la isometria fuerza el valor del limite.

(c) se obtiene por polarizacién de (b), y (b) pasando al limite en proposi-
cién 15.3(c). Para (d), basta observar que si H es elemental y 7 toma finitos
valores en la particién, la identidad es evidente término a término; el caso
general se sigue por aproximacién. |

f( [ man,)’) =] [ m2as)

La integral estocéstica convierte la norma L?(dt ® dP) del integrando en
la norma L?(dP) del resultado. Toda la construccién consiste en explotar
esta igualdad: es lo que permite definir el objeto por continuidad, y es la
herramienta de célculo principal cuando hay que estimar momentos.

15.3 Localizacion

La condicién E [ fOT H? ds} < 00 es a veces incomoda de verificar. Se puede
relajar al precio de obtener una martingala local.

Definiciéon 15.7. Sea L%OC(B) el espacio de los procesos progresivamente
medibles H tales que

T
/ HZds < oo c.s. para todo T' > 0.
0

Teorema 15.8. La integral de Ité se extiende de manera tinica a L2 (B),
con wvalores en el espacio de las martingalas locales continuas nulas en 0,
conservando las propiedades (b), (¢) y (d) del teorema 15.6.

Demostracion. Dado H € L2 (B), definamos

loc
t
Tn:inf{tgoz / Hfdszn},
0
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Capitulo 15. La integral de It6

que son tiempos de parada (por continuidad de ¢ — fg H?) con 1, 1 00 c.s..
El proceso H1(,<;, ) pertenece a H?, pues fOT Hfl{sgn} ds < n. Definimos

t t
/ HdB = / Hlp<. ) dBs sobre {t < 7,},
0 0 =

definicién consistente por la propiedad (d) de localizacién. Por construccion
(7n) es una sucesién localizante. |

Martingala local, no martingala

Sobre L (B) la integral es solo una martingala local: en general
E[ngdB} # 0. Un contraejemplo clésico: si 7, = inf{t : B; = a}
con a > 0, el proceso B™ es una martingala local acotada superiormente
por a, pero
E[Br] = a#0=E[B].

Es el mismo fenémeno que el jugador terco del ejemplo 5.8. Para asegurar
que la integral es una martingala verdadera basta E[ fg H? ds} < 00, 0
bien la condicién de Novikov del capitulo 18.

15.4 Integraciéon respecto de semimartingalas

Definicion 15.9. Sea X = Xo + M + A una semimartingala continua y H
progresivo tal que

T T
/H§d<M>S<oo v / \H,| [dAs| <00 c.5., VT > 0.
0 0

Definimos

t t t
/ H,dX, = / H,dMg + / H,dA;
0 0 0

integral de Ito Lebesgue—Stieltjes, trayectoria a trayectoria

La descomposicion estd bien definida gracias a la proposicién 14.14. Vale

</0 HdX>t - /Ot H2 d(X)s,

y la asociatividad: si Y; = [{ H dX, entonces
t t
/ K.dY, = / K.H,dX,.
0 0
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15.5. Procesos de Itd

15.5 Procesos de Ito

Definicién 15.10 (Proceso de It6). Un proceso de Ité (unidimensional) es
un proceso de la forma

t t
X, = X, +/ by ds +/ 0, dB,, (15.4)
0 0

con Xy Zp-medible, b y o progresivos y tales que

T T

/ lbs|ds < o0 'y / o2ds < o0 c.s., VT > 0.

0 0

Escribimos en forma diferencial

dXt = bt dt + oy dBt,

que es notacion para (15.4), no una igualdad entre diferenciales. A b se le
llama deriva (drift) y a o volatilidad o coeficiente de difusion.

Un proceso de Itd es en particular una semimartingala continua, con

t
<X>t = / 0—? ds,
0

y la unicidad de la descomposicién dice que b y o2 estdn determinados
dt ® dP-c.s..

Ejemplo 15.11. Calculemos fg B, dB; directamente desde la definicién,
para ver aparecer el término de It6. Tomemos t; = it/n y escribamos, usando
la identidad a(b — a) = (0> — a®) — 3(b— a)?,

1 n—1 1 n—1 9
Z Bti(BtiJrl - Bti) = 5 Z (BtH_l Bt%) - 5 (Bti+1 - Bti)
i =0 i=0

B} 1T )2

SR ICHET RS

=0

El primer término no depende de n; el segundo converge en L? a %t por la
proposicién 13.27. Por lo tanto

BydBy = —L — = (15.5)
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Capitulo 15. La integral de It6

Aqui esta toda la diferencia

Si f fuese una funciéon diferenciable, el calculo ordinario daria fg fdf =
Lf(t)% — 3£(0)?, sin el término —¢t/2. Ese término extra es exactamente
—%(B)t, y aparece porque la variaciéon cuadratica del Browniano no es
nula.

Noétese también donde se evaliia el integrando: en el extremo izquierdo
By, de cada subintervalo. Si se evaluara en el punto medio se obtendria
%Bf sin correccién —esa es la integral de Stratonovich— pero se perderia
la propiedad de martingala, que es lo que hace 1til a la integral de It6 en
finanzas: el integrando izquierdo es la posicion que el inversor ya tenia
cuando ocurrié el movimiento del precio.

Ejemplo 15.12 (Integral de Wiener como caso particular). Si f € L%(R})
es determinista, entonces f € H? y fg f(s)dBs coincide con la integral de
Wiener (13.2); en particular, por (13.3), es Gaussiana N (0, [5 f(s)? ds). Para
integrandos aleatorios esto deja de ser cierto: fé B, dBs no es Gaussiana,
como muestra (15.5).
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CAPITULO 16

La formula de Ito

La féormula de It6 es la regla de la cadena del calculo estocastico. Dice
que, al componer una funcién suave con una semimartingala, aparece un
término de segundo orden que no existe en el calculo ordinario, y que ese
término estd gobernado por la variacion cuadratica. Es, sin exageracion, la
herramienta mas util de toda la teoria.

16.1 El enunciado

Teorema 16.1 (Férmula de It6, caso unidimensional). Sea X una semimar-
tingala continua y f € C*(R). Entonces (f(Xt)) es una semimartingala
continua y

t>0

FO0) = FO80) + [ PO axe+ g [ ea, | e

para todo t > 0, casi sequramente.

Corolario 16.2 (Caso de un proceso de 1t6). Si dX; = bydt + 0¢dBy y
f € C%(R), entonces

df (X0) = (F/ () b+ 3 f7(X0) o) dt + f/(Xp)ovdBr. (16.2)
En particular, con X =B (b=0, 0 =1),
t t
1B =10+ [ FB B [ B (163)

Corolario 16.3 (Versién con dependencia temporal). Si f € CL3(Ry x R)
y dXy = by dt + o, dBy, entonces

df (£, X2) = (Ouf + b0 Ouf + 307 Oua f) (1, X0) dt + (00 00 f) (¢, Xi) dBy. (16.4)
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Capitulo 16. La férmula de Itd

La regla mnemotécnica

Todo se obtiene desarrollando f en serie de Taylor hasta segundo orden
y aplicando la tabla de multiplicacién

x | dt dB,
A VI
dB, | 0 dt

En efecto,
df (Xy) = f'(X) dXo+3 £ (Xo) (dXy)?, (dX3)? = (b dt4or dBy)* = o? dt,

que es exactamente (16.2). La entrada (dB;)? = dt es la proposicién 13.27;
las otras tres son la afirmacién de que t y B tienen covariacién nula y
que t tiene variacién cuadratica nula.

16.2 Demostracion

Demostracion del teorema 16.1. Paso 0: reducciones. Por localizacién po-
demos suponer que X es acotado, que (X) y la variacién total de A son
acotadas, y que f, f’, f” son acotadas sobre el rango de X (basta detener en
T = Inf{t : [ X¢| + (X) +|A|, > n} y hacer n — 00).

Paso 1: desarrollo de Taylor sobre una particion. Fijemos ¢t > 0 y la
particién ¢ = it/n, i = 0,...,n. Escribimos la suma telescépica

F(X0) — 2 (F(Xer,,) = F(Xm)),
i=0
y aplicamos Taylor con resto de Lagrange a cada sumando: existe &' entre
Xt? y Xt?+1 con
f(Xep )= f(Xep) = [/(Xep) AFXA+5 " (Xen) (AP X)?+5 (" () —f" (X

donde A?X = thnﬂ — th-

Paso 2: el primer término. La suma 3, f'(X»)A X es exactamente la
integral del proceso elemental H = >, f’ (Xt?)]-(tﬂ,tﬂJrl](S) respecto de X.
Como f’(X) es continuo y acotado, H™ — f/(X) puntualmente y de forma
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16.3. Versiones multidimensionales

acotada, de modo que
P t
> (Xm) ATX — /0 (X

por convergencia dominada (para la parte de variacién acotada) y por la
isometria de It6 més convergencia dominada (para la parte martingala).

Paso 3: el seqgundo término. Afirmamos que

Z (X (Arx)? 2 / (X (16.6)

Esto es la versién “con peso” de la convergencia (14.1): la demostracion
estdndar es probarlo primero para f” de la forma 1] (donde se reduce a
(14.1)), extenderlo por linealidad a funciones escalonadas y pasar al limite
uniforme usando la continuidad de f” o X sobre el compacto [0, ¢].

Paso 4: el resto. Como X es continua sobre [0, ¢], es uniformemente conti-
nua, de modo que &, = max; ’f”(f{‘) - f”(thn)’ — 0 c.s. (por continuidad
uniforme de f” sobre el rango compacto de X). Entonces

‘Z FUE = f (X)) (APX )] < &g Z (A7 X)?

y el segundo factor converge en probabilidad a (X); < oco; el producto tiende
a 0 en probabilidad.

Combinando los pasos 1-4 en (16.5) se obtiene (16.1). [

Observacion. La demostracién deja ver por qué hace falta f € C?: el desa-
rrollo de Taylor debe llegar hasta el segundo orden porque >, (A?X)?
tiende a cero. Con una semimartingala de variacién acotada bastarfa C1, y
se recuperaria la regla de la cadena ordinaria.

16.3 Versiones multidimensionales

Teorema 16.4 (Férmula de Ité6 multidimensional). Sean X1,..., X% semi-
martingalas continuas y f € C*(RY). Entonces

£X0) = £(Xo) +Z/ O, f(X,)dX + Z / 0, f(X,) d(X", X7). (16.7)

,Jl
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Capitulo 16. La férmula de Itd

Corolario 16.5 (Regla del producto / integracion por partes). Si X,Y son
semimartingalas continuas,

t t
X.Y; = XoYo +/ X, dY, +/ Y, dX, + (X, Y). (16.8)
0 0
En forma diferencial, d(XY) = X dY +Y dX 4+ d(X,Y).

Demostracion. Aplicar (16.7) a f(z,y) = zy, cuyas derivadas son 01 f = v,
Oof =, D12f = 0u1f =1, 0 f = Doaf = 0. "

El término de correccion

La regla del producto tiene un término extra (X,Y’) respecto de la
féormula clasica d(fg) = fdg+ gdf. Si X oY es de variacién acotada,
ese término se anula y se recupera la férmula usual.

Ejemplo 16.6 (Browniano multidimensional). Si B = (B',...,B%) es un
movimiento Browniano d-dimensional (coordenadas independientes), entonces
(B*,B7); = d;jt y (16.7) se escribe

df (By) = Vf(By) - dBy + 3Af(By) dt,

con A el laplaciano. La apariciéon de %A es el origen de la conexién entre el
movimiento Browniano y la ecuacién del calor.

16.4 Ejemplos de calculo

Ejemplo 16.7 (Reobtencién de (15.5)). Con f(z) = 2y X = B: f'(z) = 2,
f"(z) =2, (B)y = t, de modo que

t 1 t t
Bt?:o+/ QBsdBS+§/ 2ds:2/ B, dB, +1,
0 0 0

es decir [j BsdBs = 3(B? — t), exactamente (15.5). Nétese de paso que esto
reprueba que Bt2 — t es una martingala: es una integral de It6.

Ejemplo 16.8 (La exponencial estocdstica). Sea M una martingala local
continua con My = 0. La exponencial estocdstica de M es

&(M); = exp (Mt - %(M>t). (16.9)
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16.4. Ejemplos de célculo

Aplicando Ité a f(z,v) = e*~%/2 con X = (M, (M)) —o directamente a
f(x) = € tras un cambio—, y usando que (M) es de variacién acotada,

d&(M), = &(M),( dM, — L d(M),) + 5 E(M), d{M), = £(M); dM,.

Es decir, &(M) es la tnica solucién de dZy = Zy dMy, Zy = 1, y en particular
es una martingala local. Con M; = 0By recuperamos el ejercicio 13.17:
exp(oB; — 0%t/2).

Local, no necesariamente verdadera

& (M) es una martingala local positiva, luego una supermartingala (pro-
posicion 14.8) y por tanto E[&(M),] < 1. La igualdad —es decir, que sea
una martingala verdadera— no es automatica. La condicién suficiente
estandar es la de Novikov (teorema 18.2), y es exactamente la hipétesis
que hace funcionar el teorema de Girsanov.

Ejemplo 16.9 (Movimiento Browniano geométrico). Sean p € R, o > 0,
So > 0 y definamos

Se="Soexp ((n—%)t+0By). (16.10)

Aplicando Itd con f(t,z) = Soel=o"/DtHor v X — B: ,f = (u— 02/2)f,
Opf =0f, Opsf = 0%f, de modo que por (16.4)

dS; = (p— % + 50%)Sedt + 08, dB; = Sy dt + 0.5, dB.

Asi, (16.10) es la solucién de

d?st = pdt +odBy, (16.11)
t

que es el modelo de Black—Scholes: el rendimiento relativo del activo tiene una
tendencia determinista p mas un ruido de intensidad o. Notese la correccién
—0?/2 en el exponente: sin ella, E[S;] no serfa Spett.

Ejemplo 16.10 (Proceso de Ornstein—Uhlenbeck). Sea 6,0 > 0y
dXt = —9Xt dt + O'dBt, XO =XT.

Aplicando la regla del producto a e’ X; —el factor e es determinista, luego
de variacién acotada y con covariacién nula con X—,

d(e" X)) = 0" Xy dt + " dX; = e o dBy,
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Capitulo 16. La férmula de Itd

y por lo tanto

t
X;=ze % 4o / e =) 4B,. (16.12)
0

El integrando es determinista, de modo que X; es Gaussiana con

2

t
E[X;] = ze™?, Var(X;) = 02/ o~ 20(t=5) 7o — %(1 — e 200,
0

!
Cuando t — 00, X; — N'(0,02/(26)): el proceso es recurrente y tiene una

distribucién estacionaria, a diferencia del Browniano.

16.5 La caracterizacion de Lévy

Cerramos el capitulo con un teorema notable: el movimiento Browniano
queda caracterizado por ser una martingala continua con (B); = t. Es la
llave que hace funcionar el teorema de Girsanov.

Teorema 16.11 (Caracterizacion de Lévy). Sea (M)i>0 una martingala
local continua con My =0 y (M); =t para todo t > 0. Entonces M es un
movimiento Browniano.

Demostracion. Fijemos £ € R y apliquemos la férmula de It6 a f(t,x) =

exp (i§x+ %t) —separando parte real e imaginaria si se quiere evitar funciones
complejas— con X = M:

2 .
hf=5%Ff  Ouf=ilf,  Owf=-EF,
de modo que, usando d(M); = dt,

d(eithJr%t) _ (% _ %)eith—&—%t dt + i€ eith+§tht i eifMt—i-%tht.

El proceso Zf = EMiHE/2 o5 entonces una martingala local; como estéa
acotado sobre cada [0,7] en médulo por ST/ 2 la proposicién 14.7 dice que
es una martingala verdadera. Por lo tanto, para s <ty A € Z,

B[14 €M+ 5] = B[1, €Mt 5],

es decir ,
E[1 4 e€(M=M)] = p(4) e~ F (=9,
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16.5. La caracterizacién de Lévy

Tomando A = Q vemos que My — My ~ N(0,t — s); y la identidad general
dice que My — Mj es independiente de % (su funcién caracteristica condicio-
nal es determinista). Por la proposicién 13.6(iii), M es un pre-movimiento
Browniano; siendo continuo, es un movimiento Browniano. |

Por qué es sorprendente

No se pide nada sobre las distribuciones de M : solo que sea una martingala
continua cuya variacién cuadratica sea exactamente t. De ahi sale la
normalidad de los incrementos, su independencia y su estacionariedad.
En el capitulo 18 usaremos esto asi: tras cambiar de medida, el proceso
B, — fg s ds sigue siendo una martingala continua con la misma variacion
cuadratica, luego es un movimiento Browniano bajo la nueva medida.
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CAPITULO 17

Ecuaciones diferenciales esto-
casticas

Una ecuacién diferencial estocastica (EDE) describe la evolucién de un
sistema sometido a una fuerza determinista y a un ruido. Su solucién es
un proceso de Markov —una difusion— cuyo generador es un operador
diferencial de segundo orden; esa correspondencia entre procesos y ecuaciones
en derivadas parciales es una de las razones por las que el calculo estocastico
es tan util fuera de la probabilidad.

17.1 Existencia y unicidad

Definicién 17.1 (Solucion fuerte). Sean b,o : Ry x R — R medibles. Dado
un movimiento Browniano (B;) sobre un espacio filtrado y una condicién
inicial 7 Zp-medible, una solucion fuerte de la EDE

dXt = b(t,Xt) dt-i-U(t,Xt) dBt, X() =1, (].7].)

es un proceso continuo y adaptado (X;) tal que, para todo ¢t > 0,

t t
Xt :77+/ b(s, Xs) d8+/ o(s,Xs)dBs c.s.,
0 0

con ambas integrales bien definidas.

Teorema 17.2 (Existencia y unicidad bajo condiciones de Lipschitz). Su-
pongamos que existe K > 0 tal que, para todost > 0 y x,y € R,

[b(t, ) = b(t, y)| + |o(t, x) — o(t,y)

| K |z —vyl, (17.2)
b(t, )| + [o(t, )]

K (1+|z)). (17.3)

VANVAN

Sea n Fo-medible con E[n?] < co. Entonces (17.1) tiene una tinica solucion
fuerte (salvo indistinguibilidad), y para todo T > 0

]E[ sup Xﬂ < o0. (17.4)
0<t<T
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17.1. Existencia y unicidad

Demostracion. La demostracion es una iteracién de Picard, con la isometria
de It6 reemplazando a la estimacion trivial de la integral ordinaria. Fijemos
T > 0 y trabajemos en el espacio

— : . 2 . 2
Sr = {X continuo, adaptado : || X|[s, = E{:;IT) Xt} < oo},

que es completo. Definamos X{ = n y
t t
Xp+t = n+/ b(s,X?)ds+/ o(s, X!')dBs.
0 0

Estimacion bdsica. Para dos procesos X,Y € Spy t < T, usando (u +
v)? < 2u? + 202,

Elsup (X0~ O] < 28 ([ 006, o2 )|

r<t r<t

+ 2E[ sup (/Or (o(s, Xs) — 0(s,Y5)) st)ﬁ,

r<t

donde XMW, Y™ denotan los resultados de una iteracién. Para el primer
término, Cauchy—Schwarz y (17.2) dan

Para el segundo, la desigualdad maximal de Doob (teorema 14.4(b) con
p = 2) y la isometria de 1t6 (15.3) dan

B sup (/OT(U(S,XS) _a(s,Ys))st)Q} < 41[«:[/; K*(X, = Y,) ds].

r<t

Combinando, con C' = 2K?(T + 4),

E[sup (xM — Y}U)ﬂ < C/Ot E[sup(xu - Yu)2] ds.  (17.5)

r
r<t u<s

Convergencia. Aplicando (17.5) iteradamente a g, (t) = E {suprgt(Xﬁ“ - Xﬁ)ﬂ
se obtiene (o
0ult) < ao(0)

de modo que 3, || X" — X" < oo (la serie 3, /(CT)" /n! converge).
Por lo tanto (X™) es de Cauchy en Sy y converge a un limite X, continuo y

)
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Capitulo 17. Ecuaciones diferenciales estocasticas

adaptado; pasando al limite en la recursion —licito por (17.5)— resulta que
X resuelve (17.1). La condicién de crecimiento (17.3) garantiza go(T') < oo
y, por el mismo tipo de estimacién més el lema de Gronwall, (17.4).

Unicidad. Si X e Y son dos soluciones, (17.5) con X)) = X, y() =y
da

h(t) = E[sup(X, - ¥,)?] < C /0 "h(s) ds,

r<t

y como h es acotada sobre [0, 7], el lema de Gronwall da h = 0. |

Donde interviene lo estocastico

La demostracion es la de Picard—Lindelof, con una sola sustitucién: la
estimacién | [j 0 dB| < [J]o| —que serfa falsa— se reemplaza por la
isometria de It6 combinada con Doob. La condiciéon de Lipschitz aparece
exactamente en el mismo lugar que en el caso determinista.

17.2 Ejemplos

Ejemplo 17.3 (Movimiento Browniano geométrico). Con b(t,x) = ux y
o(t,z) = ox, ambos Lipschitz en x, la solucién de dS; = uS; dt + oSy dB,
So=8>0,es

S; = sexp ((u - %2)t+03t)7

como se verificd en el ejemplo 16.9. En particular S; > 0 para todo t: el
precio nunca se vuelve negativo, que es la razén principal para usar este
modelo.

Ejemplo 17.4 (Ornstein-Uhlenbeck / Vasicek). dX; = 6(p— X¢) dt + o dB;
tiene solucién explicita

t

Xi=fit (=@ +o [ 0B,

0
obtenida como en el ejemplo 16.10 multiplicando por e’*. Es un proceso
Gaussiano con reversion a la media [i, usado para modelar tasas de interés.
Ejemplo 17.5 (Puente Browniano). Fijemos zg,z; € R. La EDE

- X,
dX, = “—tdt+dB,  te[n1),  Xo=u,
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17.3. Difusiones, generador y Feynman—Kac

tiene por solucién

t 4B,
Xt::z;o(l—t)—i—xlt—i—(l—t)/ ,
o 1—s

y Xy — x1 c.s. cuando t T 1: es el puente Browniano de xy a x1. Notese que
el coeficiente de deriva explota en ¢t = 1, de modo que el teorema 17.2 solo
garantiza existencia y unicidad sobre [0,7] con T" < 1.

Browniano geométrico Ornstein—Uhlenbeck

Figura 17.1: Dos difusiones simuladas. A la izquierda, tres trayectorias de un
movimiento Browniano geométrico: permanecen positivas y crecen en media expo-
nencialmente. A la derecha, dos trayectorias de un proceso de Ornstein—Uhlenbeck
que arrancan lejos del nivel i y revierten rdpidamente a él, oscilando después alre-
dedor de su distribucién estacionaria N (i1, 02/(26)).

17.3 Difusiones, generador y Feynman—Kac

Supongamos que by o no dependen de t (caso homogéneo) y satisfacen
las hipotesis del teorema 17.2. Denotamos por X? la solucién con Xg =z, y
por P, su ley.

Teorema 17.6 (Propiedad de Markov). La familia (X*).cr es un proceso
de Markov: para toda F : Cr — R medible acotada y todo s > 0,

E.[Fobs| Zs] =o(Xs),  o(y) =E,[F].

Idea. La unicidad de la soluciéon implica que, a partir del instante s, el
proceso (Xsyy)u>0 resuelve la misma EDE con condicién inicial X, y con el

Browniano B&S) = Bs1y — Bs, que es independiente de .%#;. La propiedad de
sustitucién para la esperanza condicional concluye. |
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Capitulo 17. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Definicién 17.7 (Generador infinitesimal). El generador de la difusién es
el operador diferencial

(Lf)(@) = b(z) f'(2) + 50(2)* f'(z),  fe€C*R). (17.6)
Con esta notacién la férmula de 1t6 (16.2) se lee

F00) = £ + [N ds+ [ F(Xge(X)an,  ar)

martingala local

es decir: f(Xy)— fg Lf(Xs)ds es una martingala local. Esta es la formulacion
del problema de martingalas de Stroock—Varadhan, y es la manera moderna
de definir una difusién sin pasar por la EDE.

Teorema 17.8 (Férmula de Dynkin). Sea f € C? con f y Lf acotadas, y T
un tiempo de parada con E[r] < oco. Entonces

EL[/(X)] = f(a) + x| [ (££)(X.)ds]

Demostracion. Tomar esperanzas en (17.7) evaluada en ¢ A 7 (la integral
estocéstica detenida es una martingala verdadera, pues su integrando es
acotado) y pasar al limite ¢ — oo por convergencia dominada. |

Teorema 17.9 (Férmula de Feynman-Kac). Sean b, como arriba, r > 0
constante, y g : R — R continua con crecimiento a lo sumo polinomial.
Supongamos que u € CH2([0,T] x R) resuelve el problema

Ju(t,x) + (Lu)(t,x) —ru(t,z) =0, (t,z)€[0,T) xR, 17.8)
U(T,.ﬁlﬁ) = g(x), x eR, .
con Oyu de crecimiento polinomial. Entonces
u(t,x) = E[e*’"(T*t) g(X7) ‘ X = x} (17.9)
Demostracion. Fijemos (t,z) y consideremos la difusién X con X; = z.

Apliquemos la férmula de 1t6 (16.4) al proceso
Y, = e 6 (s, X)), set,T).
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17.3. Difusiones, generador y Feynman—Kac

La regla del producto (corolario 16.5, con el factor determinista e " de
covariacién nula) da

dY, = e 7571 ( —ru+ Osu+boyu + %028mu) (s, Xs)ds +e 770 (0 Opu) (s, Xs) dBs

— e T(s=1) (asu + Lu — ru) (s, Xs)ds + e T(s—1) (0 Oyu) (s, Xs) dBs.

=0 por (17.8)

Por lo tanto Y es una martingala local sobre [t, T; las hipétesis de crecimiento
polinomial y la estimacién (17.4) garantizan que el integrando estd en H?2,
de modo que Y es una martingala verdadera. Igualando esperanzas en s =t
ys=T,

u(t,z) =Y; = E[Yy] = Ble "I Dy(T, X7)] = Ble T Vg(X7)]. W

El puente entre EDPs y probabilidad

Feynman—Kac dice que resolver la EDP parabdlica (17.8) equivale a
calcular una esperanza a lo largo de las trayectorias de una difusién. Se
lee en ambas direcciones:

» Probabilidad — EDP: se puede calcular E[g(X7)] resolviendo numéri-
camente una EDP;

s EDP — probabilidad: se puede resolver una EDP simulando trayecto-
rias (método de Monte Carlo).

En el capitulo 18 veremos que el precio de una opcién europea es exacta-
mente una expresion de la forma (17.9), y que la EDP (17.8) correspon-
diente es la ecuacién de Black—Scholes.

Ejemplo 17.10 (Caso b = 0, 0 = 1, »r = 0). El generador es L = %811
y (17.8) se convierte en la ecuacién del calor retrégrada dyu + 10,,u = 0,
u(T,-) = g. La férmula (17.9) da
e—(y—2)?/(2(T-1))

2n(T —t)

u(t,2) = Blg(a + Br-o] = [ o) dy.

que es exactamente la solucién clasica por convolucion con el nicleo del calor.
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CAPITULO 18

Girsanov, representaciéon de mar-
tingalas y Black—Scholes

Cerramos el curso donde empezo6 la Parte 11, pero en tiempo continuo.
El teorema de Girsanov construye la probabilidad martingala equivalente; el
teorema de representacién de martingalas da la cobertura; y juntos producen
la férmula de Black—Scholes. El paralelo con la Parte II es exacto, y lo
haremos explicito al final.

18.1 El teorema de Girsanov

Teorema 18.1 (Girsanov). Sea (Bt)o<t<T un movimiento Browniano sobre
(Q,.7,(Z:),P) y (6:)o<t<T un proceso progresivo con fOT 02ds < oo c.s..
Definamos

Zt—exp(—/OtHSst—;/Oté?gds) :g(—/o'adB)t. (18.1)

Si (Zy)o<t<T es una martingala verdadera —en particular si se cumple la
condicion de Novikov del teorema 18.2—, entonces E[Zr] =1 y la férmula

dQ
dP

= Zr (18.2)

Fr
define una probabilidad Q equivalente a P sobre Fr, bajo la cual el proceso
~ t
B, = B +/ 0sds, 0<t<T, (18.3)
0
es un movimiento Browniano.

Demostracion. Que QQ es una probabilidad equivalente es claro: Zp > 0y
E[Zr] =1 por ser Z martingala con Z, = 1.

Para ver que B es un Q-movimiento Browniano usamos la caracterizacion
de Lévy (teorema 16.11): basta probar que B es una Q-martingala local
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18.1. El teorema de Girsanov

continua con <§>t = t. La variacién cuadratica es inmediata, pues B — B =
Jo 0 ds es de variacién acotada y (B); = t.

Para la propiedad de martingala usamos el criterio siguiente, elemental
pero central:

Y es Q-martingala <= Y Z es P-martingala. (18.4)

(En efecto, EqlY;| Zs] = Z7'E[Y;Z;| Z] por la formula de Bayes para
esperanzas condicionales.) Calculemos entonces d(B;Z;) con la regla del
producto (corolario 16.5). Por el ejemplo 16.8,

dZ, = — 7,0, dB,,

y dB, = dB; + 0, dt, de modo que d(B, Z); = d(B, Z); = —Z;0, dt. Por lo
tanto

d(BZ;) = By dZy + ZydBy + d(B, Z);
= —ByZ:0; dB; + Z; dBy + Z:0y dt — Z:0; dt
= Z(1 — B,6;) dB,

que no tiene parte de deriva: BZ es una P-martingala local y, por (18.4), B
es una (Q-martingala local. La teorema 16.11 concluye. |

Teorema 18.2 (Condicién de Novikov). Si

E{exp (% /0T0§ ds)} < 00,

entonces (Zt)o<t<r definido por (18.1) es una martingala uniformemente
integrable sobre [0,T1].

Qué hace y qué no hace Girsanov

Girsanov cambia la deriva sin tocar la volatilidad. Bajo P, el proceso
B no tiene deriva; bajo Q, el que no tiene deriva es B=B+ J8ds, de
modo que “bajo Q, el proceso B tiene deriva — [ 0 ds”. Lo que no puede
hacer es cambiar la variacion cuadratica: dos medidas equivalentes ven
la misma (-), porque esta se lee de las trayectorias (14.1) y las medidas
equivalentes tienen los mismos conjuntos nulos. Por eso, en el modelo
de Black—Scholes, la volatilidad o es observable y el rendimiento p no
aparece en el precio de la opcion.
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18.2 Representacion de martingalas

Teorema 18.3 (Representaciéon de martingalas brownianas). Sea (Bp)o<i<T
un movimiento Browniano y F; = 0(Bs : s < t) su filtracion natural comple-
tada. Entonces toda martingala (My)o<i<T respecto de (F) con E[M%] < 00
se escribe de manera unica como

t
M, = M, +/ Hy,dB,, 0<t<T, (18.5)
0

para algin H € H?. En particular, toda martingala respecto de la filtracion
browniana es continua.

Esquema. Sea T = {fOT HdB: H € H?}, que por la isometria de Itd es un
subespacio cerrado de L?(Q, %7, P). Hay que ver que Z & R = L?(Q, Z1,P),
es decir que el ortogonal de Z dentro de las variables centradas es nulo.

El paso clave es que las exponenciales

g(/o de)T = exp (/OT f(s)dBs—3 /OT f(s)? ds), f € L*([0,T]) determinista,

pertenecen a Z & R —por el ejemplo 16.8, d& = & fdB— y generan un
subconjunto total de L%(Q2, %7, P): si = es ortogonal a todas ellas, tomando

f =21, 1, se deduce que E {E e225 % (B Btil)] = 0 para todos \j,

y por analiticidad/inversién de Fourier E[= | By,,..., B, ] = 0; como los
cilindros generan ., = =

Dada entonces M, se escribe M7y = My + fOT H dB y se toman esperanzas
condicionales: My = E[Mr | %] = My + [3 H dB, pues la integral de Ito es
una martingala. La unicidad se sigue de la isometria: si fOT (H—K)dB=0
entonces E[fOT(H — K)? ds} = 0. |

El mismo teorema que en la Parte 11

Comparese con la proposicién 7.19: en un mercado completo a tiempo
discreto, toda Q-martingala se escribe como X,, = Xo + (I'- M), . Aqui,
toda martingala browniana se escribe como M; = My + fg HdB. En
ambos casos, el resultado es eractamente lo que se necesita para cubrir
un derivado: el integrando H es la estrategia.
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18.3 El modelo de Black—Scholes

Definicién 18.4 (El mercado de Black—Scholes). Sobre (Q, #, (Z%:)o<i<T, P)
con B un movimiento Browniano y .%; su filtracién natural, el mercado consta
de:

» un activo sin riesgo (el numerario) de precio
BY = ¢, es decir  dBY = r BY dt,
con r > 0 la tasa de interés instantanea;
= un activo riesgoso de precio S dado por
dS; = uSy dt + oSy dBy, Sg=s5>0, (18.6)
con i € Ry o > 0 constantes.

Una estrategia es un par de procesos progresivos I'y = (ay, 5;) —unidades
del numerario y del activo riesgoso— cuyo valor es

Vi = au B + BiSt,
y que es autofinanciada si
dV; = a; dBY + B; dS;. (18.7)

Esta es la traduccién exacta de la definicion 6.4: comparando con la proposi-
cién 6.5, V; = Vo + [y T'sdM, con M = (B°, S).

Definicién 18.5 (Precios descontados). Escribimos S, = e TtS, y V, =
e—rtw‘

Lema 18.6. I' es autofinanciada si y solo si
~ ~ ~ t ~
dVy = B dSy, es decir Vi=W +/ By dSy. (18.8)
0

Demostracién. Por la regla del producto con el factor determinista e="* —

que es de variacion acotada, luego con covariacién nula con V— se tiene dV, =
e "t (dV; — rV; dt). Sustituyendo (18.7), dBY = rBY dt y V; = cu BY + 3¢ S¢:

AV, = e~ " (dV; — 7V dt)
=e "t (atrB,? dt + B¢ dS; — ratB,? dt — rB:S; dt)
= Bre " (dSy — rS;dt) = By dS,

donde la tltima igualdad es la regla del producto aplicada a Sy = e "5, El
reciproco es el mismo calculo al revés. |
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La probabilidad de riesgo neutro

De (18.6) y la regla del producto,

dgt = (;L — ’I”)gt dt + O'gt dBt = O'§t<dBt + u;r dt) (189)

| —
=dB;

Aparece naturalmente el precio de mercado del riesgo

g=H""
g

(constante), (18.10)

y la condicién de Novikov se cumple trivialmente por ser 8 constante. Por el
teorema 18.1, con

dQ

= Zr, (18.11)
dP |,

ZT:eXp(—GBT—%T)

el proceso B; = By + 6t es un Q-movimiento Browniano y (18.9) se convierte
en

dS; = 05, dB;, es decir S, = szf(aé)t = sexp (oét—";t). (18.12)

Teorema 18.7 (Ausencia de arbitraje y completitud). En el modelo de
Black-Scholes:

(a) Q definida por (18.11) es la inica probabilidad equivalente a P bajo la
cual S es una martingala;

(b) el mercado es libre de arbitraje y completo: todo contrato F € L*(Q), #r,Q)
admite una cobertura;

(c) el precio del contrato F en el instante t es

m(F) = Egle "T-YF | %] (18.13)

Demostracion. (a) Por (18.12), S es bajo Q una exponencial estocéstica, luego
una martingala local; por la condicién de Novikov (o porque E[gtz] < 00) es
una martingala verdadera. La unicidad se sigue de que cualquier otra medida
equivalente Q' debe hacer de S una martingala; por (18.9) eso obliga a que

la deriva de S bajo Q' se anule, lo que determina 6 y, por el teorema 18.3
aplicado a la densidad dQ'/ dP, determina Q' = Q.
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(b) Sea F € L?(Q, #1,Q) y definamos la Q-martingala
V, = Egle "TF | 7).

Como B es un Q-movimiento Browniano que genera la misma filtracién, el
teorema 18.3 da H € H? con

~ ~ t ~
Vi=Vo+ / H,dB,.
0
Poniendo
_ He
O'Svt ’
se tiene [3; d§t = Btagt dét = H; dét = df/t, de modo que por el lema 18.6 la

estrategia («, 3) es autofinanciada, y su valor descontado en T es Ve =e"TF ,
es decir Vi = F': es una cobertura.

B ar = Vi — B;S;, (18.14)

(c) Si T cubre a F, entonces V' es una Q-martingala por (18.8), luego
eVE = VI =Bg|[Vf | 7] = Bole T F| 7,

que es (18.13). Que ese sea el nico precio justo se argumenta igual que en
la proposicién 7.10. En particular no hay arbitraje, pues el valor descon-
tado de toda estrategia autofinanciada es una Q-martingala y se repite la
demostraciéon del teorema 6.13. |

18.4 La férmula de Black—Scholes

Teorema 18.8 (Ecuacién y féormula de Black-Scholes). Sea F' = g(St) con
g continua de crecimiento polinomial. Entonces el precio ent es mp = u(t, St),
donde u € CH2([0,T) x (0,00)) resuelve la ecuacién de Black—Scholes

{Gtu +rxd.u+ %02x2 Ozt —rTu=0, (t,z)€[0,T) x (0,00), (18.15)
uw(T,z) = g(x), x> 0.
Para la call europea g(z) = (x — K)™* la solucién es

u(t,z) =2 ®(dy) — Ke " T d(d) (18.16)
donde ® es la funcion de distribucion de N'(0,1) y

i, — log(z/K) + (r:t";)(T—t). (18.17)

ovl —t
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Capitulo 18. Girsanov, representacién de martingalas y Black—Scholes

La cobertura correspondiente es [ = Oyu(t,S:) = ®(dy) (el delta de la
opcion).

Demostracién. La EDP. Bajo Q, por (18.12),
dS; = Sy dt + oSy dB, (18.18)
de modo que S es una difusién con generador
(Lf)(x) = ra f'(z) + g0 " (x).

La féormula (18.13) dice m = Eg {e‘T(T_t)g(ST) ’ ﬁt}, que por la propiedad
de Markov de S (teorema 17.6) es una funcién u(t,S;). El teorema 17.9,
aplicado bajo Q con este generador y esta tasa r, dice que u resuelve (17.8),
que es exactamente (18.15).

La férmula. De (18.18), bajo Q,
St = S;exp ((r - "72)(T —t)+ U(BT — ét)),

y By — By ~ N(0,T — t) es independiente de .%;. Escribiendo 7 = T — ¢,
xr=51yG~N(01),

u(t,z) =€ "7 E{(x (1= DT HoVTG _ K)—T

El integrando es positivo exactamente cuando

log(K/2) — (r — 0%/2)7 _
G

g e/ DTHoVTG S I s g > —d_.

Separando los dos sumandos,

00 —y?/2 o o—Y?/2
u(t,x) = e_”xe(r_"Q/z)T/ VY e d —e_TTK/ dy.
(t.) —d_ V2T Y —d_ V2T Y

El segundo término es Ke™""®(d_) por simetria de la normal. Para el primero,
2
completando el cuadrado, /7y — % = % — M, de modo que
6_y2/2 d e} 6—(y—aﬁ)2/2
Vo v= —d_ ous
usando d4 = d_+0+/T, que se comprueba directamente en (18.17). Reuniendo
términos se obtiene (18.16).

o
e*GQT/Q/d eTVTY dy = ®(d_+o/T) = ®(ds),

162



18.5. Del modelo binomial a Black—Scholes

El delta. Por (18.14) y V; = e~"u(t, St), aplicando Tt6 a e~"*u(t, S;) bajo
Q y comparando el coeficiente de dBjy,
—rt Ht
H;=¢ O'St &Eu(t, St) — 615 = — = &Eu(t, St)

O'St

Derivando (18.16) (los términos en @ se cancelan) se obtiene dyu = ®(d4).
|

—T—-t=2

Figura 18.1: La férmula de Black—Scholes (18.16) para una call con K = 100,
r=5%, 0 = 25% y dos vencimientos. El precio domina siempre al pago (z — K)*
—Ila diferencia es el valor temporal— y converge a él cuando T'—t | 0. La pendiente
de cada curva es el delta ®(d, ), la cantidad de acciones que hay que mantener en
cartera.

Observacion 18.9 (p no aparece). La férmula (18.16) no depende de p, el
rendimiento esperado del activo. Esto es consecuencia directa de Girsanov:
el cambio de medida absorbe p en el precio de mercado del riesgo 6 y
lo reemplaza por r. Dos inversores que discrepen completamente sobre el
rendimiento futuro del activo —pero coincidan sobre su volatilidad— deben
coincidir en el precio de la opcién, so pena de arbitraje.

18.5 Del modelo binomial a Black—Scholes

Cerramos con el puente explicito entre la Parte II y la Parte IV.

Teorema 18.10 (Convergencia de Cox—Ross—Rubinstein). Fijemos T > 0,
r >0, 0 >0y, para cada n, consideremos el modelo binomial de n periodos
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Capitulo 18. Girsanov, representacién de martingalas y Black—Scholes

de longitud h = T'/n con

by =" 14a,=e V" tasa por periodo r, = rh,

e — (1+ay)
(1 + bn) - (1 + an)
CRR (proposicion 7.20, ajustado por el descuento) de la call de strike K
converge, cuando n — oo, al precio de Black—Scholes (18.16) con t = 0.

y probabilidad de riesgo neutro g, = . Entonces el precio

Idea. Bajo Qy, log(St/s) = > p_; Yr donde los Yj son i.i.d. con valores
+0+v/h. Desarrollando,

67‘h _ 6—0\/E 1 \/E( 0.2

"= e =3 2 T g) T O

de donde

Eg[Vi] = (r = 5 )h+O(h*?),  Varg(¥y) = 0*h + O(h?).

Por el teorema central del limite (versién de Lindeberg para arreglos trian-
gulares),

logﬁ AN N((T‘—%Q)T, aQT),
s

que es exactamente la ley de log(St/s) bajo la medida de riesgo neutro de
Black-Scholes, por (18.18). Como la funcién z + (z — K)* es continua y los
momentos estan uniformemente acotados, las esperanzas convergen. |
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18.5. Del modelo binomial a Black—Scholes

El diccionario completo

Tiempo discreto (Par- Tiempo continuo
te II) (Parte IV)
Ruido +1 con probabilidad ¢ dBy
Precios Sn = Sn_1(1+ pn) dS; = uSy dt + 0S; dBy
Estrategia T',, predecible T'; progresivo
Valor VE+(T- M), Vo + [y Ts dM,
Cambio de medida q = ;=% (ejemplo 6.14)  Girsanov, § = £==
1.°" teo. fundamental teorema 6.15 teorema 18.7(a)
Representacion proposicién 7.19 teorema 18.3
Completitud teorema 7.16 teorema 18.7(b)
Precio Eg[F | %] Eg[e "™~ F | #]
Férmula cerrada CRR (proposicién 7.20)  Black—Scholes (18.16)

La columna de la derecha no es una teoria nueva: es la de la izquierda,
escrita con la integral de It6 en lugar de la transformada de martingalas.
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APENDICE A

Resultados de teoria de la me-

dida

Reunimos aqui, sin demostracién, los resultados de teoria de la medida
que se usan a lo largo del texto. Las demostraciones estan en cualquier curso
estandar; véase por ejemplo Durrett [2], apéndice A, o Billingsley [1].

A.1 Clases de conjuntos y unicidad de medidas
Definiciéon A.1. Sea F un conjuntoy C C P(E).

= C es un w-sistema si es estable por intersecciones finitas: A, B € C —
ANnBeC.

» M C P(E) es un \-sistema (o clase mondtona) si

(1) EeM,
(1) si A,Be My AC B, entonces B\ A € M;
(111) si (Ajp) es creciente con A, € M, entonces J,, A, € M.

Teorema A.2 (Dynkin, 7-\). SiC es un mw-sistema y M un \-sistema con
C C M, entonces o(C) C M. En particular, si M es un \-sistema que
contiene a un m-sistema generador de %, entonces M D F.

Corolario A.3 (Unicidad de medidas). Sean p,v dos probabilidades sobre
(E,7) yC C F un w-sistema con o(C) = F. Si p = v sobre C, entonces
w=v sobre F.

Corolario A.4 (Criterios de independencia). (a) Sean {X;}icr variables
aleatorias y ¢ una o-dlgebra. Para probar que o(X; :i € I) y 4 son
independientes basta ver que (X;,,...,X;,) es independiente de 4 para
toda eleccion finita de indices. En efecto, los sucesos que dependen de
finitas X; forman un w-sistema que genera o(X; :i € I).
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Apéndice A. Resultados de teoria de la medida

(b) Sean {X;}icr variables aleatorias, Z acotada e iy € I. Para ver que
E[Z | X; :i € I) =E[Z]| X, basta probar BE[Z | X, ..., X;,] = E[Z | X))
para toda eleccion finita.

Teorema A.5 (Clase mondtona funcional). Sea C un mw-sistema sobre E y
H un espacio vectorial de funciones acotadas E — R tal que

(1) 14 € H para todo A€C, yleH;

(1) si(fn) C H es creciente, no negativa, y f = lim, f, es acotada, entonces

feH.

Entonces H contiene a todas las funciones acotadas o(C)-medibles.

A.2 Integracion

Teorema A.6 (Convergencia monétona). St 0 < f, T f puntualmente,
entonces [ fndut [ fdu.

Teorema A.7 (Lema de Fatou). Si f,, > 0, entonces [liminf, f,du <
liminf,, [ f, du.

Teorema A.8 (Convergencia dominada). Si f, = f c.s. y |fu] < g con
Jgdp < oo, entonces [ fndu — [ fduy [|fn— fldu— 0.

Teorema A.9 (Tonelli y Fubini). Sean (E1, %1, 1) y (B2, 2, pi2) espacios
o-finitos. Si f > 0 es F1®.Fo-medible (Tonelli), o bien f es 1 @ pe-integrable
(Fubini), entonces

/fd (11 ®p2) / /f (z,y m(dy))m(dx / /f (z,y ul(dw))ua(dy)
Teorema A.10 (Desigualdad de Markov). Si f > 0 y t > 0, entonces
p{f =t} <1 [ fdp.

Teorema A.11 (Holder y Minkowski). Sean p,q € (1,00) con 1/p+1/q=1.
Entonces

Ifglly < MIf1lp gllg, IF +gll, < 1FI, + llgll, -
La desigualdad integral de Minkowski afirma que
| [remmn)|, < [15Cg n2ldy).

Teorema A.12 (Continuidad absoluta de la integral). Si f € L*(u) ye > 0,
existe 6 > 0 tal que p(A) < 0 implica [, |f|dp <e.
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A.3. Radon—Nikodym

A.3 Radon—Nikodym

Definicién A.13. Decimos que v es absolutamente continua respecto de p,
v < p, si p(A) = 0 implica v(A) = 0. Si ademés p < v decimos que son
equivalentes, b ~ v.

Teorema A.14 (Radon-Nikodym). Sean u y v medidas o-finitas sobre
(E,.Z) con v < p. Entonces existe una funcion % -medible f > 0, inica
w-c. s., tal que

v(A) = / fdu para todo A € 7.
A
. dv . .
Se escribe f = 1. Y se llama derivada de Radon—Nikodym.
i

Este teorema es el que da existencia a la esperanza condicional (teore-
ma 1.5) y el que permite cambiar de medida en el teorema de Girsanov
(teorema 18.1).

A.4 Convergencia y funciones caracteristicas

. . P . .
Teorema A.15 (Subsucesiones). Si X,, — X, existe una subsucesion
(Xp,) con Xy, = X.

Teorema A.16 (Borel-Cantelli). Si)", P(A,) < oo, entonces P{limsup,, A, } =
0. Si ademds los Ay, son independientes y Y., P(A,) = 0o, entonces P{limsup,, 4,,} =
1.

Definicion A.17. La funcion caracteristica de una variable X con valores
en RF es

ox(t) :E[ei<t’x>] , t e RF.

Teorema A.18 (Unicidad e independencia). px determina la ley de X.
Ademds, las componentes X1, ..., X son independientes si y solo si

SD(Xl,..‘,Xk)(tl, oatk) =ex () ex, (k) para todo t € R,

Teorema A.19 (Lévy). X, Y X s y solo si px, (t) = @x(t) para todo

t. Si px, — Y puntualmente con v continua en 0, entonces ¢ es la funcion

. . !
caracteristica de alguna variable X y X, —— X.
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Apéndice A. Resultados de teoria de la medida

A.5 Lema de Gronwall

Lema A.20 (Gronwall). Sea h:[0,7] — Ry acotada y medible, y suponga-
mos que existe C' > 0 con

t
h(t) < a+ C'/ h(s)ds para todo t € [0,T].
0

Entonces h(t) < ae®t para todo t € [0,T]. En particular, si a =0 entonces
h=0.
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APENDICE B

Sintesis: formulario

Este apéndice recoge, sin demostraciones, los enunciados que conviene
tener a mano. Es la version revisada de la sintesis para el examen parcial.

B.1 Esperanza condicional

Propiedades ( )

Para X, Ye L'y # Cc9Y9C.Z:

- X9 = E[X|¥9]=X;
- X L9 = E[X|¥9]=E[X];

[E[X 9] < E[|X]|¥];

» Jensen: o(E[X |¥4]) <
s linealidad y monotonia; Ejp(X) |9], ¢ convexa;
» torre:  E[E[X | 9] | ] =
E[X | #); = TCM, Fatou y TCD condiciona-

- E[E[X |]] = EX]; tes;

» sacar lo conocido: E[XY |¥] = en L?: proyecciéon ortogonal so-
XE[Y |¥4] si X € ¥; bre L%(Q,9,P).

B.2 Martingalas a tiempo discreto

Convergencia

» Upcrossings (proposicion 3.2): para (X,) submartingala y o < 3,
(8- QE[USF] <E[(Xn— )| —E[(Xo— a)F| <E[Xa]l +|a.

» Convergencia c.s. (teorema 3.3): si (X)) es submartingala con
sup, E[X,f] < oo, existe Z integrable con X,, —>+ Z. Casos par-
ticulares: martingala con sup,, E[|X,|] < oo; supermartingala con
sup,, E[X,, ] < oo; supermartingala positiva.
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» Vitali (teorema 4.7): si X, £, X, entonces (X,,) u.i. <= X, TN
X <= E[|X,]] = E[|X]] < oc.

= Ultimo elemento (teorema 4.12): una martingala tiene tltimo ele-
mento <= es u.i. <= X, =E[X|%,].

» Convergencia en LP (corolario 5.17): si sup,, E[|M,|"] < oo con

s LP
p > 1, entonces M,, —>» y ——.

Tiempos de parada y desigualdades

» 7 es tiempo de parada si {7 <n} € F;y F ={A: An{r<n}e
Fn Vn}.

» Proceso detenido (proposicién 5.5): X7 conserva el cardcter de
(sub/super)martingala.

» Muestreo opcional (teorema 5.9): con ultimo elemento y 7 < p,
E[Xo] < E[X;] < E[X,] < E[X o] , X < E[X,| %],
con X< € {=, <, >} segln sea martingala, sub o super. Sin hipétesis
adicional el resultado es falso (ejemplo 5.8).

» Doob [L! (teorema 5.12): para (X,) submartingala positiva,
P{max,<n X, > A} < E[Xn] /A

= Doob L? (teorema 5.15): parap > 1y ¢ = p/(p—1), [maxp<n Xpll, <
q[1Xnll,-
» Descomposicién de Doob (teorema 2.18): toda submartingala se

escribe de manera tnica como X,, = M,, + A,, con M martingala y A
predecible creciente, Ag = 0.

B.3 Mercados a tiempo discreto

Los dos teoremas fundamentales

Mercado [ finito, (%), (M,,)], I predecible.

» Autofinanciamiento: T',, - M,, = I',,.1 - M,,; equivale a V,I' = V(')F +
(- M),,.
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B.4. Procesos a tiempo continuo

= Arbitraje: VOF <0, V]E >0, le\;(w) > 0 para algin w.
» PME: Q con Q({w}) > 0y (M,) Q-martingala.
» 1.°Y teorema (teorema 6.15): libre de arbitraje <= existe PME.

» Precio justo (teorema 7.6): {precios justos de F'} = {Eg[F]
Q PME}.

» 2.° teorema (teorema 7.16): completo <= la PME es tnica. En
tal caso m,(F') = Eg[F | %y)].

» Modelo binomial (s, a,b): libre de arbitraje <= a < 0 < b; en tal

caso es completo, con Q{p, = b} = ;=% y los p, i.i.d. centrados.

» Americanas (teorema 8.12): Ey = fn, & = max{ fpn, Eg[Ent1 | Fnl};
precio = & = max, Eg[f;], alcanzado en 7, = min{n : &, = f,}.

B.4 Procesos a tiempo continuo

Poisson y Browniano

Poisson (1)) Browniano

Espacio Dz, Cr

Ley P W (Wiener)

Incrementos Poiss(A(t — s)) N(0,t— s)

Trayectorias cadlag, saltos +1 continuas, a-Holder Yo <
1
2

Martingala Ny — Mt By, B? —t, e Bi—0"t/2

Variacién cuadrdti- (N — A}y = At (B)y =t

ca
Markov fuerte
Tiempos de espera
Ley 0-1

teorema 11.7
&, 1.i.d. Exp(A)

teorema 13.25

Blumenthal
ma 13.20)

(teore-
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Procesos Gaussianos

» X es vector Gaussiano si (u, X) es Gaussiana para todo u.

» Independencia <= matriz de covarianzas diagonal (proposicion 12.9).
No la identidad.

= La suma de dos Gaussianas es Gaussiana si son independientes —o si
forman un vector Gaussiano.

» En un espacio Gaussiano: ortogonalidad <= independencia (teore-
ma 12.14); y E[X | o(K)] = px(X) (corolario 12.15).

= Kl pre-Browniano es el proceso Gaussiano centrado de covarianza
K(s,t) = s A t; Kolmogorov—Centsov (teorema 13.10) le da una
modificaciéon continua.

B.5 Calculo estocastico

= Isometria de 1to: E[( f§ H dB)’| = E|[j H2 ds|.
= Variacién cuadratica: (f; HdB); = [{ H2ds; ([ HdB, [ K dB); =
Jy H K ds.

» Formula de Itd (teorema 16.1):

t t
£06) = £060) + [ FOG)aXe+§ [ £10) dX)..

Regla mnemotécnica: (dB;)? = dt, dt dB; = 0, (dt)? = 0.
» Regla del producto: d(XY) = XdY +YdX +d(X,Y).

= Exponencial estocastica: &(M); = eM~(M)/2 reguelve dZ =
Z dM, Zy = 1; es martingala local positiva, y martingala verdadera
bajo Novikov.

» Caracterizacién de Lévy (teorema 16.11): martingala local continua
con (M); =t = es un Browniano.

» Girsanov (teorema 18.1): con dQ/dP = &(— [0dB)r, el proceso
B; = B; + fot 0, ds es Q-Browniano.
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» Representacién (teorema 18.3): toda martingala browniana en L2
es Mo+ [y H dB.

» Feynman—Kac (teorema 17.9): dyu + Lu —ru =0, u(T,-) =g =
u(t,z) = E[e*T(T*t)g(XT) | X = :1;}

= Black—Scholes (tcorema 18.8): u(t,z) = 2®(dy) — Ke "T=0d(d_),

xT T 0'2 —
togle/ K+t S0 elta = @(dy ).

con d4+ =
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APENDICE C

Ejercicios adicionales

Los ejercicios que aparecen dentro del texto estdn resueltos. Los que siguen

se dejan propuestos; se indica entre paréntesis el capitulo cuyo material se
necesita.

Esperanza condicional y martingalas

1.

(capitulo 1) Sea X € L' y 4 C .Z. Pruebe que E[X |¢] = X c.s. siy
solo si X es ¢-medible c.s. (es decir, existe X ¢-medible con X = X
c.s.).

. (capitulo 1) Sea (2, 7 ,P) = ([0, 1], Bjp 1, Leb) y %, la filtracion diadica.

Calcule E[X | ¥4,] para X (w) = w y describa explicitamente la martingala
resultante.

. (capitulo 2) Sea (&) ii.d. con P{{, =1} = p, P{§, = -1} = 1 — p,

p 7é %a Yy S'n, = ngn 5] Pruebe que

1—p\5n
M, =——
= ()
es una martingala. Usela, con el teorema de muestreo opcional, para
calcular la probabilidad de que el paseo alcance b > 0 antes que —a < 0
(ruina del jugador).

. (capitulo 2) Sea (M,,) una martingala con M, € L? e incrementos dj, =

My, — Mj,_1. Pruebe la ortogonalidad de los incrementos: E[d;dy] = 0
para j # k, y deduzca E[M?2] = E[M§] + 3 <, E[d}].

. (capitulo 3) Ley fuerte via martingalas. Sea (¢,) i.i.d. e integrables,

Sn=2<n& ¥y Y—n= o(Sn, Sn+1, ... ). Pruebe que E[¢ |94-,,] = Sn/n
y deduzca, usando el teorema de convergencia para martingalas inversas,
que S, /n — E[&] c.s..

. (capitulo 4) Dé un ejemplo de una martingala (M) acotada en L' que

converja c.s. pero no en L', distinto del proceso de ramificacién critico.
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Indicacion: considere M, = [[;<, & con § > 0 ii.d. de media 1y
P{¢; =0} > 0.

. (capitulo 5) Sea (Z,) una supermartingala positiva y Zo, = lim,, Z,.

Pruebe que E[Zy] = E[Z] si y solo si (Z,,) es uniformemente integrable,
y que en ese caso (Z,) es de hecho una martingala cerrada. Exhiba una
supermartingala positiva para la que la desigualdad E[Zy] > E[Z,] sea
estricta.

. (capitulo 5) Identidad de Wald. Sea (&,) i.i.d. integrables y 7 un

tiempo de parada con E[7] < co. Pruebe que E[S;] = E[§] E[7].

Finanzas

9.

10.

11.

12.

13.

(capitulo 6) En el modelo binomial con s = 100, a = —10%, b = +20 %,
N = 3 y tasa nula, calcule la PME y valore la call europea de strike
K = 110. Calcule ademas la cobertura 3, en cada nodo del arbol.

(capitulo 7) Paridad put—call. Pruebe que, en cualquier mercado libre
de arbitraje con numerario constante,

mo((Sy — K)1) —m((K — Sy)™) = So — K.

Deduzca la versién con descuento en el modelo de Black—Scholes: Cy —
Py=50— Ke T,

(capitulo 7) Valore la opcién lookback F' = Sy —min, <y Sy, en el modelo
binomial de dos periodos del ejemplo 7.7. Compare con el precio de la
call.

(capitulo 8) Pruebe que el precio de la put americana es, en general, es-
trictamente mayor que el de la put europea. Exhiba un ejemplo binomial
explicito donde el ejercicio anticipado sea 6ptimo.

(capitulo 8) Sea (fy) un contrato americano y € su envolvente de Snell.
Pruebe que

7 =min{n: A,4; >0}

—con A el proceso creciente de la descomposiciéon de Doob de £E— es el
mayor tiempo de ejercicio 6ptimo, mientras que 7, es el menor.
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Procesos a tiempo continuo

14. (capitulo 10) Sea N un proceso de Poisson de intensidad A. Calcule
E[NsNi] para s <ty deduzca la funcién de covarianza de la martingala
compensada Ny = Ny — At.

15. (capitulo 10) Adelgazamiento. Sea N un proceso de Poisson de inten-
sidad A y marquemos cada salto, independientemente, con probabilidad
p. Pruebe que el proceso de saltos marcados y el de saltos no marcados
son procesos de Poisson independientes de intensidades Ap y A(1 — p).

16. (capitulo 10) Sea N Poisson de intensidad A. Condicionado a {N; = n},

pruebe que los instantes de salto (Ji,...,J,) tienen la misma ley que
los estadisticos de orden de n variables uniformes independientes sobre
[0, t].

17. (capitulo 13) Pruebe que E[71,] = 0o para todo a # 0, donde 7, = inf{t :
B, = a}, pese a que 7, < 00 c.s.. Indicacion: use el principio de reflexién
para obtener la densidad de 7,, o aplique muestreo opcional a Bya,, con
dos barreras.

18. (capitulo 13) Sea Sy = supy<; Bs. Usando el teorema 13.26, calcule la
densidad conjunta de (S, B;) y deduzca la ley de S; — B;.

19. (capitulo 13) Ley del arcoseno. Pruebe que P{el tltimo cero de B en [0,1] es < u} =

2 .
= arcsin \/u.

Calculo estocastico

20. (capitulo 15) Calcule directamente fg sdBg y verifique con la regla del
producto que vale tB; — fg B, ds.

21. (capitulo 16) Aplique la férmula de Ité para probar que, para n > 2,
t _1) /t
Br = n/ B dB, + "("2 )/ B2 ds,
0 0

(2n)!
2nn!

y deduzca por recursién que E[B?"| = ",

22. (capitulo 16) Sea f arménica en R (Af = 0) y B un Browniano d-
dimensional. Pruebe que f(B;) es una martingala local. ;Qué dice esto
sobre la recurrencia del Browniano en dimensién d?
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23.

24.

25.

26.

27.

(capitulo 16) Integral de Stratonovich. Defina [} HodB = [{ HdB +
%(H, B); y pruebe que, para f € C3,

F(B) = 10)+ [ £(B) o an.

—es decir, la integral de Stratonovich si obedece la regla de la cadena
ordinaria. Explique por qué, pese a ello, se prefiere la de It6 en finanzas.

(capitulo 17) Resuelva explicitamente dX; = (a—X;) dt+0+/X; dB; en
el caso o = 0 y discuta por qué el teorema 17.2 no se aplica directamente
cuando o > 0 (proceso de Cox-Ingersoll-Ross).

(capitulo 18) Use Girsanov para calcular P{méx;<7 (B; + vt) > a} para
v € R, a > 0 (mdximo de un Browniano con deriva). Indicacion: cambie
a la medida bajo la cual B; + vt es un Browniano y aplique el principio
de reflexion.

(capitulo 18) Deduzca de (18.16) las griegas de la call:
(I)/(d—l-) /
A = dyu=d(dy), F:&mu:ﬁ, V=0,u=aVvVT —td(dy),
xo/T —

y verifique que satisfacen la ecuacién de Black—Scholes (18.15).

(capitulo 18) Opcién binaria. Valore el contrato F' = 14g, >k} en
el modelo de Black-Scholes y compruebe que su precio es e "7 ®(d_).
Relacionelo con Ji del precio de la call.
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