PonTIiFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU

FAacuLTAD DE CIENCIAS E INGENIERIA
MAT231 - Cicro 2023-1

Analisis Real 1

Célculo diferencial e integral en R y en superficies

Notas de clase

Profesor: Dr. Jesus Zapata

Notas de: Marcelo Gallardo

marcelo.gallardo@pucp.edu.pe

Lima, 2023


mailto:marcelo.gallardo@pucp.edu.pe

Indice

Convenciones y notacién iii
1. Aplicaciones diferenciables 1
1.1. Derivadas parciales, direccionales y matriz jacobiana . . . . . .. ... .. ... 1
1.2. Curvas en espacios vectoriales de dimension finita . . . . . . . .. .. ... 2
1.3. Derivadas direccionales en espacios vectoriales . . . . . . .. ... .. ... ... 3
1.4. Aplicaciones diferenciables . . . . . . . . . . ... .. 4
1.5. Caracterizaciéon geométrica de las aplicaciones diferenciables . . . . . . . . . .. 6
1.6. Propiedades de las aplicaciones diferenciables . . . . . . .. ... .. ... ... 8
2. La integral de Riemann en cajas de R™ 11
2.1. Motivacion . . . . . . . . e e e e e e e e 11
2.2, Cajas de R™ . . . . e 11
2.3. Particiones de una caja . . . . . ... Lo 12
2.4. Definicién de la integral . . . . . . ..o Lo 13
2.5. Propiedades de la integral . . . . . . . .. ..o 14
3. Teorema de Fubini y conjuntos de medida nula 18
3.1. Integracion repetida . . . . . . . . . . .. 18
3.2. Conjuntos de medida nulaen R™ . . . . . .. .. ... .. ... ... 19
4. Integral de Riemann en conjuntos acotados 21
4.1. Definicion . . . . . . . oo e 21
4.2. Volumen de conjuntos acotados . . . . . .. .. L Lo L Lo 21
4.3. Funciones integrables en conjuntos J-medibles . . . . . . ... ... ... .. .. 22
4.4. Propiedades de la integral . . . . . . . . . . ... ... 22
5. Fubini en conjuntos acotados e invarianza de la medida nula 25
5.1. Teorema de Fubini para conjuntos acotados . . . . . . . . .. ... ... .... 25
5.2. Invarianza de los conjuntos de medida nula . . . . . . . .. ... oL 26
6. Homeomorfismos, difeomorfismos y cambio de variable 28
6.1. Célculo versus andlisis: un ejemplo . . . . . . . . ... ... L. 28
6.2. Homeomorfismos . . . . . . . . . . .. 29
6.3. Difeomorfismos . . . . . . .. L 30
6.4. Teorema del cambio de variable . . . . . . . . ... . Lo oL 31
7. Superficies 33
7.1. Definiciones basicas . . . . . . . . . . L L e e 33
7.2, Ejemplos . . . L e 33

7.3. Conjuntos de nivel como superficies . . . . . . . . .. ..o 37



Indice

ii

8. Aplicaciones diferenciables entre superficies
8.1. Motivacién y engorde de parametrizaciones . . . . . . . . . ... ... L.
8.2. Aplicaciones diferenciables en superficies . . . . . . . . .. ... L.
8.3. Aplicaciones de clase C*® en superficies de clase C™ . . . . .. .. ... .. ...
8.4. Espacio tangente . . . . . . . .. L L L e
8.5. La derivada de una aplicacién definida en una superficie . . . . . . . .. .. ..

9. Integracién en superficies
9.1. Integraciéon en abiertos de R™ . . . . . . .. .. Lo oo
9.2. Integral en el dominio de una parametrizacion . . . . . .. .. ... ... ..
9.3. Conjuntos de medida nula y conjuntos J-medibles en una superficie . .. ...
9.4. Integral sobre compactos J-medibles . . . . . . .. .. Lo oL
9.5. Ejemplos . . . . . o e

10.Complementos: teorema de Sard, transversalidad e indice
10.1. Puntos criticos y valores regulares . . . . . . .. .. ... .. oo,
10.2. Transversalidad . . . . . . . .. oL L
10.3. Indice de un campo de VeCtores . . . . . . v v i

Bibliografia

41
41
42
43
45
46

48
48
49
o1
o1
52

54
54
56
58

61



Convenciones y notacion

Notas de clase del curso Andlisis Real 1 (MAT231) dictado por el Dr. Jesus Zapata en
el ciclo 2023-1. Los capitulos 1 a 9 corresponden a las clases (referencias: [Lil, Sp, Mul]); el

Capitulo 10 es un complemento que no formé parte de ellas (referencias: [GP, Mil]). Se usan

las siguientes convenciones.

Simbolo Significado

UV cR™ conjuntos abiertos de R™ (dominios)

f:U =Rk aplicacién; f = (f1,..., fx) en coordenadas

E F espacios vectoriales de dimensién finita

L(E,F), Mgxm aplicaciones lineales de E en F'; matrices reales k x m

% (a), gL (a)
Vf(a), Jf(a)
dfa

-l - lloes €5-)

span{vy, ..., v;}
int X, X, 0X
A= H;il[aivbi}
P, P
mp(f), Mp(f)
§(fv P)v E(f’ 7))

derivada parcial y derivada direccional de f en a
gradiente y matriz jacobiana de f en a

derivada (diferencial) de f en el punto a

norma (euclidiana salvo mencién), norma del maximo, producto
interno

subespacio generado por vy, ...,v;

interior, clausura y frontera de X

caja (rectdngulo cerrado) de R™; vol(A) su volumen
particiones de una caja; norma de una particiéon
infimo y supremo de f en la caja B

sumas inferior y superior

i W5 T N integral inferior, superior y (si coinciden) integral

1x funcién caracteristica (indicatriz) de X

f extensién de f por cero fuera de su dominio

D(f) conjunto de puntos de discontinuidad de f

Ty, T, proyecciones candnicas sobre las coordenadas en I o sobre R™
QU = (—g,e)™ cubo abierto de R™ centrado en 0

B™, S™ bola abierta unitaria de R™; esfera unitaria de R™*!

M CR™ (o M™) superficie de dimensién m y clase C" (r > 1) en R"

p: Uy —=U parametrizacién local: Uy C R™ abierto, U C M abierto de M
W CR” abierto del espacio ambiente

D, D0, q puntos de una superficie

Cs,1<s<r clase de diferenciabilidad de aplicaciones definidas en superficies

de clase C"

T,M espacio tangente a M en p

dp (dpear) elemento de volumen m-dimensional de la superficie M
Ademss:

o m denota la dimensién del dominio (o de la superficie), n la del espacio ambiente y & la

del espacio de llegada. El rango de una aplicacién lineal se denota por £.

o Los resultados se numeran de manera correlativa dentro de cada capitulo (Teorema 3.2,

Proposicién 3.3, ...).

o Las inclusiones C no son necesariamente estrictas. N = {1,2,3,...}.

iii



CaApiTULO 1

Aplicaciones diferenciables

1.1 Derivadas parciales, direccionales y matriz jacobiana

Recordemos las nociones clasicas de derivada.

(a) Sea I C R un intervalo, f: I - Ry a € I. La derivada de f en a es

Fa) -t 00 = I @)

h—0 h

€ R,

cuando el limite existe.

(b) Si f: I — R* es una funcién vectorial (una curva), se define del mismo modo

fla+h) - f(a)

'(a) = 1 RF.
fa) B0 h <
(c) Sea U C R™ abierto, f: U — R una funcién de varias variables y a = (ai,...,amn) € U.
Para cada 1 < i < m, la derivada parcial i-ésima de f en a es
of o flar,..cai by an) — flag, . am)
aﬂji (a) N flLliI%) h < R’

cuando el limite existe.

Definicién 1.1 (Gradiente). Si existen todas las derivadas parciales de f: U — R en a, el
gradiente de f en a es

V/(a) = (gi(a),...,;;;(a)) cR™.

Definicién 1.2 (Derivada direccional). Dado v € R™, la derivada direccional de f: U — R en
a segin v es

0 tv) —
O () = jim Lo ) = J(@) g
ov t—0 t
cuando el limite existe.
Observacion 1.3. Si{ei,...,en} es la base canénica de R™, entonces gxf (a) = %(a) para

todo 1 <3 < m.

Sea ahora U C R™ abierto, f = (f1,..., fx): U = R¥ y a € U. Las derivadas parciales

af o flar,ai by an) — flar, . am)
8.%%(@)71112)% h

e R”, 1<i<m,

y, para cada v € R™, la derivada direccional

of .. flat+tv)— f(a)
a9y = I t

c Rk
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se definen como antes (cuando los limites existen). A partir de las derivadas parciales se define
la matriz jacobiana de f en a:

Jf(a) = (Wi <a>> € Miscn.
Ox; 1<i<k, 1<j<m
of

Sus filas son los gradientes Vf;(a), 1 < i < k, y sus columnas son los vectores %j(a) € Rk,
1<j<m.

1.2 Curvas en espacios vectoriales de dimensiéon finita

Sea I C R un intervalo, E un espacio vectorial de dimension finita, a: I — E y tg € 1.

Definimos . .
o/(to) = lim 705( ) — alt)

ek,
t—to t— to

cuando el limite existe. Notemos que «a(t) — a(tg) € FE pues E es un espacio vectorial; el limite
se toma respecto de cualquier norma de F (todas son equivalentes).

Proposicion 1.4. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) « es derivable en ty.

(ii) Existe una funcion @: I — E, continua en tg, tal que

a(t) —alty) = (t —to)@(t) para todo t € I.

En esta situacion, @(ty) = o/ (to).
Proposicion 1.5. Si una curva a es derivable en ty, entonces es continua en tg.

Proposicion 1.6 (Propiedades algebraicas). Sean a, B: I — E curvas y X\: I — R una funcion,
todas derivables en ty. Sea ademds ¢: J — I definida en un intervalo J, derivable en sq € J,
con ¢(sg) = tg. Entonces o+ B, Ao y a0 ¢ son derivables (en to, to y so, respectivamente) y

(a+ B)(to) = &/ (to) + B'(to), (Aa)'(to) = N(to) alto) + A(to) @' (to),

(0 ¢)'(s0) = &' (s0) ' (to).

Proposiciéon 1.7 (Derivada en coordenadas). Sea {bi,...,bn} una base de E y escribamos
a(t) =21 ai(t) b;. Entonces v es derivable en t si y solo si cada o; lo es y, en ese caso,
m
o (t) = o (t) bi
i=1

Ejemplo 1.8. Dada A € M,,,xm, consideremos la curva a: R — M,,«m»m dada por

Od(t) _ 6tA _ i (tA')J
=0 )

Entonces « es derivable y o/ (t) = Ae!4 para todo t € R. En particular, a(0) =1, o/(0) = A y
a(At) = I+ (At)A cuando At ~ 0.
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Observaciéon 1.9 (No hay teorema del valor medio para curvas). Sea «: [a,b] — E continua
y derivable en (a,b). En general no existe ¢ € (a,b) tal que a(b) — a(a) = (b — a) &/(c); esto
solo estd garantizado cuando dim E = 1. Por ejemplo, si a: [0,27] — R?, a(t) = (cost,sint),
entonces a(2m) — «(0) = (0,0), mientras que o/(t) = (—sint,cost) # (0,0) para todo t.

Aunque no se dispone del teorema del valor medio cuando dim FE > 2, si se tiene el siguiente
resultado, mas débil pero de gran utilidad.

Proposiciéon 1.10 (Desigualdad del valor medio). Sea E un espacio vectorial de dimension
finita con producto interno (por ejemplo R™ con la norma euclidiana) y sea «: [a,b] — E
continua y derivable en (a,b). Si existe K > 0 tal que ||/ (t)|| < K para todo t € (a,b), entonces

la(b) = a(a)l| < K (b - a).
a(b) — afa)
(

lee(b) = a(a)]

Prueba. Podemos suponer a(b) # «a(a). Sea u = y consideremos la funcién real

g(t) = (a(t),u), que es continua en [a,b] y derivable en (a,b), con ¢'(t) = (d/(t),u). Por el
teorema del valor medio en R existe ¢ € (a,b) tal que

la(b) — efa)[| = g(b) — g(a) = (b — a){a’(c),u) < (b—a)||d/(c)]| < K(b—a),
donde usamos la desigualdad de Cauchy—Schwarz. O

Observacion 1.11. Si ademés o es continua, la desigualdad también se obtiene de ||a(b) —

a)|| = ||If2 o/ (t) dt|| < f]le/(#)]| dt < K (b — a). El resultado es valido para cualquier norma
de E (en la prueba se reemplaza (-, u) por un funcional lineal de norma 1 que alcanza la norma
de a(b) — a(a)).

1.3 Derivadas direccionales en espacios vectoriales

Definicion 1.12. Sean F, F espacios vectoriales de dimension finita, U C F abierto, f: U — F
v a € U. Para cada v € E definimos

cuando el limite existe.

Observacion 1.13. Como E y F' tienen dimensién finita, todas las normas son equivalentes;
por ello la existencia y el valor de g—g(a) no dependen de las normas elegidas en £y F'.

Ejemplo 1.14. Sea f: Myxm — Muyxm dada por f(X) = X2. Dadas A,V € Muxm,

af( A) = (A+tV)?2 — A2
ov tgr(l) t

= lim(AV + VA+ tV?) = AV + V A.

Proposicion 1.15. Sean U C E abierto, f: U — F,a € U yv € E, y sea § > 0 tal que
a+tv € U para todo |t| < 6. Son equivalentes:

(i) la derivada g—{)(a) existe;
(ii) la curva f,: (—0,0) = F, f,(t) = f(a+tv), es derivable en t = 0.

En esta situacion, f)(0) = %( ).
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Proposicién 1.16. Si %(a) existe, entonces para todo ¢ € R existe %(a) Yy B?CJ:;) (a)=rc %(a).
En efecto, feo(t) = fo(ct).

Proposiciéon 1.17. Sean f,g: U — F, \: U - R, ae€ U yve E. Si %(a), %(a) y %(a)
existen, entonces

(a) 2529 (a) = G (a) + G(a);
(b) %58 (a) = B(a) f(a) + Ma) §E(a);

9L 2 () f(a
(e) si Aa) £ 0, 2N () - A0 <i(a)§v<>f<>.

Teorema 1.18 (Fermat). Sean U C E abierto,
minimo local de f. Si para algun v € E existe

:(0) =

Lema 1.19 (Lema del valor medio). Sean U C E abierto, f: U — R y a,b € U tales que el
segmento [a, b] estd contenido en U. Sea v =b—a. Si %(w) existe para todo x € [a,b], entonces

U—RyaeU un punto de mdrimo o de

), entonces %( ) = 0. Equivalentemente,

f:
94

existe ¢ € (a,b) tal que

£0) = f(a) = 5 (0.

Prueba. Sea f,: [0,1] = R, f,(t) = f(a + tv). Para ty € [0,1] se tiene f,(to) = %(a + tov), de

modo que, por hipétesis, f, es derivable (y, por tanto, continua) en [0, 1]. Por el teorema del
valor medio en R existe s € (0,1) con

/ of

F0) = fla) = fu(1) = fu(0) = fu(s) = 5 (a + sv),

y basta tomar ¢ = a + sv. O

Corolario 1.20. Sean U C E abierto y conexo y f: U — F. Si %(a) =0 para todo a € U y
todo v € E, entonces f es constante.

Idea de la prueba. Aplicando el Lema 1.19 a cada coordenada de f se obtiene que f es
constante en cada bola contenida en U; como U es conexo, f es constante.

1.4 Aplicaciones diferenciables

Hasta aqui hemos estudiado derivadas de funciones R — R, R — R™, R™ — R y R™ — R*
segin la direccién de un vector arbitrario v (la derivada direccional df/9dv), junto con sus
propiedades algebraicas, el lema del valor medio y su corolario. Quedan por estudiar dos aspectos:
la composicion (regla de la cadena) y la linealidad de v — 9f/0v. Los siguientes ejemplos
muestran que la mera existencia de derivadas direccionales no basta.

Ejemplo 1.21. Sea f: R? — R dada por f(z,y) = % si (z,y) # (0,0) y £(0,0) = 0.
Z Yy
Entonces %(0, 0) = %(0,0) =0, pero si v = (v1,v2),

no existe, en otro caso.

of L _{0, sivy =00 wvy =0,
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.’132y

z? + y?
Entonces %(0,0) = %(0,0) =0y, para v = (v1,v2) # (0,0),

Ejemplo 1.22. Sea f: R? — R dada por f(z,y) = si (z,y) # (0,0) y f(0,0) = 0.

U%Ug
2 2°
vy + U35

55(0.0) =

Todas las derivadas direccionales existen, pero v — %(0, 0) no es lineal:

of 4 of of
= — = 27 1 e .
. 2 ‘$|3323/ .
Ejemplo 1.23. Sea f: R* — R dada por f(z,y) = e si (z,y) # (0,0) y £(0,0) =0. Un

calculo directo muestra que %(0, 0) = 0 para todo v € R?; en particular v %(0, 0) es lineal.

Sin embargo, la curva g: R — R2 g(t) = (¢,t?), es derivable y

(Foa)y =11,

que no es derivable en t = 0. Es decir, no vale la regla de la cadena.

;, Qué debemos entender, entonces, por aplicacién diferenciable? La idea es que, cerca de a,
el incremento f(x) — f(a) sea aproximadamente lineal en = — a:

(a) si f: ICR—=R: f(x) — f(a) = f'(a)(z — a) para = =~ q;
(b) si f: U CR™ = RF: f(x) — f(a) =~ Jf(a)(x — a) para z = a;
(c)sif:UCE—=F: f(z)— f(a) T(x —a) parax ~a,con T € L(E, F).

Definicion 1.24. Sean E, F espacios vectoriales de dimension finita, U C E abierto, f: U — F
y a € U. Decimos que f es diferenciable en a cuando:

(i) las derivadas direccionales %(a) existen para todo v € E;
(ii) la aplicacion df,: E — F, dfs(v) = %(a), es lineal;

h—0 5]

=0.

La aplicacién lineal df, es la derivada (o diferencial) de f en a. Decimos que f es diferenciable
si lo es en todo punto de U.

Observacion 1.25. Como E y F tienen dimensién finita, la diferenciabilidad de f no depende

de las normas elegidas en F y F.

Ejemplo 1.26. La aplicacion f: Mpyxm — Mmxm, f(X) = X2, es diferenciable. En efecto:
(a) por el Ejemplo 1.14, g—{;(A) = AV + VA para toda V € M,,5m;

(b) dfa(V) = AV + V A es lineal en V;

(c) f(A+ H)— f(A) —dfa(H) = H? y, con la norma del méximo de las entradas, ||H?||oo <
m| H|?,. Luego

12| oo

[[1H [|oo

< H .
< m|[Hloo H——>0>0
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Proposicion 1.27. Sean U C E abierto, f: U — F y a € U. Son equivalentes:

(i) [ es diferenciable en a;

fla+h) = f(a) = T(h)
5]

(iii) existen T € L(E,F) y p: U — F continua en a, con p(a) =0, tales que

(ii) existe T € L(E, F) tal que lim =0;
h—0

f(z) = f(a) + T(x — a) + p(x)||z — a|]| para todo x € U.

En tal caso, T = df,.

Prueba. (i)=(ii): basta tomar T = df,.
(ii)=-(iii): definimos
f(@) = fla) —T(z —a)
p(z) = |z — al|
0, siz = a.

, siz#a,

Por (ii), p es continua en a, y la igualdad de (iii) se cumple por construccion.

(iii)=(i): sea v € E. Para t # 0 pequeno,

flattv) = fla) _
t

=T(v) + HU||P(@+75U) o L),
pues |t|/t es acotado y p(a + tv) — p(a) = 0. Asi, %(a) = T'(v), de modo que df, =T es lineal,

y
fla+h) _H];(Ha) — dfu(h) =pla+h) ;;0—>0, O

1.4.1 Diferenciabilidad general versus diferenciabilidad clasica

Sea I C R un intervalo, f: I — R y a € I. Son equivalentes: (i) f es derivable en a, es decir,
existe f’(a) = limy,_o W; (ii) f es diferenciable en a. En esta situacion df,(v) = f'(a)v
para todo v € R. Mas generalmente, toda aplicacién lineal tiene una de las formas siguientes, y
la derivada se identifica en cada caso con un objeto clasico:

f aplicaciones lineales T'  derivada

frICR—=R T(v)=cv,ceR dfa(v) = f'(a)v

f:ICR—=RF  T()=cv, ccRF dfa(v) = f'(a)v

frUCR™ R T(v)=/{cv),ceR™ dfa(v) = (Vf(a
(v) (v)

f:UCR™ - RF T(v)=Cuv, C € Mpxm dfs

1.5 Caracterizacion geométrica de las aplicaciones diferenciables

Proposicion 1.28.
(a) Sea I C R un intervalo, f: I —RF (k> 1) ya € I. Son equivalentes: (i) f es diferenciable
en a; (i) existe f: I — RE, continua en a, tal que f(x) — f(a) = (x — a) f(x) para todo
x € I. En este caso, f(a) = f'(a).
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(b) Sea U C R™ abierto, f: U — R ya € U. Son equivalentes: (i) f es diferenciable en a;
(ii) existe f: U — R™, continua en a, tal que

f(x) — f(a) = (f(x),z —a) para todo x € U.

En este caso, f(a) =V f(a).

(c) Sea U C R™ abierto, f: U — R* y a € U. Son equivalentes: (i) f es diferenciable en a;
(ii) existe f: U — Mpyxm, continua en a, tal que

f(x) — f(a) = f(z) (x —a) para todo x € U.
En este caso, f(a) = Jf(a).

Prueba. El ftem (a) es directo definiendo f(x) = w parax #ay f(a) = f'(a).

—a

(b) (ii)=(i): tenemos
fla+h) = fa) = (f(a), k) = (fla+ ) = f(a), h),

y, por la desigualdad de Cauchy—Schwarz,

(Flath) ~F@ )l _ .
o < [[F(a+h) = F(a)| —0

por la continuidad de f en a. Luego f es diferenciable en a con df,(v) = (f(a),v); como también
dfa(v) = (V f(a),v), resulta f(a) = Vf(a).

(i)=(ii): por la Proposicién 1.27, existe p: U — R continua en a con p(a) =0y f(z) — f(a) =
(Vf(a),z —a)+ p(z)||x — a||. Definimos

oy = LTy

Vf(a), si z = a.

si x # a,

Como (x — a,z — a) = ||z — a||?, se tiene f(x) — f(a) = (f(x),z — a) para todo x € U. Ademéas
f es continua en a, pues p(z) — 0y ﬁ es acotado.

(c) (ii)=(i): si f;(x) denota la i-ésima fila de f(z), entonces f;(x) — fi(a) = (f;(z),x — a), de
modo que, por (b), cada f; es diferenciable en a con V fi(a) = f;(a). Por tanto, f es diferenciable
enay Jf(a) = f(a).

(i)=(ii): si f es diferenciable en a, cada f; = m; o f lo es, con d(f;)q = m; o df,. Por (b) existen
fi: U — R™ continuas en a con fi(x) — fi(a) = (f;(x),r — a). Basta definir f(z) como la matriz
cuyas filas son f(),..., fi(z). O

Corolario 1.29. Sean E, F' espacios vectoriales de dimension finita, U C E abierto, f: U — F
y a € U. Son equivalentes:

(i) [ es diferenciable en a;

(ii) existe f: U — L(E, F), continua en a, tal que f(x) — f(a) = f(z)(z — a) para todo x € U.

En esta situacion, f(a) = df,.
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Prueba. Basta aplicar la Proposicién 1.28 (¢) escribiendo f en coordenadas respecto de bases
{bl,...,bm}deEy{ul,...,uk}deF. ]

1.6 Propiedades de las aplicaciones diferenciables

Proposiciéon 1.30. Toda aplicacion lineal A: E — F es diferenciable y dA, = A para todo
a € E. En efecto, A(a+ h) — A(a) — A(h) = 0.

Observacion 1.31. Si A: R™ — RF es lineal, JA(a) coincide, para todo a, con la matriz
de A respecto de las bases canénicas. Por ejemplo, si B = {b1,...,b,} es una base de E, las
proyecciones coordenadas 7725: E — R son lineales y, por tanto, diferenciables.

1.6.1 Diferenciabilidad y continuidad

Proposicion 1.32. Si f: U C E — F es diferenciable en a, entonces es continua en a.

Prueba. Por la Proposicién 1.27, f(xz) = f(a) + dfs(x — a) + p(x)||z — a|| para todo z € U,
donde p es continua en a y p(a) = 0. Cada sumando es continuo en a (df, es lineal en dimensién
finita), luego f también. O

1.6.2 Algebra de aplicaciones diferenciables

Proposicion 1.33. Sean f,g: U C E — F y A: U — R diferenciables en a € U. Entonces
fE£9, Af y (si Xa) #0) f/X\ son diferenciables en a y, para todo v € E,

d(f + g)a(v) = dfa(v) + dga(?)),
d(Af)a(v) = Aa) dfa(v) + dAa(v) f(a),
A

A(f/N)a(v) = (a) dfa(vlm;g)\a(v)f(a)‘

Prueba. Probamos la regla del producto; las demas son anélogas. Por el Corolario 1.29,

f@)=fla)+ f@)(@—a),  Az)=Aa)+Az)(z—a),

con f: U — L(E,F)y X: U— L(E,R) continuas en a, f(a) = df, y M(a) = d\,. Entonces

M) f(z) = Ma)f(a) = M) (f(z) = f(a)) + (AM(z) — Aa)) f(a) = ®(z)(z — a),

donde ®(z) € L(E, F) estd dada por ®(z)v = \(z) f(z)v + (A(z)v) f(a). Como P es continua
en a, Af es diferenciable en a y d(Af)q(v) = ®(a)v = A(a) dfa(v) + dAa(v) f(a). O

Ejemplo 1.34 (Derivada del determinante). La funcién det: M,,xm — R es diferenciable,
pues en coordenadas es polinomial. Sea {Ejj}1<; j<m la base candnica de My, xp,. Calculemos
d(det)]:

(I+¢)—1

Ddet ) det(Ibimy) =1 JiT T b S

= lim —

OFi; 0 t L 1-1 o
lim —— =0, sii# j.

t—0 ¢
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Luego, si V =3}, 5 VijEij, por linealidad de la derivada,

od t
d(det) ZUU 8Ee

= Z’U@'i = tI"(V)
i=1
Asi, det(I + H) ~ 1 + tr(H) cuando H = 0. Si ahora A € GL,,(R) (es decir, det A # 0),
p— _1 o
d(det) o(V) = lim SHATIVI ZdeMA) o0 gy gy QUL EATV) = detll)

t—0 t t—0 t
= det(A) d(det);(A™V) = det(A) tr(A~V).

1.6.3 Regla de la cadena

Teorema 1.35 (Regla de la cadena). Sean U C R™ y V C R* abiertos, f: U — RF con
fU)CV yg:V — RL Sif es diferenciable en xo y g es diferenciable en f(xg), entonces
go f es diferenciable en xg y

d(go fluy = dgf(a:o) 0 dfgy: R™ — RY.

En lenguaje matricial, J(go f)(xo) = Jg(f(x0)) J f(xg).
Prueba. Sea yy = f(xg). Por el Corolario 1.29, f(z) — f(z0) = f(x)(x — x0) vy 9(y) — g(v0) =
9(y)(y — yo), con f continua en g, g continua en yo, f(zo) = dfs, ¥ G(yo) = dgy,. Entonces

9(f(x)) — g(f(w0)) = G(f () (f(x) — f(20)) = [3(f(2)) o f(2)] (2 — =0).

Como f es continua en zo, la aplicacién = — g(f(z)) o f(z) es continua en zo y vale dgy, o dfx,
en xg. El Corolario 1.29 concluye la prueba. O

Observacion 1.36. El Ejemplo 1.23 muestra que la hipdtesis de diferenciabilidad de f no puede
reemplazarse por la mera existencia (ni siquiera la linealidad) de las derivadas direccionales.

1.6.4 Aplicaciones de clase C"

Definicién 1.37. Sea U C R™ abierto. Una aplicacién f: U — RF es de clase C! si sus
derivadas parciales é%: U — R* existen y son continuas en U; es de clase C” (r > 1) si todas
sus derivadas parciales de orden < r existen y son continuas, y de clase C*° si es de clase C”
para todo r. Por convencién, C¥ denota las aplicaciones continuas.

Recordemos que toda aplicacién de clase C! es diferenciable, y que sumas, productos y
composiciones de aplicaciones de clase C" son de clase C". Las aplicaciones polinomiales (por
ejemplo, det, X — X2 0 X — XX en M,,xm) son de clase C™.

1.6.5 Inyectividad y sobreyectividad de la derivada

Sean U C R™ abierto, f: U — R* diferenciable y a € U. Recordemos que

dfav) = 1im 18T =IO _ gy,

t—0 t
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donde
Vfi(a
o of
Jf@=| : |=|g5 @] ] 50| Mo
ka(a)
Por lo tanto,
0 0 i
Im(df,) = span {f(a), o f(a)} L Ker(df,) = span{V f1(a), ...,V fula)} .
0x1 O0xm
En consecuencia:
o df, es inyectiva <=  {Vfi(a),...,Vfr(a)} genera R™ <= los vectores
%(a), co %(a} son linealmente independientes;
o df, es sobreyectiva <= %(a)’”"%(a) generan R*¥ <= los gradientes

Vfi(a),...,Vfi(a) son linealmente independientes.



CAPIiTULO 2

La integral de Riemann en cajas de R"™

2.1 Motivacion

Diremos que un rectangulo [a,b] x [c,d] C R? es entero si al menos uno de sus lados tiene
longitud entera. Probemos, con ayuda de la integral, el siguiente hecho: si un rectdngulo estd
dividido en un nidmero finito de rectangulos enteros (con lados paralelos a los ejes y de interiores
disjuntos), entonces él también es entero.

Sea f(x,y) = sin(27z) sin(27y). Para cualquier rectangulo se tiene

1
//[mb]x[c’d] f(z,y)dedy = 4—7T2(cos(27ra) — cos(2mb)) (cos(2me) — cos(27d)).

Sib—a € Zod-—c € Z, uno de los factores se anula; es decir, la integral de f sobre un
rectangulo entero es 0. Trasladando, podemos suponer que el rectangulo grande es [0, B] x [0, D]
(la traslacién preserva los rectangulos enteros). Por la aditividad de la integral (que justificaremos
més adelante),

1
0= ZC://C f(z,y)dzdy = //[O,B}x[o,D] flz,y)dedy = m(l — cos(27B)) (1 — cos(2wD)),

donde la suma recorre los rectdngulos C' de la divisién. Luego cos(27B) =1 o cos(2mrD) =1, es
decir, BeZ o D € Z.

2.2 Cajas de R™

Una caja en R™ es un conjunto de la forma

m

A= [al,bl] X [az,bg] X - X [am,bm] = H[ai,bi], a; < b;.
i=1
Definicién 2.1. Sea A = [[%,[a;, b;] una caja.
b m+bm
(a) El centro de A es el punto (‘“JQF L., et )
(b) Un vértice de A es un punto ¢ = (c1,...,¢y) con ¢; € {a;, b;} para todo i. El conjunto de

vértices se denota vert(A); hay 2™ vértices.

(c) Una cara de A es un conjunto C' = C; X -+ x Cy, con C; € {{a;},{b;i},[ai, b;]} para todo
1. Hay 3™ caras. La dimension de la cara C es el nimero de indices ¢ para los cuales
Ci = [ai, bi].

(d) El volumen de A es vol(A) =[]~ (b; — a;).

Observacion 2.2. Cualquier propiedad geométrica del volumen de una caja debe demostrarse
a partir de esta definicion. Por ejemplo, es sencillo probar que si B C A son cajas, entonces
vol(B) < vol(A); otras propiedades no son tan sencillas.

11
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2.3 Particiones de una caja

Una particién de un intervalo [a, b] es un conjunto finito {a = z¢o < z1 < --- < x,, = b}; los
intervalos [z;_1,2;], 1 < j < n, son los intervalos de la particion.

Definicién 2.3. Sea A = [["[as, b;] una caja. Una particion de A es un conjunto de la forma
P:Pl X"'Xpma

donde cada P; es una particion de [a;, b;]. Una caja de P es una caja B = [[;*; I;, donde I; es
un intervalo de P;; escribimos B € P.
Proposicién 2.4. Sea P = []; P; una particion de A.

(a) Si By # Ba son cajas de P, entonces By N By es vacio o es una cara comin de By y Ba

de dimension menor que m.

(b) Si cada P; divide [a;,b;] en n; intervalos, entonces P divide A en [/, n; cajas y, por la
propiedad distributiva,

vol(A) = Y vol(B).

BeP

Definicién 2.5. Sean P =[[; P; y Q = [[; Qi particiones de A. Decimos que Q refina (o es
mas fina que) P si P C Q, es decir, si P; C Q; para todo i. La suma de Py Q es la particién

P+Q=][(Piu),

i=1
que refina a Py a Q.

Proposicion 2.6. Sea Q una particion que refina a P.

(a) Toda caja C € Q estd contenida en una unica caja B € P.
(b) Para cada caja B =1];1; € P, la particion Q induce la particion

m

Qlp =[](QinL)

=1

de B, cuyas cajas son exactamente las cajas C € Q contenidas en B. En particular,

vol(B) = Z vol(C).

CeQ, CCB

Definicién 2.7. La norma ||P|| de una particién P = [[; P; es la mayor de las longitudes de
los intervalos de todas las particiones P;. Equivalentemente, ||P|| = maxpep diamy,(B), donde
diamy, es el didmetro respecto de la norma del maximo.

Notacion. Si B = [[;[ci,di] C A = [];[as, bi] es una caja, denotamos por P(B) = vert(A) +
vert(B) la particién de A dada por []%;{a;, ci, d;, b;}. Claramente B € P(B). Mas generalmente,
para cajas Bi,..., B, C A, vert(A) 4+ Y, vert(By) denota la particién de A generada por todas
las coordenadas de los vértices de A, By, ..., By,.
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2.4 Definicion de la integral

Sea f: A — R una funcién acotada definida en una caja A C R™. Dada una particién P de
A, definimos:

(a) para cada caja B € P, mp(f) = infyep f(z) y MB(f) = sup,ep f(2);

(b) la suma inferior y la suma superior

s(f,P)= Z mp(f)vol(B), Z Mp(f)vol(B).

BeP BeP

Observacion 2.8. Para toda particion P de A se cumple ma(f) vol(A) < s(f,P) <35(f,P) <
Ma(f)vol(A).

Proposicion 2.9. Si P y Q son particiones de A con P C Q, entonces
s(f,P) <s(f,Q) <5(f,Q) <5(f.P).

Prueba. Por la Proposicion 2.6, y dado que mp(f) < me(f) si C C B,

:Z ZmB(f)vol Z ch f)vol(C) = s(f, Q).

BeP CeQ BeP CeQ
CCB CCB
La desigualdad para las sumas superiores es andloga. ]

Definiciéon 2.10. La integral inferior y la integral superior de f en A son

J @ar=swsrp). [ s de=ifs,p),

donde el supremo y el infimo se toman sobre todas las particiones de A. Decimos que f es
integrable cuando f f(xz)dx = [, f(z)dz; en ese caso, este valor comin es la integral de f en
Ay se denota [, f da: (o s1mplemente Jaf

Ejemplo 2.11. Toda funcién constante f = c en una caja A es integrable y [, cdz = cvol(A).
En efecto, por la Proposicién 2.4, para toda particiéon P,

s(f,P)=3(f,P)=c ) vol(B) = cvol(A).

BeP

Ejemplo 2.12. Sea A C R™ una caja, X C Ay 1x: A — R la funcién caracteristica de X.

(a) Si X tiene interior vacio, entonces fAlx(x) dz = 0: toda caja B de una particién tiene
interior no vacio, luego contiene un punto que no estd en X, asi que mp(lx) =0y
s(1x,P) =0 para toda P.

(b) Si X es denso en A, entonces [ ,1x(z)dz = vol(A): toda caja B de una particién contiene
puntos de X, asi que Mp(1x) =1y 3(1x,P) = vol(A).

En particular, si X tiene interior vacio y es denso en A (por ejemplo, X = AN Q™), entonces
1x no es integrable.

Lema 2.13. Para todo € > 0 existe una caja B C int(A) tal que vol(A) — vol(B) < e.
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Proposicién 2.14. Sea A C R™ una caja y f: A — R una funcién acotada tal que f(x) =c
para todo x € int(A). Entonces f es integrable y [, f(z)dxz = cvol(A).

Prueba. Sea e > 0y sea B C int(A) una caja como en el Lema 2.13. Consideremos la particiéon
P(B) = vert(A) + vert(B), de la cual B es una caja. Como f = c en B, se tiene Mp(f) =cy,
usando Y o p vol(C') = vol(A) — vol(B),

s(f,P(B)) —cvol(A) = Z (Mc(f) —¢) vol(C) < (Ma(f) — c)e.
i

Por lo tanto [, f <3(f,P(B)) < cvol(A) + (Ma(f) — ¢)e, con Ma(f) — ¢ > 0. Andlogamente,
evol(4) + (ma(f) = )z < s(AP(B) < [ 1.
J A

con ma(f) —c¢ < 0. Como & > 0 es arbitrario, [ ,f < cvol(A4) < J ,f- Dado que siempre
iAf < [ 4f (Proposicién 2.18), concluimos que f es integrable y [, f = cvol(A). O

Corolario 2.15. Para toda caja A: [, linga)(x) dz = vol(A) y [, 1ga(x)dx = 0.
Proposicion 2.16. Sea A C R™ una caja y sean B1,..., B, cajas tales que A = U?:l Bj vy
int(B; N Bj) = 0 para i # j. Entonces

vol(A) = Zvol(Bj).
j=1

Prueba. Silas Bj son las cajas de una particién de A, el resultado es la Proposicién 2.4. En
general, sea P = vert(A) + > j_; vert(By). Cada P(By) es refinada por P, de modo que By
es la unién de las cajas de P contenidas en ella. Como A = (J, By, v las By tienen interiores
disjuntos, toda caja C' € P estd contenida en exactamente una caja Bj. Por la Proposicion 2.6,

vol(A) = Y vol(C)=>_ Y wvol(C) =Y vol(By). O
ceP k=1 CCCGE;C k=1

2.5 Propiedades de la integral

Lema 2.17. Para cualesquiera particiones P, Q de A se cumple s(f,P) <3(f, Q).

Prueba. Por la Proposicion 2.9, s(f,P) < s(f,P+ Q) <3(f,P+ Q) <3(f, Q). O
Proposiciéon 2.18. Si f: A — R es acotada, entonces iAf(a:) dz < [ 4 f(z)dz.

Prueba. Fijemos una particién Q. Por el Lema 2.17, s(f, P) < 3(f, Q) para toda P; tomando
supremo en P, iAf <3(f, Q). Tomando ahora infimo en Q, iAf < [af O

Proposicién 2.19 (Criterio de integrabilidad). Una funcion acotada f: A — R es integrable
sty solo st

(%) para todo € > 0 eziste una particion P de A tal que 3(f,P) — s(f,P) < e.
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Prueba. Si vale (x), para cada € > 0 tenemos s(f,P) < [ f < Jaf <3(f,P) con 3(f,P) —
s(f,P) < e;luego 0 < [, f — J ,f <eparatodoe >0y f es integrable.

Reciprocamente, sea f integrable y € > 0. Por definicién de supremo e infimo existen
particiones P1, Ps tales que

/Af—§<§(f,791), E(f,P2)</Af+%.

Si P = P + P2, por la Proposiciéon 2.9,

[ £=5 s P (PSP <SP < [ 145,

de donde 5(f,P) —s(f,P) <e. O

Proposiciéon 2.20 (Integrabilidad de las funciones continuas). Sea f: A — R continua. Para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que 5(f, P) — s(f, P) < € para toda particion P de A con ||P| <.
En particular, toda funcion continua en una caja es integrable.

Prueba. Como A es compacto, f es uniformemente continua en A: dado € > 0, existe 6 > 0 tal
que |f(z) — f(y)] < e/vol(A) si || — y|loo < d. Sea P una particién con |P|| < d. Cada caja
B € P es compacta, asi que existen zp,yp € B con Mp(f) = f(xp) y mp(f) = f(yp); como
I8 = yBlleo < [PI| <9,

S P) = (£, P) = 3 (flen) = Fym) vol(B) < s S vol(B) ==

BeP BeP

Finalmente, existen particiones de norma arbitrariamente pequena: basta dividir cada [a;, b;] en
N intervalos iguales con (b; — a;)/N < 9. O

Proposicién 2.21 (Aditividad geométrica). Sea f: A — R acotada y P una particion de A.

/f d:v—Z/f o [ s@ae=3 [ s

BeP —

FEntonces

En particular, f es integrable en A si y solo si f|p es integrable para toda caja B € Py, en ese
caso, [, f(x)dx =Y gep [ f(z)da.

Prueba. Probamos la igualdad para la integral superior; la otra es andloga.

(>) Para toda particién Q de A, como P + Q refina a Q y (P + Q)|p es una particién de cada
BeP,

5(£,9) >5(£,P+Q) = 3. 5(fls,(P+ Q)ls) > Z/ f.

BeP BeP

Tomando nfimo en Q se obtiene [ ,f > 35 [5f-

(<) Para cada B € P sea Qp una particién de B. Sea Q la particién de A generada por P y por
las coordenadas de todas las particiones Qp. Entonces Q refina a P y Q|p refina a Qp para
cada B, de modo que

Irs

® \

(f,Q) = > 5(fls,Qs) < Y 5(flz, ).

BeP BeP
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Tomando nfimo en cada Qp (de manera independiente), [ ,f < 35 [5f-

Finalmente, restando ambas igualdades, [ ,f — J J=2B ([pf— / 5 f), y cada sumando
es > 0; asi, el primer miembro es nulo si y solo si lo son todos los sumandos. O

Proposicién 2.22 (Aditividad algebraica). Sean f,g: A — R acotadas. Entonces

[1+f o] v [ura<] i)

En particular, si f y g son integrables, f + g es integrable y [,(f+9) = [, f+ [49-

Prueba. Para todo conjunto X y funciones acotadas se cumple infx f + infx g < infx(f + g);
luego mp(f)+mp(g) < mp(f+yg) para cada caja By, sumando, s(f, P)+s(g,P) < s(f+g,P).
Dadas dos particiones P, Q,

s(f,P)+5(9,Q) <s(f,P+Q)+s(9,P+ Q) <s(f+g,P+ Q) S/A(f+g).

Tomando supremo en P y en Q se obtiene la primera desigualdad. La segunda es andloga,
usando supy (f + g) <supy f +supy g. Si f, g son integrables,

Af+Ag§/A(f+g)S/A(erg)S/Aer/Ag- O

Proposicién 2.23 (Funciones que coinciden en el interior). Sean f,g: A — R acotadas tales
que f(x) = g(x) para todo x € int(A). Entonces iAf = iAg y [ 4f = [a9. En particular, f es
integrable si y solo si g lo es y, en ese caso, [, f= [49.

Prueba. Escribimos f = g+ (f — g). Como f — g es acotada y nula en int(A), por la Proposi-
cion 2.14 es integrable con integral 0. Por la aditividad algebraica, iAf > iAg—l—iA(f—g) = iAg.
Intercambiando f y g se obtiene la otra desigualdad; el caso de la integral superior es analogo. [

Proposiciéon 2.24 (Comparacion). Sean f,g: A — R acotadas con f(x) < g(z) para todo
x € A. Entonces iAf < iAg y [ af < J49- En particular, si ambas son integrables, [, f < [4 9.

Prueba. Si f < g en un conjunto X, entonces infx f < infx g y supx f < supy g. Por tanto
s(f,P) <s(g,P) ys(f,P) <3(g,P) para toda particiéon P. O

Proposicién 2.25 (Producto por un escalar). Sea f: A — R acotada. Entonces:
(a) [ ,ef =cf ,f y [ 4cf = c[ 4f para todo ¢ > 0;
(0) [ (=)= —Taf yTa(=F) =1, f.

En particular, si f es integrable, cf es integrable y [, cf =c [4 f para todo ¢ € R.

Prueba. Si ¢ > 0, entonces infy(cf) = cinfx f y supx(cf) = csupy f; luego s(cf,P) =
cs(f,P) y s(cf,P) = c3(f,P) para toda P. Para (b), infx(—f) = —supy f, de modo que
mB(—f):_MB(f)Y§(—f,7)):_§(f,7>) O

Proposiciéon 2.26 (Desigualdad triangular). Si f: A — R es integrable, entonces |f| es

[ s@da| < [ @) a.

integrable y
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Prueba. Para todo conjunto X y f: X — R acotada,

sup|f| — inf|f| = sup |[f(z)| = [f(W)l| < sup |f(z) = f(y)| = sup f — inf f.

X X z,yeX z,yeX X X
Luego 3(|f|,P) — s(|f|,P) <3(f,P) — s(f,P) para toda particién P, y |f]| es integrable por el
criterio de integrabilidad. Finalmente, de —|f| < f < |f| y de las Proposiciones 2.24 y 2.25 se
obtiene — [u[f| < [, f < [alf]. O

Ejemplo 2.27. Sea A una caja de R™ y B C A otra caja. Entonces 15: A — R es integrable

y [41p(x)dz = vol(B).
En efecto, consideremos la particion P(B) = vert(A) + vert(B). Por la aditividad geométrica,

/AIB: > /CIB:/BIB+ > /ClB:VOI(B)—i—O,

CeP(B) Cg’l;(é?)

pues 13 =1 en By, para C # B, 1p se anula en int(C) (Proposicién 2.14). Del mismo modo,
iAlB = vol(B).



CAPITULO 3

Teorema de Fubini y conjuntos de medida
nula

3.1 Integracion repetida

Sean A1 C R™ y Ay C R" cajas, de modo que A; x Ay es una caja de R™™", y sea
f: A1 x Ay — R acotada. Para cada y € Ap definimos f,: A1 = R, fy(z) = f(z,y).

Observacion 3.1. Si f es continua, cada f, es continua. Sin embargo, f puede ser integrable
sin que todas las f, lo sean.

Ejemplo 3.2. Sea f: [0,1]> — R dada por

0, siy#1,
flz,y) =<1, siy=1yze€Q,
-1, siy=1lyz¢Q.

Como f = 0en (0,1)? = int([0, 1]), f es integrable (Proposicién 2.14). No obstante, fi: [0,1] —
R no es integrable, pues Ll)fl =-1y Téfl =1.

Por este motivo consideramos las funciones i1, 17 : A3 — R dadas por

=] fede=[ jeni hw)= [ pEde= [ e

A
Como f es acotada, también lo son 71 e Iy:
ma(f)vol(Ar) <ii(y) < Ii(y) < Mu(f)vol(A1) para todo y € As, A=Ay x As.

Teorema 3.3 (Fubini). Si f: A; x Ay — R es (acotada e) integrable, entonces iy e I; son
integrables en Ao y

/AMQf(w,y) dxdy:/AZ ir(v) dy:/A? L(y) dy.

Es decir,

/141><A2f(x7y) dzdy = /,42 (Alf(fc»y) dw) dy = /Az (/Alf(x,y) dx) dy.

Prueba. Toda particién de A1 x As es de la forma P = P; X P, con P; y Ps particiones de A
y As, v sus cajas son los productos By X Bo con By € P1, By € Ps. Asi,

s(LP)= Y. (Z mBlX32(f)vol(Bl)> vol(By).

BoePy \B1€P:

18
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Fijemos By € Py e y € By. Como mp,xB,(f) < mp,(fy),

> mpxn,(f)vol(B1) < Y mp, (fy) vol(B1) = s(fy, P1) < i1(y).

B1€P1 B1€P1

Como esto vale para todo y € By, el primer miembro es < mp,(i1). Multiplicando por vol(Bs)
y sumando,

S(fP) < 3 ma(in)vol(Ba) = s(in,P2) < [ ia(y) dy.
BoePo < Ao

Tomando supremo en P, iAlezf < 1A2i1. Analogamente, TAQIl < TAlegf- Como i1 < I, se

/ fS/ ilS/ 11 < IlS/ £
L _A1x Ay 2 Ao Az Az A1xAs

y también i A2i1 < i A2]1 < T AQII- Como f es integrable, los extremos coinciden, luego todas

obtiene la cadena

las desigualdades son igualdades: i1 e I son integrables y sus integrales valen [ Arx Ay d - O

Corolario 3.4. Bajo las mismas hipdtesis, intercambiando los papeles de x e y,

/Ale2f(a:,y) derdy = /Al (AQf(l‘,y) dy) dr = /Al (AQf(x’y) dy> de.

Corolario 3.5. Si f: Ay x Ay — R es continua, entonces es integrable, las funciones fy y
fz = f(z,-) son continuas (luego integrables) y

leAQf(x,y)dxdy=A2< " f(x,y)d:n> dy:/A1 ( N f(a:,y)dy> da.

Ademds, las funciones y — [, f(z,y)dx y x— [, f(x,y)dy son continuas.

3.2 Conjuntos de medida nula en R™

Definiciéon 3.6. Decimos que X C R™ tiene medida nula en R™ cuando, para todo € > 0,
existe una coleccién numerable {B;};cz de cajas de R™ tal que

X C U B, y Zvol(Bi) <e.
icT icT
Ejemplo 3.7. Todo conjunto numerable X C R™ tiene medida nula. Sea € > 0.

(a) Si X = {@1,...,x,} es finito, las cajas B; = B)_ (i, 3 ¥/2/(2n)) (cubos de lado
{/e/(2n) centrados en x;) cubren X y Y71 vol(B;) = Y1y 5, = 5 <.

(b) Si X = {x1,29,...} es infinito, tomamos B; = B (i, 3 1/e/2H1), y 52 vol(B;) =
o0 13 g
i=1 311 — 3 <&

Proposicion 3.8.

(a) Si X tiene medida nula yY C X, entonces Y tiene medida nula.
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(b) Si{X;}jen es una coleccion numerable de conjuntos de medida nula, entonces J;en X;
tiene medida nula. En particular, la union de dos conjuntos de medida nula tiene medida
nula.

(c) Todo conjunto de medida nula tiene interior vacio.

Prueba. (a) es inmediato. Para (b), fijemos € > 0. Para cada j existe una coleccién numerable
{B!}ien de cajas que cubre X con Y, vol(B]) < g/291. La coleccién { B/ }zJEN es numerable
(se enumera, por ejemplo, recorriendo las diagonales i + j = cte), cubre U] X y, como la serie
es de términos no negativos,

ZVOIBJ Z(ZVOIBJ)<Z2J+1: <e.

i,JEN JEN \eN JeN

Para (c): si int X # (), X contiene una caja C con vol(C) > 0, y toda coleccién numerable de
cajas que cubra C' tiene volumen total > vol(C') (por compacidad basta considerar coberturas
finitas, para las que el resultado se sigue de la Proposicién 2.16). Luego X no tiene medida
nula. O

Ejemplo 3.9. El conjunto X = R? x {0} tiene medida nula en R3. En efecto, dado € > 0, las

cajas B, = [-n,n]? x [0, zrf5-z], n €N, cubren X y
> X 4n’e S €
Z vol(B,,) = Z GniE = Z ol = 5 < €.
= n=1 n=1

Del mismo modo, R™ x {0} tiene medida nula en R¥ para todo k > m.

Teorema 3.10 (Caracterizacion de las funciones integrables). Sea A C R™ una cajay f: A - R
acotada. Son equivalentes:

(i) f es integrable, es decir, iAf = TAf;
(it) para todo € > 0 existe una particion P de A con 3(f,P) — s(f,P) < e;

(iii) para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que S(f,P) — s(f,P) < € para toda particion P con
1Pl < 65

(iv) el conjunto D(f) de puntos de discontinuidad de f tiene medida nula en R™.

Corolario 3.11 (Sumas de Riemann). Sea A C R™ wuna caja y f: A — R acotada. Son
equivalentes:

(i) f es integrable y [, f(x)dx =L

(7i) para todo € > 0 existe § > 0 tal que

> f(€s)vol(B) ~ L| < =

BeP

para toda particion P con ||P|| < 0 y toda eleccion de puntos {g € B, B € P.



CAPITULO 4

Integral de Riemann en conjuntos acotados

4.1 Definicion

Sea X C R™ un conjunto acotado y f: X — R. Denotamos por f: R™ — R la extensidn de
f por cero:

f(z), sizelX,
0, sizeR™\ X.

Proposiciéon 4.1. Si f: X — R es acotada y A es una caja de R™ que contiene a X, las
integrales iAf y [ 4f no dependen de la caja A.

Prueba. Lo probamos para la integral inferior. Sean A y B cajas que contienen a X.

Caso B C A. Consideremos la particién P(B) = vert(A) + vert(B) de A, de la cual B es una
caja. Por la aditividad geométrica (Proposicién 2.21),

/Af=/3f+0§(3)/cf.
C+#B

Si C # B, entonces int(C) N B = (), luego f = 0 en int(C) y icf = 0 (Proposicién 2.14). Asi,
iAf - iBf‘

Caso general. Si AN B tiene interior no vacio, es una caja que contiene a X, y por el caso
anterior iAf = iAme = iBf. Si int(AN B) = (), entonces X C AN B C JANIB, de modo

que f se anula en int(A) y en int(B), y ambas integrales valen 0. O

Definicion 4.2. Sea X C R™ acotado y f: X — R acotada. La integral inferior y la integral
superior de f en X son

/Xf(w) dz = /Af(w) dz, /Xf(x) dz = /Af(x) da,

donde A es cualquier caja que contiene a X. Decimos que f es integrable en X cuando
J [ =[x [; este valor comtin se denota [y f(z)dz.

Por la Proposicién 2.18, siempre se tiene in < TXf.

4.2 Volumen de conjuntos acotados

Definicién 4.3. Sea X C R™ acotado. El volumen inferior y el volumen superior de X son

Lol(X):/ 1 de, vol(X):/dea:.
X

21
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Decimos que X es medible en el sentido de Jordan (o J-medible) cuando vol(X) = vol(X); este
valor comtn es el volumen de X, denotado vol(X). Notemos que vol(X) < vol(X).

Ejemplo 4.4. El conjunto QN [0,1] C R no es J-medible, pues tiene interior vacio y es denso
en [0, 1] (Ejemplo 2.12): vol =0 y vol = 1.

Observacion 4.5. Si X es J-medible, toda funcién constante c es integrable en X y [y cdx =
cvol(X). Si X no es J-medible, la tnica funcién constante integrable en X es la funcién nula.

Lema 4.6. Si A es una caja y X C int(A), entonces el conjunto de discontinuidades de 1x/|4
es 0X.

Proposicién 4.7 (Caracterizacién de los conjuntos J-medibles). Un conjunto acotado X C R™
es J-medible si y solo si 0X tiene medida nula en R™.

Prueba. Tomemos una caja A con X C int(A). Por definicién, X es J-medible si y solo si 1x]|4
es integrable, lo cual, por el Teorema 3.10 y el Lema 4.6, equivale a que 0X tenga medida
nula. O

4.3 Funciones integrables en conjuntos J-medibles

Recordemos que D(f) denota el conjunto de puntos de discontinuidad de f.

Lema 4.8. Sea X C R™ acotado y f: X — R. Entonces
D(f) c D(f) € D(f) UdX.

Ademds, si A es una caja con X C int(A), entonces D(f|4) = D(f).

Prueba. Si f es discontinua en x € X, existe una sucesion z; — x en X con f(z;) 4 f(z);
como f = f en X, también f es discontinua en z. Si x ¢ D(f) UdX, o bien z € int X, y
entonces f = f cerca de z, o bien z € R™ \ X, y entonces f =0 cerca de z; en ambos casos f
es continua en z. La tltima afirmacién se sigue de que f = 0 en un entorno de A. O

Proposicion 4.9. Sea X C R™ un conjunto J-medible y f: X — R acotada. Entonces f es
integrable si y solo si D(f) tiene medida nula.

Prueba. Por el Lema 4.8, como X tiene medida nula, D(f) tiene medida nula si y solo si D(f)
la tiene. Basta aplicar el Teorema 3.10 a f|4. O

Corolario 4.10. Toda funcién continua y acotada en un conjunto J-medible es integrable.

Lema 4.11. Sea X C R™ J-medible y f: X — R integrable. Entonces la restriccion de f a
cualquier conjunto J-medible Y C X es integrable, pues D(f|y) C D(f).

4.4 Propiedades de la integral

Las propiedades de la integral en cajas se trasladan a conjuntos acotados, pues para X C A
se tiene ngo = iAnﬁ vy [x¢ = [ 4%, y ademés

—_~—

F¥a=Ff+a cf=cf, |fl=If
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Proposicion 4.12. Sea X C R™ acotado y f,g: X — R acotadas.

(a) (Aditividad algebraica) iX(f—l—g) > in+ng yTX(f+g) < TXf‘i'TXg- Si f,g son
integrables, f+ g tambiénloesy [v(f+9) =[x+ [x9-

(b) (Producto por un escalar) chf :cin y [yef =cfyf parac > 0; iX(—f) =—[xfy
Ix(=f) = —in. Si f es integrable, [y cf =c [y f para todo ¢ € R.

(¢) (Comparacién) Si f < g en X, entonces in < ng Yy Txf < TXg; st ambas son
integrables, [y f < [xg. En particular, si X C Y son acotados, vol(X) < vol(Y) y
vol(X) < vol(Y) (pues 1x < 1y).

(d) (Desigualdad triangular) Si f es integrable, |f| también lo es y | [y f| < [x|f]-

Proposiciéon 4.13 (Aditividad geométrica del volumen). Sean Xi, X2 C R™ conjuntos J-
medibles. Entonces X1 U Xo, X1 N Xy y X1\ X2 son J-medibles y

vol(X71 U X3) = vol(X7) + vol(X3) — vol(X71 N Xy),
VOI(Xl \Xg) = VOI(Xl) - VOl(Xl N XQ).
En particular, si Xo C X1, entonces vol(X; \ X2) = vol(X;) — vol(X32).

Prueba. Se tiene
8(X1 UXQ), 8(X1 N XQ), 6(X1 \XQ) = 8(X1 N XQC) C 0X1UO0Xs,

y 0X1 U 0X5 tiene medida nula; por la Proposicién 4.7, los tres conjuntos son J-medibles. Las
formulas se siguen de la aditividad algebraica aplicada a las identidades

1X1UX2 — 1X1 + ]-XQ - 1X10X27 1X1\X2 = ]-Xl - leﬂXg' D

Lema 4.14. Un conjunto J-medible tiene volumen nulo st y solo si tiene interior vacio.

Prueba. Siint X = (), entonces vol(X) = 0 (Ejemplo 2.12), y como X es J-medible, vol(X) = 0.
Si int X # (), X contiene una caja C'y, por comparacion, vol(X) > vol(C) > 0. O

Corolario 4.15. Si X1, X son J-medibles y int(X1 N X3) = 0, entonces vol(X; U Xy) =
VOI(Xl) + VOI(XQ).

Prueba. X1 N Xy es J-medible con interior vacio, luego vol(X; N X5) = 0 por el Lema 4.14. [

Definicion 4.16. Una descomposicion de un conjunto X es una coleccién finita X1,..., X, de
conjuntos tales que X = Uiy X; e int(X; N X;) = 0 para i # j.

Proposicién 4.17. 57 Xq,...,X,, es una descomposicion de X en conjuntos J-medibles,
entonces X es J-medible y vol(X) = > " vol(X;).

Lema 4.18. Sea X C R™ J-medible con interior vacio y f: X — R integrable. Entonces
Jx f(x)dz=0.

Prueba. Sea K = supy|f]. Por la desigualdad triangular y la comparacion, |[y f| < [y|f] <
K vol(X) = 0. O
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Proposicion 4.19 (Aditividad geométrica de la integral). Sean X1, Xo conjuntos J-medibles y
f: X1U X9 — R integrable. Entonces las restricciones de f a X1, Xo y X1 N X9 son integrables

Y
fro? = T T Lo

Si ademds int(X1 N Xo) = 0, entonces [y x, f =[x, [+ [x, [

Prueba. La integrabilidad de las restricciones se sigue del Lema 4.11. La férmula es consecuencia

P

de la aditividad algebraica y de la identidad f = fT);l + ﬁ)é — flx.nx,. La dltima afirmacién
se sigue del Lema 4.18. O

Corolario 4.20. Si X1,..., X, es una descomposicion del conjunto J-medible X en conjuntos
J-medibles y f: X — R es integrable, entonces [y f(z)dx =371, [, f(z)dw.

Proposicién 4.21 (Funciones que coinciden en un conjunto denso). Sea X C R™ acotado y
f,9: X — R integrables. Si f = g en un subconjunto denso de X, entonces [y f = [y g.

Prueba. La funcién h = f — g es integrable y se anula en un conjunto Z denso en X. Sea A D X
una caja y P una particién de A. Toda caja C' € P contiene un punto donde k = 0: si C 7 X,
cualquier punto de C'\ X; si C C X, el abierto no vacio int(C) C X contiene puntos de Z.
Luego mc(h) <0 < Mc(h), de modo que s(h, P) <0 < 3(h,P) para toda P,y [y h=0. O



CAPITULO b

Fubini en conjuntos acotados e invarianza de
la medida nula

5.1 Teorema de Fubini para conjuntos acotados

Teorema 5.1 (Fubini). Sean X CR™ e Y C R™ conjuntos acotados y f: X xY — R acotada.
Paray €Y sea fy: X = R, f,(z) = f(z,y). Si f es integrable, entonces las funciones

i) = [ pwae 1= [ @

son integrables en 'Y y

/X><Y flz,y)dvdy = /Y (/Xf(ﬂf,y) d$> dy = /Y (/Xf(ﬂc,y) dx> dy.

Prueba. Sean A; D X y Ay D Y cajas. La extensién por cero f de f satisface f(,y) = /f;
siyeYy f(,y) =0siy ¢ Y. Por lo tanto, las funciones i1, I; asociadas a f|a,x4, en el
Teorema 3.3 son precisamente las extensiones por cero de i1 e I1. Basta aplicar dicho teorema. [

Lema 5.2. Para X CR™ e Y C R" se cumple (X xY) = (0X xY)U (X x 9Y).

Corolario 5.3. §i X CR™ e Y C R" son J-medibles, entonces X x Y es J-medible en R™"
y vol(X xY) = vol(X) vol(Y).

Prueba. Como 0X y 0Y tienen medida nula, el Lema 5.2 muestra que 9(X x Y') tiene medida
nula (un producto Z x B con Z de medida nula y B acotado tiene medida nula). Luego X x Y
es J-medible y, por Fubini,

vol(X x Y) = /

ey ldzxdy = /Y (/X 1dx> dy = /YVOI(X)dy = vol(X) vol(Y). O

Corolario 5.4. 51 X C R™ e Y C R" son J-medibles, toda funcion continua y acotada
f: X xY — R es integrable y

/Xxyf(ﬂc,y)dacdy—/y(/){f(x,y)dx) dy—/x(/yf(x,y)dy> dz,

donde, para cada y, la funcion x — f(x,y) es continua (luego integrable en X) y y —
Jx f(z,y)da es integrable en Y.

Proposicién 5.5. Sea A C R™ una caja y f: A — R integrable. Entonces graf(f) = {(z, f(x)) :
x € A} tiene medida nula en R™+1,

25
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Prueba. Dado € > 0, sea P una particiéon de A con 3(f,P) — s(f,P) < e, y sean = ¢/ vol(A).
Las cajas B x [mp(f), Mp(f) + n], B € P, cubren graf(f) y su volumen total es 5(f,P) —
s(f,P) +nvol(4) < 2e. O

Observacion 5.6. El resultado no es evidente: la imagen de una aplicaciéon continua puede ser
“grande”; por ejemplo, existen curvas continuas «: [0,1] — R? con «([0,1]) = [0, 1]? (curvas de
Peano). La integrabilidad de f es esencial en la prueba.

Ejemplo 5.7. La esfera S? y todo plano II C R? tienen medida nula en R3. En efecto, cada hemis-

ferio de S? estd contenido en el grafico de la funcién continua (z,y) — ++/max{0,1 — 22 — 32}
en la caja [—1,1]2; y todo plano es unién numerable de gréficos de funciones afines definidas en
cajas (intercambiando coordenadas si es necesario).

5.2 Invarianza de los conjuntos de medida nula

Definicién 5.8. Sea X C R™. Una aplicacion f: X — RF es lipschitziana si existe L > 0 tal
que
1f (@) = f(W)ll < Lllz =yl para todo z,y € X.

Decimos que f es localmente lipschitziana si todo a € X tiene un entorno abierto U C R™ tal
que la restriccién f|xny es lipschitziana.

Por la equivalencia de normas en R™, estas nociones no dependen de las normas elegidas
(aunque la constante L si).

Lema 5.9. Un conjunto A C R™ tiene medida nula si y solo si, para todo € > 0, existe una
coleccion numerable de cubos {Cj}jen que cubre A con 3-;vol(Cj) < e.

Idea de la prueba. Toda caja cuyos lados tienen longitudes racionales se descompone en
cubos del mismo lado; en general, basta agrandar ligeramente cada caja de modo que sus lados
sean racionales.

Proposicién 5.10. Sea X C R™ y f: X — R™ lipschitziana. Si A C X tiene medida nula en
R™, entonces f(A) tiene medida nula en R™.

Prueba. Usamos la norma del maximo en R™ y sea L > 0 la constante de Lipschitz de f
respecto de ella. Un cubo C de lado ¢ tiene didmetro ¢; por lo tanto f(C N X) tiene didmetro
< Ll y esta contenido en un cubo C’ de lado L¢, con vol(C") = L™ vol(C).

Dado € > 0, por el Lema 5.9 existe una coleccién numerable de cubos {C;} que cubre A con
> vol(Cj) < e/L™. Entonces

F=Jsranc) clUc, Y wol()) = L™ Y vol(Cy) <. O

Corolario 5.11. Sea X C R™ y f: X — RF lipschitziana. Si k > m, entonces f(X) tiene
medida nula en RF.

Prueba. Sea X = X x {0} CR™ xRF™ =RFy f: X — R¥, f(x,0) = f(x). Con la norma del
maximo, ||(z,0) — (4,0)|leo = || — /|00, de modo que f es lipschitziana con la misma constante.
Como X C R™ x {0} tiene medida nula en R¥ (Ejemplo 3.9), la Proposicién 5.10 implica que

f(X) = f(X) tiene medida nula. O
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Observacion 5.12. La hipétesis de Lipschitz es esencial: la curva de Peano mencionada antes
es continua, pero su imagen |0, 1}2 no tiene medida nula en R2.

Ejemplo 5.13. Sea f: R — R, f(r) = 22, y X C R acotado, digamos |z| < ¢ para todo z € X.
Entonces |f(z) — f(y)| = |z + y| |z — y| < 2¢|z — y| para z,y € X. Asi, f es lipschitziana en
cada conjunto acotado y, por lo tanto, localmente lipschitziana en R (aunque no es lipschitziana
en R).

Proposicién 5.14. Toda aplicacion f: U — R¥ de clase C' definida en un abierto U C R™ es

localmente lipschitziana. Mds precisamente, f es lipschitziana en todo cubo cerrado contenido
en U.

Prueba. Una aplicacion es (localmente) lipschitziana si y solo si lo es cada una de sus coordenadas,
asi que podemos suponer k = 1. Sea B C U un cubo cerrado (una bola cerrada de la norma del
maximo) y sean a = (a1, ...,am), b= (b1,...,by) € B. Para 0 < i < m sea

Zi = (bla---abiaai+la--'aam)a

de modo que zp = a, 2y, = b, z; — zi—1 = (b; — a;)e; y todos los z; (y los segmentos que los unen)
estdn en B. Por el Lema del valor medio 1.19, existen ¢; € [z;—1, 2;] tales que

F) = fla) =D (f(zi) = f(zic1) = _(bi — ai)gg{(%)'
i=1 =1 i

Como las derivadas parciales son continuas y B es compacto, L = maxi<j<my MaxX,c BL%Z(%')‘
es finito, y
m
£(b) = f(@)] < LY |bi = a;| = L||b = ally < mL|[b - al|oo-
i=1
Como todo punto de U tiene un cubo cerrado centrado en él y contenido en U, f es localmente
lipschitziana. O

Lema 5.15 (Lindelof). Sea X C R™ y {Ux}rea una coleccion arbitraria de abiertos que cubre
X. Entonces existe una subcoleccion numerable {Uy, }ien que también cubre X .

Proposicién 5.16. Sea X C R™ y f: X — R™ localmente lipschitziana. Si A C X tiene
medida nula en R™, entonces f(A) tiene medida nula en R™.

Prueba. Por el Lema de Lindel6f existe una coleccién numerable de abiertos {U; };en que cubre
X y tal que cada restriccién f|xny, es lipschitziana. Entonces f(A4) = U; f(ANU;), y cada
f(ANU;) tiene medida nula por la Proposicién 5.10. Una unién numerable de conjuntos de
medida nula tiene medida nula. O

Corolario 5.17. Sea X C R™ y f: X — RF localmente lipschitziana. Si k > m, entonces f(X)
tiene medida nula en R¥. En particular, esto vale para toda aplicacion de clase C' definida en
un abierto de R™.



CAPITULO 6

Homeomorfismos, difeomorfismos y cambio
de variable

6.1 Calculo versus analisis: un ejemplo
Ejemplo 6.1. Consideremos el tetraedro
C={(z,y,2) €ER®: z,9,2>0, s +y+2<1}.

Mostremos que (a) C' es J-medible; (b) para toda funcién continua f: C' — R,

/Cf(a:,y,z) dzdydz = /01 (/Ol—z </01—y—z f(z,y,2) dx) dy) dz;

y (¢) vol(C) =
(a) C C 0,13 e

=

acotado y

w0

CC{zr=0u{y=0tu{z=0U{z+y+2=1}

Los tres primeros planos tienen medida nula (Ejemplo 3.9). El plano {z +y + z = 1} es la
imagen de la aplicacién afin T: R? — R3,

1 0 0 T
x x
T < > =10 1 ( ) + 10| = Yy )
Y -1 -1 Y 1 l—z—y
que es lipschitziana; por el Corolario 5.11, tiene medida nula en R3. Asi, 9C tiene medida nula
y C es J-medible.

(b) Sea f la extensién de f por cero. Por el Teorema de Fubini (con la variable z en el exterior),

/Cf _ /[071]ng /01 </[O7”2fz($,y) dxdy) dz, (6.1)

donde f,(z,y) = f(z,y,z). Fijado z € [0, 1], sea
C.={(z,y) €[0,1*: (z,y,2) €Ct={(z,y): 2,y >0, 2 +y<1-z}.

Entonces f, = f(-,-,z) en C. y f. = 0 en [0,1]?\ C.. Sus discontinuidades estdn contenidas
en el segmento {x +y = 1 — z}, que tiene medida nula en R?; luego f- es integrable y en (6.1)
podemos escribir [ en lugar de J. Como f- = 0 en el interior de [0,1] x [1 — z,1],

/Cf = /01 </[0,1]x[0,1—z} fz(m,y) dxdy) dz = /01 </01_Z (/:fyz(x) da:) dy) dz,
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donde, para z € [0,1] e y € [0,1 — 2] fijos, fy.(z) = f(z,y,2) siz € [0,1 -y — 2]y fy.(x) =0si
x € (1 —y — z,1]. Esta funcién es integrable (a lo sumo es discontinua en . =1 —y — 2) y se
anula en el interior de [1 —y — z, 1], de modo que

/cf = /01 (/Ol—z </01_y_zf(:v,y,z) dx) dy) dz.

(c) Con f=1:

Vol(C’):/Ol/ol_z(l—y—z)dydz:/ol(1_2Z)2dz:€13.

6.2 Homeomorfismos

Definicién 6.2. Sean X C R™ e Y C R* conjuntos cualesquiera. Un homeomorfismo entre X
e Y es una aplicacién f: X — Y biyectiva y continua cuya inversa f~!': Y — X también es
continua. Decimos que X e Y son homeomorfos (X ~Y') si existe un homeomorfismo entre
ellos.

Proposicion 6.3. Ser homeomorfos es una relacion de equivalencia.

Prueba. La identidad id: X — X es un homeomorfismo (reflexividad); si f: X — Y es un
homeomorfismo, también lo es f~1: Y — X (simetria); y si f: X - Y y g:Y — Z son
homeomorfismos, go f: X — Z también lo es (transitividad). O

Proposicién 6.4. Si f: X =Y es un homeomorfismo y A C X, la restriccion fla: A — f(A)
es un homeomorfismo.

Ejemplo 6.5. Dos intervalos compactos [a,b] v [¢,d] (a < b, ¢ < d) son homeomorfos: todos
son homeomorfos a [0, 1] mediante

F:00,1 = [a,b], fl@)=a+O®-a)z,  f iy =2"2 (6.2)

Ejemplo 6.6. Todos los intervalos abiertos son homeomorfos entre si. Hay cuatro tipos:
(a,b), (—o0,b), (a,+0) y R. Se tiene (a,b) ~ (0,1) por (6.2); (a,+00) ~ (0,+00) mediante
x+— = —a; (—o0,b) =~ (0,4+00) mediante z — b — z; (0,1) =~ (0, +00) mediante = — tan(mz/2);
y R 2~ (0, +00) mediante z +— e*.

Ejemplo 6.7. Sea [|-|| una norma en R™. Dos bolas cerradas son homeomorfas entre si, y dos
bolas abiertas son homeomorfas entre si y a R™:

(a) B(0,1) ~ B(a,r) mediante x — a + rz; por restricciéon, B(0,1) ~ B(a,r).

. z . Yy
(b) B(0,1) ~ R™ mediante x — —————, cuya inversa es y — :
i 1+ [yl
(c) Si |||l y [I]l' son dos normas en R™, con bolas unitarias cerradas B y B’, la aplicacién
- -, HxH/ x, siz#0,
h: B— B,  hz)={ |

0, six =0,
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es un homeomorfismo (su inversa se obtiene intercambiando los papeles de las normas),
que lleva la bola abierta B sobre B’ y la esfera {||z| = 1} sobre {||z|’ = 1}.

Ejemplo 6.8. El circulo S! = {||z||2 = 1} es homeomorfo al borde del cuadrado [—1,1]?, es
decir, a {||y||oc = 1} (cuadrado de lado 2): basta tomar

L - )
fi8' = A{lylo =1}, flx)= S (TR
~ [ ]loo yll2
Esta f es precisamente la restriccién a St del homeomorfismo del Ejemplo 6.7 (c) (con ||-|| = ||-||2

v Il = Illso)s 1o que ilustra la Proposicién 6.4.

Proposicién 6.9 (Invariantes topolégicos). Sea h: X — Y un homeomorfismo entre X C R™
e Y C R¥. Entonces:

(a) una sucesion (x;) converge en X siy solo si (h(x;)) converge en'Y;

(b) A es abierto (resp. cerrado, denso) en X siy solo si h(A) es abierto (resp. cerrado, denso)
enY;

(¢) AC X es compacto (resp. conexo) si y solo si h(A) es compacto (resp. conexo);

(d) (propiedad del punto fijo) si toda aplicacion continua X — X tiene un punto fijo, lo
mismo ocurre con toda aplicacion continuaY — Y : dada g: Y — Y continua, la aplicacion
h=togoh: X — X tiene un punto fijo p, y entonces h(p) es un punto fijo de g.

Ejemplo 6.10. Sea f: [0,27) — S, f(t) = (cost,sint). Entonces f es biyectiva y continua,
pero f~! no es continua. De hecho, S y [0, 27) no son homeomorfos, pues S! es compacto y
[0,27) no lo es. También puede verse directamente: si ; € S! tiende a (1,0) alternando por
encima y por debajo del eje horizontal, las preimagenes f _1($J’) se acercan alternadamente a 0
y a 27, y no convergen.

6.3 Difeomorfismos

Definiciéon 6.11. Sean U,V C R™ abiertos y r > 1. Un difeomorfismo de clase C" entre U y
V es una aplicacién f: U — V biyectiva, de clase C", cuya inversa f~1: V — U también es de
clase C". Decimos que U y V son difeomorfos si existe un difeomorfismo entre ellos.

Observacién 6.12. No existen difeomorfismos entre abiertos no vacios de espacios de dimen-
siones distintas. En efecto, sean U C R™ y V' C R* abiertos no vacios y f: U — V biyectiva
de clase C! con inversa de clase C'. Si m < k, como f es localmente lipschitziana, V = f(U)
tendria medida nula en R¥ (Corolario 5.17), lo cual es absurdo porque V' es un abierto no vacio.
Si m > k, se aplica el mismo argumento a f~!. Luego m = k.

Corolario 6.13. Si f: U = V es un difeomorfismo de clase C", entonces df,: R™ — R™ es
un isomorfismo para todo x € U, y (df;)~! = d(ffl)f(l,).

Prueba. Por la regla de la cadena (Teorema 1.35), de f~'o f =idy y f o f~! = idy se obtiene
d(f_l)f(x) Odfx :idy dfde(f_l)f(x) = id. O

Proposicion 6.14. Dos intervalos abiertos cualesquiera son difeomorfos de clase C.
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Prueba. Todos los homeomorfismos del Ejemplo 6.6 son de clase C'*° y tienen inversa de clase
C®: z—a+(b—a)z, z—x—a,z—b—x z— tan(rz/2) (con inversa y — 2 arctany;
también sirve x — 12-) y = +— e* (con inversa log). O

Ejemplo 6.15. Dos bolas abiertas de R™ son difeomorfas entre si y difeomorfas a R™. Usemos
la norma euclidiana y consideremos

x
f:B™ — R™, flz) = ———,
1 — [|z]
homeomorfismo con inversa f~!(y) = T +3|J|yH' Para 1 <i <m,
1 x; T
€ + —, six #0,
0 oy~ VTl Tl Tl
€Ty .
€i, siz =0,

que es continua en B™. Asi, f es de clase C'; analogamente f~! es de clase C', de modo que f
es un difeomorfismo de clase C*.

Observaciéon 6.16. La aplicacién f anterior no es de clase C? (la norma euclidiana no es
diferenciable en 0). En cambio,

T _ y
g:B" = R",  g(z) = —— 9 ' (y) =

VIl VIl

es un difeomorfismo de clase C°°, pues ||z||? es polinomial y 1 — ||z[|? > 0 en B™.

6.4 Teorema del cambio de variable

Teorema 6.17 (Cambio de variable). Sean U,V C R™ abiertos, p: U — V un difeomorfismo
de clase C', K C V un compacto J-medible y f: K — R integrable. Entonces:

(a) oY (K) es compacto y J-medible;
(b) foyp: o (K)— R es integrable;

(©) [ stdy= [ | fe@) et Jo(r)] da-

U

Figura 6.1: Situacién del teorema del cambio de variable: y = ¢(x).
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6.4.1 Comentarios sobre el teorema

Dimensién 1. Sea ¢: [a,b] — [c,d] un difeomorfismo de clase C" (r > 1) y f: [¢,d] = R
integrable. Entonces f o ¢ es integrable y

/[c,d] Fy)dy = /W)] fleo(x)) ¢ (x)| da.

Si ¢ es creciente (¢’ > 0), esto es la féormula cldsica fcdf(y) dy = f(ff(ap(a:))ap’(x) dx. Si p es
decreciente (¢’ < 0, p(a) =d, ¢(b) = ¢), la férmula clésica se escribe

e (d) a
[iwan=[7 " o= [*rewe@ar= [ @)@

e~ 1(c)

El valor absoluto compensa la orientacién de la recta.

Interpretacién geométrica de |det Jp|. La derivada dy, transforma el cubo infinite-
simal de lados dzieq,...,drmpe, en el paralelepipedo de lados g—z(x)dxl,...,a’?v—fn(az)d:pm,

cuyo volumen es |det Jp(z)|dzy - - - dxy,, (Figura 6.2). Por ejemplo, en coordenadas polares
o(r,0) = (rcosf,rsinf) se tiene |det Jo(r, )| = r: un rectangulo de lados dr y df se transfor-
ma en un sector anular de area aproximada 7 dr df.

0 Yy
________ /K ~~ rdrdf
oy | ] [ ]
L 5D
<> T X
dr

(lﬂ?gl p
P

area = |det Jy(x)| dx1 dxo

Figura 6.2: Interpretacién geométrica del factor |det Jop|: arriba, coordenadas polares; abajo,
imagen de un cuadrado infinitesimal por dy,.



CariTULO 7

Superficies

7.1 Definiciones basicas

Definicién 7.1 (Inmersion). Sea Uy C R™ abierto. Una aplicacién ¢: Uy — R™ de clase
C™ (r > 1) es una inmersién si su derivada dp,: R™ — R" es inyectiva para todo z €
dp

Up; equivalentemente (Subseccién 1.6.5), si los vectores g—;’;(x), .-+, g () son linealmente

independientes para todo x € Uj.

Definicién 7.2 (Parametrizacién). Una parametrizacion m-dimensional de clase C™ (r > 1) de
un conjunto U C R™ es un homeomorfismo ¢: Uy — U, definido en un abierto Uy C R™, que es
una inmersién de clase C” (vista como aplicacién ¢: Uy — R™).

Ejemplo 7.3. Sea U = {(7,9,2) € R3: z = 2% + y?} (paraboloide) y ¢: R? = U, ¢(z,y) =
(z,, 2% + 3?). Entonces ¢ es una parametrizaciéon bidimensional de clase C™ de U:

(a) ¢ es un homeomorfismo: es continua y biyectiva, con inversa continua ¢! (z,y,2) = (z,y);
(b) ¢ es de clase C°, pues sus coordenadas son polinomiales;

(¢) ¢ es una inmersién, pues

1 0
Jo(z,y)=10 1
20 2y

tiene columnas linealmente independientes (rango 2), asi que dy(, ) es inyectiva.

Definicién 7.4 (Superficie). Un conjunto M C R™ es una superficie de dimension m y clase C"
(r > 1) si todo punto p € M pertenece a un abierto U de M que admite una parametrizacién
m-~dimensional de clase C", ¢: Uy — U, con Uy C R™ abierto. Escribimos M™ cuando queremos
enfatizar la dimensién.

Cada tal p: Uy — U se llama parametrizacion local de M (en torno de p, si p € U).

Recordemos que U C M es abierto en M si U = M N O para algin abierto O C R".

7.2 Ejemplos

Ejemplo 7.5. Todo abierto U C R™ es una superficie de dimensiéon m y clase C°° en R™:
basta tomar ¢ = idy.

Ejemplo 7.6. Si M C R"™ es una superficie de dimensién m y clase C", todo abierto U
de M es también una superficie de dimension m y clase C". En efecto, dado p € U, sea
p: Vo — V una parametrizacién local de M en torno de p. Como U NV es abierto en M y
¢ es continua, ¢~} (U NV) es abierto en Vj, y por lo tanto en R™. Entonces la restriccion
Plo-1wnvy: @ HUNV) = UNV es una parametrizacién local de U en torno de p.
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Ejemplo 7.7. Todo subespacio vectorial E C R™ de dimension m es una superficie de dimension
m y clase C*°. Sea {b1,...,by,} una base de E'y ¢p: R™ — E, o(x) = > z;b;. Entonces ¢ es
un isomorfismo lineal (luego un homeomorfismo), es de clase C®y Jp = [bl |- bm] € Muxm
tiene columnas linealmente independientes; asi, dy es inyectiva.

Ejemplo 7.8 (Graficos). Sea U C R™ abierto y f: U — R¥ de clase C" (r > 1). El grafico
graf(f) = {(z,y) eR" xR": w €U, y = f(z)}

es una superficie de dimensién m y clase C” en R™+*. Usamos la parametrizacién ¢: U —
graf(f), () = (z, f(z)):

(a) ¢ es un homeomorfismo, con inversa ¢!

= Tm|gra(f) (Proyeccién sobre R™);

(b) ¢ es de clase C”;

> € M (k) xm tiene rango m.

I
¢ es una inmersién, pues Jp(z) =
(c) ¢ p(x) ( JF(z)

Ejemplo 7.9 (El cono). Sea C = {(z,y,2) € R3: 2z = /22 +42}.
(a) C\{0} es una superficie de dimensién 2 y clase C*, pues es el grafico de g(x,y) = /22 + 42,
que es de clase C>° en R?\ {0}.

(b) C es homeomorfo a R? (es el grafico de la funcién continua g: R? — R); es una “superficie
topologica”.

(c) Sin embargo, C no es una superficie de clase C" (r > 1). En efecto, si a(t) = (x(¢),y(¢), 2(¢))
es una curva en C, diferenciable en 0 y con a(0) = 0, entonces z(t) > 0 = z(0), de modo
que 2'(0) = 0; y como |z(t)|, |y(t)] < z(t), también 2/'(0) = 3/'(0) = 0. Es decir, todos los
vectores velocidad en 0 son nulos, mientras que en una superficie de dimensién 2 forman
un plano (Proposicién 8.7).

7.2.1 La esfera

Usaremos el siguiente lema.

Lema 7.10. Las aplicaciones
hi(0,2r) = S'\{(1,0)},  h: (—mm) =S\ {(-1,0)},

ambas dadas por 0 — (cosf,sinf), son homeomorfismos, con inversas

—1 v
h = 2arct .
), (u,v) arc an(l+u)

Prueba. Ambas son biyectivas y continuas. Si 0 € (0,27) y (u,v) = (cosf,sinf), entonces
s 0 T T
3—2€(=%3)y

v
ht =7 — 2arct (
(u,v) =7 — 2arctan 1w

<7r 9) 0 QSingcosg sin 0 )
:Cotf = = = s
2 2 2 251112% 1—cosf 1—u

de donde 6 = 7 — 2arctan 7%, que es continua en S*\ {(1,0)}. Andlogamente, si 6 € (—,7),

0 T 0 _ _sinf® __ _w
entonces 5 € (—5,5) ytang = 77555 = Tra- O
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Ejemplo 7.11 (Coordenadas esféricas). La esfera S* = {(x1,z2,73) € R®: 23 + 23+ 23 =1}
es una superficie de dimensién 2 y clase C'*°. Consideremos la aplicacién (latitud z, longitud y;
ver Figura 7.1)

o(x,y) = (cosx cosy, cosxsiny, sinx)

y el semimeridiano cerrado G = {(x1,22,73) € S*: x5 =0, 21 > 0}, que contiene a los polos
N =(0,0,1)y S = (0,0, ~1).

Afirmacién 1. ¢: (—=%,%) x (0,27) — S? \ G es una parametrizacién bidimensional de clase
Cc*.

(a) ¢ es un homeomorfismo. Es continua y biyectiva, con inversa

w_l(xl,xg,mg) = (arcsinxg, I (xl, 372)) , p=\/2? + 3,
p’ p

que es continua por el Lema 7.10. Esta bien definida: si p = 0, el punto es un polo, que

pertenece a G; y si (x1/p,x2/p) = (1,0), entonces o = 0 y 21 > 0, de nuevo un punto de
G.

(b) ¢ es de clase C*°, pues sus coordenadas lo son.

(¢) ¢ es una inmersion. Tenemos

—sinxcosy —coszsiny

d d
Jo(x,y) = | —sinzsiny coszcosy |, ﬁx—soz—cosxnp(x,y),

0 1o}
CcoS T 0 . y

y como cosx # 0 para x € (—g, g), las columnas son linealmente independientes.

Afirmacién 2. Si G_ = {(z1,z2,23) € S*: 2 =0, 21 < 0}, entonces ¢: (—3,%) X (—m,m) —
S?\ G_ es una parametrizacién bidimensional de clase C* (la prueba es la misma, usando h en
lugar de h).

Las imégenes de estas dos parametrizaciones cubren S?\ (GN G_) = §?\ {N, S}. Para
cubrir los polos basta intercambiar el papel de los ejes: la aplicacién

Y(x,y) = (sinx, cosxcosy, coszsiny), (z,y) € (=5, %) x (0,2m),

es la composicién de ¢ con la isometria lineal (a,b,c) — (c,a,b), luego parametriza S? \ E,,
donde Ey = {z € §?: 23=0, 20 > 0}; y N =9(0,3), S = (0, 2F).

Ejemplo 7.12 (Esferas: parametrizacién por hemisferios). La esfera S™ = {z € R™*! :
24 +x,2n+1 = 1} es una superficie de dimensiéon m y clase C*° en R™*1. Para 1 <i <m+1
consideremos los hemisferios abiertos

Hiy ={zxeS™: z; >0}, Hi_ ={zxeS™": z; <0},

y las aplicaciones ;4 : B"™ — H;i,

ity Am) = (At di, /12— 2, X Am)-
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Figura 7.1: Coordenadas esféricas: latitud « € (=%, 5) y longitud y € (0, 27). La parametrizacién
¢ cubre §?\ G.

Cada ;1 es una parametrizacién m-dimensional de clase C°°, pues H; es el grafico (respecto
de las coordenadas distintas de la i-ésima) de la funcién ++/1 — [[A[2, de clase C°° en B™
(Ejemplos 7.8 y 7.13). Como todo punto de S™ tiene alguna coordenada no nula, S™ =
U;’;*ll(HH U H;_). Para m = 2 se obtienen seis parametrizaciones de S? por hemisferios; por

ejemplo, p3+(z,y) = (x,y, £v/1 — 22 — y?) en el disco unitario.

7.2.2 Mas ejemplos

Ejemplo 7.13 (Gréficos respecto de coordenadas arbitrarias). Sea U C R™ abierto y f =
(fi,-o o, fr): U —RF de clase C". Sea I = {i1 < --- < i} C {1,...,m + k} un multi-indice de
orden my I¢ = {#} < --- <} su complemento. El grifico de f relativo a I,

m k
graf;(f) = {Za:je,-j +Zfl(ac1,...,xm) ey : (1,...,om) € U} c RI e RIF = R™FF,
j=1 =1

es una superficie de dimensién m y clase C" en R™*: es la imagen de graf(f) por una
permutacion de coordenadas (ver el Ejemplo 7.14).

Ejemplo 7.14 (Transformaciones de superficies). Sea M C R™ una superficie de dimension
my clase C", y ¥: W — W’ un difeomorfismo de clase C" entre abiertos de R™, con M C W.
Entonces M’ = W(M) es una superficie de dimensién m y clase C".

Prueba. Sea p' € M' y p = ¥~ 1(p') € M. Sea ¢: Uy — U una parametrizacién local de M
de clase C" en torno de p y U’ = ¥(U). Como U = M N O con O C R™ abierto, se tiene
U =M NY(ONW), que es abierto en M’ porque ¥ es un homeomorfismo. Afirmamos que
Vo p: Uy — U es una parametrizacién m-dimensional de clase C”: es un homeomorfismo
(composicién de homeomorfismos), es de clase C” (composicién de aplicaciones C”) y es una
inmersién, pues por la regla de la cadena (Teorema 1.35) d(W o @), = d¥ ;) o dp,, donde dp,

es inyectiva y d¥,,) es un isomorfismo (Corolario 6.13). O

o(x

Ejemplo 7.15 (Productos). Sean M C R™ y N C R™ superficies de clase C" y dimensiones
m1 y me. Entonces M x N es una superficie de dimensién my + mo y clase C™ en R™ x R"2,
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En efecto, dado (p,q) € M x N, sean ¢: Uy — U y ¢: Vj — V parametrizaciones locales de M
y N en torno de p y q. Entonces U X V es abiertoen M x N y

ex:Upgx Vo —=UXYV, (@Xw)(xay):(ﬁﬂ(a”)ﬂﬁ(y))y
es una parametrizacién (m; + mg)-dimensional de clase C": es un homeomorfismo de clase

J
cry,m@w):(o%@ Ju

S! x S' ¢ R* son superficies de clase C™.

) tiene rango mi 4+ ma. Por ejemplo, el cilindro S' x R y el toro

7.3 Conjuntos de nivel como superficies

7.3.1 Motivacidén: sistemas de ecuaciones lineales

Consideremos un sistema de k ecuaciones lineales con m incégnitas,

apry + a2 + - + AT, = by,
(*)
ap121 + aka®2 + -+ + ApmTm = by,
que en el lenguaje del 4lgebra lineal se escribe Az = b, con A = (a;j) € My, (una aplicacion
lineal R™ — R¥), 2 € R™ y b € R¥. ;Cémo parametrizar el conjunto solucién?

« Sibc RF\Im(A), el sistema no tiene solucién.

o Sibe Im(A), tomamos zg € R™ con Az = b; el conjunto solucién es xy + Ker(A). Si
¢ = rango(A), se trata de un subespacio afin de R™ de dimensiéon m — /.

Basta, pues, parametrizar Ker(A). Como el rango de A es ¢, existen ¢ direcciones candnicas
€j,---,€j, cuyas imagenes por A generan Im(A).

Proposiciéon 7.16. Sea A € Mgy derango €, J={1<j1<---<jp<m}el=J={1<
i1 <+ <im_g < m}. Son equivalentes:

(i) span{Ae;,, ..., Aej,} =Im(A);
(i) Ker(A) @ R/ = R™;
(iii) la proyeccion candnica 7r: Ker(A) — R es un isomorfismo;

(iv) Ker(A) es el grdfico de una aplicacion lineal T: RT — RY, es decir, Ker(A) = {u + T(u) :
u € R}

Ejemplo 7.17. Sea A: R3 — R? lineal de rango 2. Su niicleo es una recta de R3; si, por ejemplo,
I={1}yJ=/{2,3}, esta recta es el grifico de una aplicacién lineal 7: R{t} — R{2:3},

En conclusion, Ker(A) y el conjunto solucién de (*) se parametrizan mediante

m—¢ m—~
@: R™* - Ker(A) Cc R™, o(A) = Z Ajei; + T(Z Aj%-)a
j=1 j=1

Y R™E 5 {2 Az = b}, P(A) = 20 + ©(N).
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7.3.2 El caso no lineal

Consideremos ahora un sistema

fl(:z:l,...,:nm):cl, ey fk(fbl,...,l'm)zck, (fL‘l,...,ZL'm)GUCRm,

que en el lenguaje del anélisis se escribe f(z) = ¢, con f = (f1,..., fx): U — R¥ y ¢ € RF.
;,Cémo parametrizar su conjunto solucién?

(a) SiceRF\ f(U), el sistema no tiene solucion.

(b) Sic e f(U), tomamos una solucién xg € U. Si U es abierto y f es de clase C, para h ~ 0
se tiene f(xo + h) = f(xo) + dfsy(h) = ¢+ dfy,(h). Asi, infinitesimalmente, g + h es
solucion si y solo si dfz,(h) = 0, es decir, h € Ker(dfy,): cerca de xg, el conjunto solucién
deberia parecerse a xo + Ker(dfz,).

Notacién. Dado un multi-indice I C {1,...,m}, escribimos R™ = Rl @ R!" y, para 2 € R™,
r = 2! + 2 con 2! = 77(x) y 2!° = 7pe(x). El grdifico relativo a I de una aplicacién
EVoCRE 5 R es {u+&(u): ue Vol

Teorema 7.18 (Conjuntos solucién). Sean:

o UCR™ abiertoy f: U — RF de clase C" (r > 1);
e ccR¥ yxgc U con f(xo) =c;

o ( =rango(dfy,) eI C {1,...,m} un multi-indice de orden m—{ respecto del cual Ker(dfz,)
es el grdfico de una aplicacion lineal T: RT — RI.

Si rango(df;) = ¢ para todo x en un entorno U de xg, entonces existe un abierto V.C U que
contiene a xqo tal que el conjunto solucion {x € V : f(z) = c} es el grdfico relativo a I de una
aplicacion &: Vo — R de clase C™, definida en un abierto Vo C R! que contiene a xé. Ademds,

§(ah) = alf yde, =T.
Corolario 7.19. En las condiciones del Teorema 7.18:

(a) la aplicacion ¢: Vo — {x € V : f(z) = ¢}, p(u) = u+ &(u), es una parametrizacion
(m — {£)-dimensional de clase C" del conjunto solucion en V;

(b) si para cada solucion xy de f(x) = c el rango de df, es igual a £ en un entorno de x,

entonces el conjunto solucion f~1(c) es una superficie de dimensién m — £ y clase C" en
R™,

Casos especiales.

(a) rango(df,,) = m, es decir, df,, es inyectiva. Como f es de clase C!, df, sigue siendo
inyectiva para x en un entorno de zy (un menor m x m no nulo de Jf sigue siéndolo
cerca de x(). Por el Teorema 7.18 (con I = (), existe un entorno de zg en el cual la tnica
solucién de f(z) = ¢ es xo.

(b) rango(dfy,) = k, es decir, dfy, es sobreyectiva. Por continuidad, df, sigue siendo sobreyec-
tiva en un entorno de zg, y el Teorema 7.18 se aplica en torno de xg.
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Corolario 7.20 (Valor regular). Sea U C R™ abierto, f: U — R* de clase C" (r > 1) y
c e RF.

(a) Sirango(df,) = m para todo x € f~1(c), entonces f~1(c) es un conjunto discreto y
cerrado en U.

(b) Si rango(df,) = k para todo x € f~1(c) (decimos que c es un valor regular de f),
entonces f~1(c) es una superficie de dimension m—k y clase C" en R™. En particular,
sik =1, basta que V f(x) # 0 para todo x € f~1(c) para que f~1(c) sea una superficie
de dimension m — 1 y clase C".

Ejemplo 7.21. S™ = f~1(1) para f: R™*! - R, f(z) = ||z||?>. Como Vf(z) =2z # 0 en S™,
el Corolario 7.20 da otra prueba de que S™ es una superficie de dimensién m y clase C*°.

Ejemplo 7.22 (El grupo ortogonal). Sea

Om =1{X € Mpsm : XXT =1} ={A € LR™ R™): (Au, Av) = (u,v) Vu,v € R™}.

) . . 1 —1
Afirmamos que O,, es una superficie de clase C® y dimensién m?2 — T+l — mm=1) o,

) 2 2
Mpxm = R™ .

Prueba. Sea Sy, = R™™m+1)/2 ¢] espacio de las matrices simétricas y f: Mpmxm — Sm, f(X)=
XXT. Entonces O,, = f~1(I) y:

(a) f es de clase C*°, pues es polinomial;

(b) para X,V € My,xm,

(V) = 2L (x) = tim (X +tV)(X + V)T — X XT

- oV t—0 t

=XV +vxT"

(c) si XXT =1, dfx: Muxm — Sm es sobreyectiva: dada S € S,,, la matriz V = %SX
satisface XVT + VXT = IXXTS 4+ 19X XT = §.

Luego I es un valor regular de f y, por el Corolario 7.20, O,, es una superficie de dimensién

dim M, — dim Sy, = "2=1) 0
r1 T2 I3
Ejemplo 7.23. Veamos concretamente el caso m = 3. Identificando X = | x4 x5 g | con
7 T8 X9
(x1,...,29) € R?, la condicion X X7 = I equivale a
x]+ 23+ 23 =1, xi+ w4+ ag =1, x5+ rg+ x5 =1,

T1x4 + x2w5 + 2306 = 0, X127 + w2x8 + w3x9 = 0, 427 + T578 + Tewg = 0.
Linealizando en torno de I: df;(H) = H + HT =0, es decir,
hi = hs = hg =0, hy = —ha, h7 = —hs, hs = —hg.

Asi, Ker(dfr) es el grafico relativo al multi-indice {2,3,6} de la aplicacién lineal T': R{%36}
RULADT89} T(hy, by, he) = (0, —hg, 0, —hs, —hg, 0). Por el Teorema 7.18 existen:

(a) un abierto V C R? que contiene a la identidad I = (1,0,0,0,1,0,0,0,1);
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(b) un abierto Vp ¢ R{%36} =~ R3 que contiene a (0,0,0);

(¢) una aplicacién &: Vg — RILASTSI} de clase O, £(x9, 23, 26) = (1,24, T5, T7, T8, Tg),
con £(0,0,0) = (1,0,1,0,0,1) y

0 0 0
-1 0 0
0 0 0
d€0,0,0) = 0o -1 o |’
0 0o -1
0 0 0

tales que O3 NV = {u+&(u) : u € Vp}. En otras palabras, una matriz ortogonal X cercana a
I queda determinada por sus entradas (z2, x3, 2¢) = (he, hs, hg), y a primer orden

1 ha  hs
X = —hQ 1 hﬁ
—hs —hg 1

7.3.3 El grupo de rotaciones

Definiciéon 7.24. Decimos que una matriz ortogonal A € O,, es una rotacion si existe una
curva continua a: [0,1] = O, con a(0) =1y (1) = A.

Observacion 7.25. Si A € O,,, entonces det(A)? = det(AAT) = 1, es decir, det A € {—1,1}.

Proposiciéon 7.26. Una matriz A € Oy, es una rotacion si y solo si det A > 0 (es decir,
det A=1).

Prueba de (=). Si o es como en la definicién, la funcién ¢ — det a(t) es continua en [0,1] y
solo toma los valores +1; por conexidad es constante, e igual a det a(0) = 1. La implicacién
reciproca no se prueba aqui. ]

Corolario 7.27. El grupo de rotaciones SOy, ={A € O, : det A =1} es un abierto de O,

. . . , , .. m(m—1)
(pues det es continua); por el Ejemplo 7.6, es una superficie de clase C*° y dimension ~———=

en Mpyxm.-



CAPITULO 8

Aplicaciones diferenciables entre superficies

8.1 Motivaciéon y engorde de parametrizaciones

Recordemos la caracterizaciéon local de la diferenciabilidad clésica. Sea U C R™ abierto y
f: U — RF,
(a) f es diferenciable en xg € U si y solo si para algtin (todo) abierto V' C U que contiene a
xo la restriccién f|y es diferenciable en xy.

(b) f es diferenciable si y solo si cada punto de U tiene un entorno abierto V' C U tal que
flv es diferenciable.

Para definir la diferenciabilidad de una aplicacién definida en una superficie M usaremos
parametrizaciones locales. La herramienta técnica clave es la siguiente: toda parametrizacion
local puede “engordarse” a un difeomorfismo entre abiertos del espacio ambiente.

Proposicion 8.1 (Engorde de una parametrizacion). Sean M C R™ una superficie de dimension
m y clase C", po € M y ¢: Uy — U una parametrizacion local de clase C™ de M con ¢(0) = py.
Entonces existen un abierto W C R™ que contiene a py, un e > 0 y un difeomorfismo ®: Q7 — W
de clase C", donde Q7 = Q7" x Q2~™, tales que:

(a) Q7 C Up;

(b) ®(x,0) = ¢(x) para todo x € QI*;

(c) D(Q x {0}) = W N M.
Idea de la prueba. Sean w1, ..., w,_, € R™ vectores que completan una base junto con las
columnas de J¢(0), y G(z,y) = ¢(z) + >_; yjw; para (z,y) € Uy x R*™™. Como dG g es un
isomorfismo, por el teorema de la funcién inversa G es un difeomorfismo de clase C” de un cubo
Qj sobre un abierto. Como ¢ es un homeomorfismo sobre el abierto U de M, p(Q5') =M N O

para cierto abierto O C R"™; tomando € < 6 con G(QZ) C O, la inyectividad de G en Q} da (c)
con W =G(QF) y &= Glgn.

41
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M™ CR"”

Uy CR™

D ar (0}

QTL
e

Figura 8.1: El difeomorfismo ® “engorda” la parametrizacién ¢: ®(x,0) = p(x) y (QT x {0}) =
W N M (en azul).

8.2 Aplicaciones diferenciables en superficies

Proposicién 8.2. Sean M C R"™ una superficie de clase C", f: M — RF y po € M. Son
equivalentes:

(i) para alguna parametrizacion local p: Uy — U de clase C" en torno de py, la represen-

tacion local f o : Uy — R¥ es diferenciable (en el sentido cldsico) en xog = ¢ (po);

(ii) para toda parametrizacion local ¢: Uy — U de clase C" en torno de pg, la representa-
cion local f o ¢ es diferenciable en xo = ¢~ (po);

(iii) existen un abierto W C R™ que contiene a py y una aplicacion F: W — RF diferen-
ciable en pg tal que Flwan = flwnm-

Prueba. (iii)=(ii): dada una parametrizacién local ¢: Uy — U en torno de py, se tiene f oy =
F o en el abierto o~ 1(U N W) C R™. Como ¢ es diferenciable en xo y F es diferenciable en
©(zo) = po, la regla de la cadena implica que f o ¢ es diferenciable en z.

(ii)=(i): es inmediato.
(i)=-(iii): trasladando, podemos suponer zp = 0. Engordamos ¢ mediante ®: Q7 — W (Proposi-
cién 8.1) y definimos F: W — R* por

F:(fO(p)ono(I)_l,

donde 7, (z,y) = . Como ®~! es diferenciable en pg, 7, es lineal y f o ¢ es diferenciable en
0, F es diferenciable en py. Ademas, si ¢ € W N M, entonces ®~1(q) = (x,0) con p(x) =q, y

F(q) = f(p(x)) = f(a). O

Definicién 8.3. Sea M C R" una superficie de clase C" y f: M — R*.

(a) f es diferenciable en py € M si se cumple alguna (y, por tanto, todas) de las condiciones
de la Proposicion 8.2.
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M™ C R”

U() c R™

Figura 8.2: Representacién local f o ¢ de una aplicaciéon f: M — R¥.

(b) f es diferenciable si es diferenciable en todo punto de M.

8.3 Aplicaciones de clase C* en superficies de clase C"

Proposicién 8.4. Sea M C R™ una superficie de dimensién m y clase C", f: M — RF y
1 < s <r. Son equivalentes:

(i) en torno de cada punto p € M existe una parametrizacion local p: Uy — U de clase C"

tal que fo: Uy — RE es de clase C*;

(ii) para toda parametrizacion local ¢: Uy — U de clase C" de M, la representacion local
fow esde clase C?;

(iii) en torno de cada punto p € M existen un abierto W C R™ y una aplicacion F: W — RF
de clase C* tales que Flwrn = flwanm-

En este caso decimos que f es de clase C*®, y escribimos f € C%(M,R¥).

Prueba. (iii)=(ii): sea ¢: Uy — U una parametrizacién local y x € Uy. Por (iii) existen un

abierto W 3 p = ¢(z) y F: W — R de clase C* con F = f en W N M. Entonces, en el abierto
e Y (W NU) de Uy que contiene a z,

(f o)1 wnvy = (F o 0)|p-1(wru),

que es de clase C* (composicién de aplicaciones de clase C®, pues s < r). Como z es arbitrario,
f o es de clase C? por la caracterizacion local de la clase C®.

(ii)=(i): es inmediato.
(i)=(iii): dado p € M, sea ¢: Uy — U una parametrizacién local en torno de p con f o de clase
C*. Engordamos ¢ mediante ® en un cubo en torno de z = ¢~ (p) y definimos F: W — R¥ por

— -1
F=(fog)om ot
Cs oo cr

que es de clase C* (pues s < r) y coincide con f en W N M. O
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Corolario 8.5 (Cambio de coordenadas). Sea M C R"™ wuna superficie de clase C" y sean
o: Uy — U y1: Vo — V parametrizaciones locales de clase C™ con U NV # (. Entonces la
aplicacion de cambio de coordenadas

p o T UNV) = o™ (UNV)
es un difeomorfismo de clase C".

Prueba. El abierto U de M es una superficie de clase C” (Ejemplo 7.6) y la aplicacién ¢~ 1: U —
Lo =idy,
es de clase C°°. Por (ii), aplicada a la parametrizacién local |y-1(yny) de U, la aplicacién

R™ satisface la condicién (i) de la Proposicion 8.4 con s = r, pues ¢ cubre U y ¢~

o 101 es de clase C". Intercambiando los papeles de ¢ y 1, su inversa 1) ~! o ¢ también es de
clase C". ]

M™ CR?

/l/ )

‘/b C Rnl

©)

p o
\/@_1

Y=Y U NV) unv)

Figura 8.3: Cambio de coordenadas entre dos parametrizaciones locales.

8.3.1 Propiedades de las aplicaciones de clase C*

Sea M C R™ una superficie de dimensién m y clase C" y 1 < s < r. La definiciéon de
diferenciabilidad en superficies extiende la clasica (si M es un abierto de R, basta tomar
¢ =id). Ademés:

(a) C*(M,R) es un anillo y C*(M,R¥) es un médulo sobre C*(M,R).

(b) Si existe F': W — R* de clase C®, con W C R™ abierto que contiene a M y F|y = f,
entonces f es de clase C?.

(c) f=(f1,..., fx) € C(M,RF) siysolosi fi,..., fr € C5(M,R), pues (fog); = fiop.

(d) (Caracterizacion local) Si {Ux}aea es una cobertura de M por abiertos de M, entonces
f: M — RF es de clase C? si y solo si cada restriccién f|y, es de clase C*.

Prueba. Si cada f|y, es de clase C*®, dado p € M tomamos A con p € Uy y una para-
metrizaciéon local ¢ de Uy en torno de p con f o ¢ de clase C'%; como ¢ es también una
parametrizacién local de M, vale (i). Reciprocamente, si f es de clase C* y p: Uy — U es
una parametrizacién local de M en torno de p € Uy, su restriccion a ¢~ 1 (U N Uy) es una
parametrizacion local de Uy en torno de p, y f o ¢ es de clase C? alli. U
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(e) (Composicion) Sean M C R™ y N C R? superficies de clase C", f: M — RY de clase C*
con f(M)C Nyg: N — RFde clase C*. Entonces go f: M — R* es de clase C*. En
efecto, dado p € M, sean G: W’ — R¥ una extensién de clase C* de g en torno de f(p) y
F: W — R? una extensién de clase C* de f en torno de p con F(W) C W’ (reduciendo
W por continuidad); entonces G o F' es de clase C* y coincide con go f en W N M.

(f) Si ¢: Uy — U es una parametrizacioén local de clase C" de M, entonces ¢: Uy — R" y
@~ 1: U — R™ son de clase C". La primera afirmacién es la definicién; la segunda se sigue

de (i) en la Proposicién 8.4, pues ¢! o ¢ = idy,.

(g) Si N C M son superficies de clase C" en R” y f: M — R es de clase C®, entonces f|y
es de clase C*: basta usar (iii) de la Proposicién 8.4.

Corolario 8.6. Si N C M son superficies de clase C", la inclusion N — M es de clase C"
(es la restriccion de la identidad de R™).

8.4 Espacio tangente

Proposicion 8.7. Sean M C R" una superficie de dimension m y clase C",p € M yp: Uy — U
una parametrizacion local de clase C" con ¢(xo) = p. Entonces

{a/(0) : a: (—e,e) = M diferenciable en 0, «(0) = p} = dpy, (R™).

En particular, este conjunto es un subespacio vectorial de R™ de dimension m, y la imagen
dpz, (R™) no depende de la parametrizacion ¢.

Prueba. (D) Dado u € R™, la curva a(t) = ¢(zg + tu), definida para |t| pequeno, estd en M,
satisface «(0) = py o/(0) = dpy,(u).

(C) Sea a una curva como en el enunciado. Por continuidad, a(t) € U para |t| pequetio. La
aplicacion p~1: U — R™ es de clase C" (propiedad (f) de la seccién anterior), asi que cerca de
p coincide con una aplicacién de clase C" definida en un abierto de R™ (Proposicion 8.4 (iii));
por la regla de la cadena, 3 = ¢! o a es diferenciable en 0, con 3(0) = x¢. Como a = ¢ o f3, la
regla de la cadena da o/ (0) = dp,,(8'(0)) € dpg, (R™).

Finalmente, dim dg,, (R™) = m porque dp,, es inyectiva. O

Definicién 8.8 (Espacio tangente). El espacio tangente a M en p es el subespacio vectorial
de dimensién m

T,M = {d/(0) : «a: (—¢,e) = M diferenciable en 0, «(0) =p} = dps, (R™),

donde ¢: Uy — U es cualquier parametrizacion local de clase C” de M con ¢(xg) = p. Una
base de T,M es {g—;(xo),... 92 (20)}).

Y OTm

Proposicién 8.9. Sean W C R™ abierto, f: W — R¥ de clase C" y ¢ € R¥ un valor regular de
f, de modo que M = f~1(c) es una superficie de dimension n — k (Corolario 7.20). Entonces

T,M = Ker(df,) para todop e M.

Prueba. Ambos son subespacios de dimension n — k: T, M porque dim M = n — k, y Ker(dfy)
porque df, es sobreyectiva. Basta, pues, probar T,M C Ker(df,). Sea v = &/(0) € T,M con «
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una curva en M, «(0) = p. Como f(a(t)) = ¢ para todo ¢ cerca de 0, derivando en t = 0 y
usando la regla de la cadena,

0= (foa)(0) = dfa) (' (0)) = dfy(v). O
Ejemplo 8.10. Por el Ejemplo 7.22, O,, = f~'(I) con f(X) = XX e I valor regular. Luego
T1Om, = Ker(df7) = {A € Mppsm = A+ AT =0},

. . s . . . -1
el espacio de las matrices antisimétricas, que en efecto tiene dimensién m(”; ).

Observacién 8.11 (El espacio ambiente no importa). Sea £ C R™ un subespacio vectorial y
M C E. Un subconjunto U C M es abierto en M considerado como subconjunto de R” si y solo
si lo es considerado como subconjunto de E (toda norma de R™ restringida a E es una norma
de E). En consecuencia, M es una superficie de dimensién m y clase C” en R" si y solo si lo
es en £ = RYME (identificando E con RY™ ¥ mediante una base): las parametrizaciones son
las mismas, ser homeomorfismo es una propiedad intrinseca, y ni la clase C" ni la inyectividad
de la derivada dependen del espacio ambiente (el ambiente solo interviene al controlar el error

mediante una norma, y basta restringirla).

Ejemplo 8.12. Sea E C R™ un subespacio vectorial de dimensién k. Si L: R¥ — E es la
isometria lineal asociada a una base ortonormal de E, entonces L(S¥~1) = S*~! N E. Por la
observacion anterior, S”~! N E es una superficie de dimensién k — 1 y clase C*, y L, L' se
restringen a aplicaciones de clase C, inversas entre si, entre S¥~1 y S 1 N E.

8.5 La derivada de una aplicacion definida en una superficie

Definicién 8.13. Sean M C R™ una superficie de clase C", pg € M y f: M — RF diferenciable
en pg. Para v € T, M definimos df,, (v) € R¥ mediante cualquiera de las siguientes formulas:

(i) dfpy(v) = (f o) (0), donde a: (—e,e) — M es diferenciable en 0, a(0) = py y ¢/(0) = v;

)
(ii) dfp,(v) = 8(f O“’ (x0), donde ¢: Uy — U es una parametrizacién local de clase C” en torno
X

de pg, o = po) v u € R™ es el tinico vector con dyg,(u) = v;

(iii) dfp,(v) = %(po), donde F: W — RF es diferenciable en pg, W C R™ es un abierto que
contiene a po y Flwnam = flwnn-

Observacion 8.14. Explicitamente,

(Foa)(0) = liy f(a(t))t— f(po). fgj(po) - 1im F(po + t?;) — Fpo)

En general py + tv ¢ M; por eso en (iii) se necesita la extensién F'.

Proposicién 8.15. Las tres formulas de la Definicion 8.13 no dependen de las elecciones
realizadas (o, ¢ o F') y son equivalentes.

Prueba. (i)<(iii): como « es continua en 0, a(t) € W N M para |t| pequeno, y alli foa = Foa.
Luego

(f 0 @)'(0) = (Feoa)(0) = dFy)(a'(0)) = dFpy(v) = - (po)-
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El primer miembro no depende de F' y el tltimo no depende de «; por lo tanto ninguno depende
de las elecciones.

(ii)<(iii): en un entorno de zg se tiene f o = F o ¢, asi que

5(22@(9;0) — A(F 0 @)y (1) = dFyy (dipwy (1)) = dFy () = 2L (po). -

Proposicion 8.16. Sea M C R"™ una superficie de clase C™ y pg € M.
(a) La definicion extiende la derivada cldsica de aplicaciones definidas en abiertos de R™
(tomar F = f en (iii)).
(b) Si f: M — R es diferenciable en po, la aplicacion dfy,: Ty M — R es lineal: df,, =
deO‘TpOM'

(c) (Aritmética) Si f,g: M — R¥ y X\: M — R son diferenciables en pg, entonces, para todo

veT,yM,
d(f £ g)po (v) = dfp, (v) £ dgp, (v),
A )po(v) = A(po) dfpy (v) + dAp, (V) f(po),
(pO) dfpo (U) - d)‘po (U) f(pO)

A(F /N () = (A(po) #0).

A(po)?
Basta usar (iii) y la Proposicion 1.33.

(d) Sean N C RY otra superficie de clase C" y f: M — R? diferenciable en py con f(M) C N.
Entonces dfpy(Tpo M) C Ty(poyN: siv = a/(0), la curva f o« estd en N, es diferenciable
en 0 y pasa por f(po), de modo que dfp,(v) = (f o @) (0) € Ty N. Asi, consideramos
Afpy: TpoM = Tp(po) N -

(e) (Regla de la cadena) Sean M, N, P superficies de clase C", f: M — N diferenciable en
po y g: N — P diferenciable en f(py). Entonces go f es diferenciable en pgy y

d(g o flpo = dgs(pe) © Afpo: TooM = Ty(s(po)) P-

(f) (Derivacién en coordenadas) f = (f1,..., fr): M — R¥ es diferenciable en py si y solo si
cada f; lo es y, en ese caso,

dfPO (U) = ((dfl)po (U)> Tt (dfk)po (U))v CAS TPOM‘

Prueba de (e). Si F'y G son extensiones de f y g diferenciables en pg y en f(po) (con F (W)
contenido en el dominio de G), entonces G o F' es una extensién de g o f diferenciable en py.
Seav € Tpy,M y a: (—¢e,e) — M con «(0) = py y &/(0) =v. Como f o« es una curva en N con

(foa)(0)= f(po) y (foa)(0)=dfp,(v), la férmula (i) aplicada a g da

dg () (Afo () = (g0 (£ 0))"(0) = (g 0 f) 0@)'(0) = d(g © f)p (v)- 0



CAPITULO 9

Integraciéon en superficies

Que una superficie sea diferenciable significa que puede ser infinitesimalizada: sus infinité-
simos viven en el espacio tangente. El elemento de volumen dg de una superficie mide el
volumen m-dimensional del paralelepipedo infinitesimal generado por los vectores tangentes
D¢ O

ey dxy, ..., Do dZpm,.

9.1 Integracion en abiertos de R™

Empezamos con las superficies més sencillas: los abiertos de R™ (no necesariamente acotados).

Definicién 9.1. Sea U C R™ abierto. Una funcién acotada f: U — R tiene soporte compacto
si existe un compacto K C U tal que f = 0 fuera de K.

Proposicion 9.2. Sean Y C X C R™ acotados y f: X — R acotada con f =0 fuera de Y.
Entonces in = iyf y [xf=[yf. En particular, f es integrable en X si y solo si fly es
integrable en Y y, en ese caso, [y f = [y f.

Prueba. Las extensiones por cero de f y de f|y a R™ coinciden. O

Definicién 9.3. Sea U C R™ abierto y f: U — R con soporte compacto, digamos f = 0 fuera
del compacto K C U. Definimos

/Uf(x) dz = /Kf(x) dz, /Uf(x) dz = /Kf(x) der.

Por la Proposicién 9.2, estas cantidades no dependen del compacto K (ambas coinciden con las
integrales de la extension por cero de f en cualquier caja que contenga a K). Decimos que f es
integrable si [ f = [y f; este valor comin se denota [;; f(z) da.

Proposicion 9.4. Sea U C R™ abierto.

(a) SiU es acotado, la definicion anterior coincide con la integral usual en U (Proposicion 9.2).

umas y maultiplos escalares de funciones con soporte compacto tienen soporte compacto

b) S Wtipl l d ) t to ti t t
(basta tomar la union de los compactos), y valen la aditividad algebraica y el producto por
un escalar.

(¢) Valen la comparacion de integrales y la desigualdad triangular.

(d) Toda funcion continua con soporte compacto f: U — R es integrable.

Prueba de (d). Sea K C U compacto con f = 0 fuera de K. Por compacidad, K puede cubrirse
con un numero finito de cajas cerradas contenidas en U; su unién L es un compacto J-medible
con K C L C U. Entonces iUf = iLf vy [uf = [.f, y como f|r es continua en el conjunto
J-medible L, es integrable. a

48
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Teorema 9.5 (Fubini en abiertos). Sean U C R™ y V C R™ abiertos y f: U xV — R continua
con soporte compacto K C U x V.

a) Para caday € V, la funcion f,: U — R, f,(x) = f(z,y), es continua con soporte compacto
y y
contenido en Ty (K N (R™ x {y})) (Figura 9.1, izquierda).

(b) La funcion iy: V =R, i1(y) = [, fy(z) dz, es continua con soporte compacto contenido
en m,(K) (Figura 9.1, derecha).

| tewady= [ ([ t@yas)ay= [ ([ r@o)ay) .

R™ R™

(c) Se tiene

Y

Rm

Figura 9.1: Soportes en el teorema de Fubini: a la izquierda, el soporte de f,; a la derecha, el de
i1.

Teorema 9.6 (Cambio de variable en abiertos). Sean U,V C R™ abiertos, ¢: U — V un
difeomorfismo de clase C" (r > 1) y f: V — R continua con soporte compacto K. Entonces
fow:U — R es continua con soporte compacto o~ (K) y

[ 1wy = [ fet) et Tow)] d.
\4 U

Es decir, [ f(y)dy = [ -1k f(p()) |det Jo(z)| da.

Observacion 9.7. El conjunto C.(U, ]Rk) de las aplicaciones continuas con soporte compacto
es un médulo sobre el anillo C'(U,R) de las funciones continuas: el producto de una funcién
continua por una aplicacién continua con soporte compacto tiene soporte compacto.

9.2 Integral en el dominio de una parametrizaciéon

Sea M C R™ una superficie de dimension m y clase C” (r > 1) y f: M — R continua con
soporte compacto K C M. Queremos definir

/M fdp,

donde dp representa el elemento de volumen m-dimensional de M.
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Definicion 9.8. Supongamos que K estd contenido en la imagen de una parametrizacion local
w: Uy — U de clase C" de M. Definimos

[ pau= [ ftet@) vol (55w @) dn = [ Fola)) et (Tl Tol)) da.

donde vol(vy,...,vy) es el volumen m-dimensional del paralelepipedo generado por vy, ..., U,
que es igual a la raiz cuadrada del determinante de la matriz de Gram ((v;,v;)),_. ._ . Notemos

1<i,j<m
que Jo(z)T Jp(z) = (<gfz (), %(x»)m

El integrando es continuo y tiene soporte compacto ¢~ (K) C Uy (pues ¢~

! es continua),

asi que es integrable por la Proposicién 9.4 (d).

Observacion 9.9. Si m = 1 (curvas), y/det(JpTJp) = [|¢'(t)|. Sim =2y n = 3, por la
identidad de Lagrange ||a x b||?> = ||a||?||b]|* — (a, b)?,

\/det(JpT Jp) = H@xl g H

Sim =n, \/det(JpT Jp) = |det Jo| y se recupera el teorema del cambio de variable.

Proposicion 9.10. La definicion anterior no depende de la parametrizacion local cuya imagen
contiene a K.

Prueba. Sean ¢: Uy — U y ¢: Vy — V parametrizaciones locales con K C U N V. Los
integrandos correspondientes se anulan fuera de ¢ 1(K) C o {(UNV) y de ¢~ Y(K) C
=1 (U NV), respectivamente, asi que basta comparar

L= [y FEENaelTo@ To@) do

O R (ORI L

Por el Corolario 8.5, 8 =t op: o (U NV) = =1 (U NV) es un difeomorfismo de clase C".
Por el teorema del cambio de variable, con y = 6(z),

I — / iy L GOt (YO T(0()) det J0(a)]

Ahora bien, 1o 6 = p en o1 (U NV); en particular f((0(z))) = f(v(z)) v, por la regla de la
cadena, Jy(6(z)) JO(z) = Jp(x). Luego

Jo(@) Jo(x) = J0(x)" (Jy(0(x))" Jo(0(x))) J0(x),

y tomando determinantes y raices cuadradas,

Vet (Jp(a)T T () = |det J0(x)]\/det (J(6(x))T T (8(x))-

Asi, Iy = I,. 0
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9.3 Conjuntos de medida nula y conjuntos J-medibles en una
superficie

Proposicion 9.11. Sea M C R™ una superficie de dimensién m y clase C" y X C M. Son
equivalentes:

(i) todo p € X admite una parametrizacion local ¢: Uy — U de clase C" en torno de p tal
que (U N X) tiene medida nula en R™;

(ii) para toda parametrizacion local ¢: Uy — U de clase C" de M, el conjunto ¢~ 1(U N X)
tiene medida nula en R™.

Prueba. (ii)=(i) es inmediato. Para (i)=-(ii), sea ¢: Vy — V una parametrizacién local. Para
cadap € XNV, sea p: Uy — U como en (i). Como 1! o ¢ es de clase C! (Corolario 8.5), es
localmente lipschitziana y, por la Proposicién 5.16,

PTHUNVNX) =@ op) (e (UNVNX))

tiene medida nula. Por el Lema de Lindeldf, una cantidad numerable de estos abiertos = (UNV)
cubre ¥~ 1(V N X), que por lo tanto tiene medida nula. O

Definicién 9.12. Sea M una superficie de clase C" (r > 1).

(a) X C M tiene medida nula en M si cumple las condiciones equivalentes de la proposicién
anterior.

(b) X C M es J-medible si su frontera 0X relativa a M tiene medida nula en M.

Ejemplo 9.13. Sea M = S! xR (un cilindro). Para todo ¢ € R, el circulo S! x {c} tiene medida
nula en M: en las parametrizaciones (6,t) — (cosf,sinf,t), su preimagen es un segmento
horizontal {t = ¢}, de medida nula en R2.

Notacion. Si K C M es compacto y J-medible y f: K — R es continua, distinguimos
Jx fdpar, la integral respecto del volumen m-dimensional de M, de [, fdx, la integral en R”
(que es nula si m < n, pues K tiene medida nula en R™). Cuando no hay ambigiiedad escribimos
simplemente dpu.

9.4 Integral sobre compactos J-medibles

Sea M C R™ una superficie de dimension m y clase C", K C M compacto y J-medible, y
f: K — R continua.

Caso 1: K esta contenido en la imagen de una parametrizacion local ¢: Uy — U.
Como ¢ es un homeomorfismo, ¢~ !(K) es compacto y su frontera es ¢ 1 (0K), que tiene medida
nula; asi, = }(K) es J-medible en R™ y definimos

J = / g TP (o) ()

Como antes (usando ahora el Teorema 6.17), esta definiciéon no depende de ¢.



Capitulo 9. Integracién en superficies 52

Caso 2: caso general.

Proposicién 9.14. Todo compacto J-medible K de una superficie M de clase C™ admite una
descomposicion

K:K]_UKZU"'UK(]7 int(Kiij):® (’L#]),

donde el interior es relativo a M y cada K; es compacto, J-medible y estd contenido en la
imagen de alguna parametrizacion local de M.

Definicion 9.15. En la situacion anterior definimos

/deuzg/mfdu, (9.1)

donde cada sumando se calcula como en el Caso 1.
Proposiciéon 9.16. La suma (9.1) no depende de la descomposicion de K.

Prueba. Sean K =L, K; = U;I-lzl L; dos descomposiciones como en la proposicién anterior.
Para cada i, los conjuntos K; N L;, 1 < j < ¢/, forman una descomposicién de K; en compactos
J-medibles contenidos en la imagen de una misma parametrizaciéon; llevindola a R mediante
dicha parametrizacién y usando el Corolario 4.20,

q/
du = / d
/Kz_f 7 jzl ijf 7

Anslogamente, ij fdu=>1, meLj fdu. Por lo tanto,

/fdu 22/ fduzé/Ljfdu. =

i=17=1

Definicién 9.17. El volumen (m-dimensional) de un compacto J-medible K de una superficie

M™ de clase C" es
vol(K) :/ 1dg.
K

Para m = 1 se habla de longitud y para m = 2 de drea.

9.5 Ejemplos

Ejemplo 9.18 (Longitud del circulo). S! = {(z,y) € R? : 2% + y? = 1} es una superficie
compacta de dimensién 1 y clase C*°, y su longitud es £(S!) = Js1 1dp. Consideremos la
descomposicién S' = SL USL, con S} = {y > 0} y SL = {y < 0}, cuya interseccién {(£1,0)}
tiene interior vacio en S!. Sea h(t) = (cost,sint). La restriccion h: (— % 37) — ST\ {(0,—1)} es
oy s (5, 5) 2 1 (0.1)
= [, 2n]. Como K ()] = 1

una parametrizacién cuya imagen contiene a St | con h71(SL) = 0,
es una parametrizaciéon cuya imagen contiene a S', con h=!(S!)
(Observacién 9.9),

™ 2w
08 = [ tdp+ [ rap= [R@lde+ [IR @) dt =2
S}F st 0 T
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Ejemplo 9.19 (Area de la esfera). Descomponemos S? = S2 US?2, con $% = {£x3 > 0}; la
interseccién (el ecuador) tiene interior vacio en S?. La reflexién (w1, w2, 23) = (71,72, —23) es
una isometria que intercambia ambos hemisferios y no altera las matrices de Gram, de modo

que
Area(S?) = Area(S%) + Area(S%) = 2 Area(S?).

Usamos la proyeccion estereogrifica desde el polo norte N, ¢: R? — S§2\ {N},

1 2., .2 -1 1
(p(m’l,:lig) = m(2$1, 2.’1327 xl + :I;Q — 1)7 2 (y17y27y3) == 1_7%(29171/2).
Como la tercera coordenada de ¢(x) es < 0 si y solo si 2% + 23 < 1, se tiene ¢~ 1(S2) = B(0,1).

Escribiendo s = 1 + x? 4+ 3, un cdlculo directo da

385(51 = S%(l — 2%+ a3, —2x179, 221), 88;02 = 5—2(—2x1x2, 1+ 22 — 23, 23,),
de donde ) —
Hale H&EzH 1+:c1+x2) L <8:L"1 8x2> 0.

Asi, la matriz de Gram es Ig y y/det(JpT Jp) = ;% (equivalentemente, aa—;’; X %"2 = —;% ©).
Por lo tanto,

Area(s?) / 1 dz; d /%/1 A grd =2 [ 2 ]1 p
= YRR RIRIV] Ty = — _drdf=2r|— — o
S B(o.y) (1+ 21 +23)? R Jy e 1+1r2], ’

y Area(S?) =

0
2T —257T ___________ ¢
P
O
€
0le 1 r

Figura 9.2: El compacto K. = ¢([¢, 1] x [, 27 — €]) agota la bola B(0,1) cuando € — 0.

Justifiquemos el paso a coordenadas polares. La aplicacién
¢: (0,00) x (0,27) = R*\ {(z,0) : = >0}, o(r,0) = (rcosf, rsinb),

es un difeomorfismo de clase C*° con |det Jo(r,0)| = ’det <Z?§z _rrczlsnﬁe

) ’ = r. Sin embargo,
B(0,1) no esté contenido en la imagen de ¢. Para 0 < & < 1 consideramos el compacto .J-medible
K. = ¢([e,1] x [, 27 — €]) (Figura 9.2). Si g es continua en B(0,1) (aqui g(z) = 4/(1 + [|=[|*)?),
el teorema del cambio de variable puede aplicarse en K.: [ g = ffﬂ_s fel g(p(r,0)) rdrdo.
Ademés, B(0,1) \ K. esta contenido en la unién de B(0,¢) y de un sector de angulo 2¢, cuyo

volumen tiende a 0; como g es acotada, lime ¢ [ g = fE(o Y-



CariTuLo 10

Complementos: teorema de Sard, transversa-
lidad e indice

Este capitulo no proviene de las notas de clase: es un complemento que sigue principalmente
a Guillemin—Pollack [GP] (capitulos 1-3) y a Milnor [Mil]. Los resultados se formulan en
el lenguaje de las superficies de los capitulos anteriores; se dan pruebas completas cuando
son accesibles con las herramientas desarrolladas y, en los demas casos, ideas de prueba y
referencias precisas.

A lo largo del capitulo, M C R™ es una superficie de dimensién m y N C R? una superficie
de dimensién k. Para simplificar, supondremos que las superficies y las aplicaciones son de
clase C*° (salvo mencién explicita). Una aplicacion f: M — N es de clase C™ si lo es como
aplicacién M — R? (Proposicion 8.4).

10.1 Puntos criticos y valores regulares

Definicién 10.1. Sea f: M — N de clase C*. Un punto p € M es regular si df,: T,M — Ty N
es sobreyectiva, y critico en caso contrario. Un punto ¢ € N es un valor critico si f~1(c) contiene
algun punto critico, y un valor reqular en caso contrario. En particular, todo ¢ € N \ f(M) es
un valor regular.

Observacion 10.2. Si M = U es un abierto de R™ y N = R*, esta nocién coincide con la del
Corolario 7.20. Si m < k, ningtin df,, puede ser sobreyectivo: todos los puntos son criticos y el
conjunto de valores criticos es f(M), que tiene medida nula por el Corolario 5.17 (aplicado a
las representaciones locales). Este es el caso “trivial” del teorema de Sard.

Proposiciéon 10.3 (Preimagen de un valor regular). Sean M y N superficies de clase C,
f: M — N de clase C° (1< s<r1)yc€ f(M) un valor reqular de f. Entonces f~1(c) es una
superficie de dimension m — k y clase C° en R", y

T,(f(c)) = Ker(df,) para todo p € f~*(c).

Prueba. Sea p € f~!(c). Tomemos una parametrizacién local ¢: Vo — V de N con 1 (yo) = ¢
y una parametrizacién local ¢: Uy — U de M con ¢(0) =py f(U) C V (reduciendo Uy, por
continuidad de f). La representacién local g = ¢! o f o ¢: Uy — R¥ es de clase C* y, por
la regla de la cadena, dg, = d(q/)_l)f(@(m)) o df o(z) © dpz, donde el primer y el tltimo factor
son isomorfismos sobre su imagen. Luego yg es un valor regular de g y, por el Corolario 7.20,
S = g 1(yo) es una superficie de dimensién m — k y clase C* en R™, con f~1(c) NU = p(9).

Engordemos ¢ mediante ®: Q7 — W (Proposicién 8.1). Como W N M = &(Q7 x {0}) y
CI)(x, 0) = 90(37)7

FHONW = a((SN Q) x {0}).

54
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El conjunto (S N Q) x {0} es una superficie de dimensién m — k y clase C* en R", y ® es
un difeomorfismo de clase C"; por el Ejemplo 7.14, f~1(c) N W es una superficie. Como ser
superficie es una propiedad local, f~!(c) es una superficie de dimensién m — k y clase C®.
Finalmente, si a es una curva en f~1(c) con «(0) = p, entonces foa = cy df,(¢/(0)) = 0;
asi Tp,(f~1(c)) C Ker(df,), y ambos subespacios tienen dimensién m — k. O

Ejemplo 10.4. Sea h: S™ — R la funcién altura, h(z) = 2y,41. Como T,S8™ = pt y dh,(v) =
Um41, €l punto p es critico si y solo si pt C e#l 11, es decir, p = Fey 1. Los valores criticos son
+1. Para |c| < 1, la fibra h™1(c) = {x € S™ : 2,41 = ¢} es una esfera de dimensién m — 1y
radio v/1 — ¢2, de acuerdo con la Proposicién 10.3; para |¢| > 1 la fibra es vacia.

10.1.1 El teorema de Sard

Teorema 10.5 (Sard, caso de igual dimensién). Sea U C R™ abierto y g: U — R™ de clase
Cl, ysea C ={x € U: detJg(z) = 0} el conjunto de puntos criticos. Entonces g(C) tiene
medida nula en R™.

Prueba. (Ver [Sp, Teorema 3-14].) Como U es unién numerable de cubos cerrados contenidos
en U y una uniéon numerable de conjuntos de medida nula tiene medida nula, basta probar
que g(C' N A) tiene medida nula para cada cubo cerrado A C U, de lado ¢. Usamos la norma
euclidiana y sea L = méx,ea|dg.| (norma de operador), que es finito por continuidad y
compacidad.

Sea & > 0. Por la continuidad uniforme de x — dg, en A, existe N € N tal que ||dg,—dgz|| < ¢
siz,z€ Ay ||z —z| <6, donde § = /m{/N. Para tales z,y € A, aplicando la desigualdad del
valor medio (Proposicién 1.10) a t — g(z +t(y — x)) — tdgz(y — x), obtenemos

lg(y) — g(x) — dgo(y — z)|| < elly — z|| < &6

Dividamos A en N™ cubos A; de lado ¢/N (y didmetro ). Si A; contiene un punto z € C,
la imagen de dg, estd contenida en un hiperplano H que pasa por el origen. Para y € A; se
tiene g(y) — g(x) = dga(y — x) + e, con dg,(y — x) € H, [|dgz(y — z)|| < Ld y [e]| < ed. Asi,
g(A;) esté contenido en el “cilindro” formado por los puntos de g(z) + R™ cuya proyeccién
ortogonal sobre H tiene norma < (L + ¢)d y cuya distancia a H es < €. Tras una rotacién
(que preserva volimenes, por el teorema del cambio de variable), este cilindro esta contenido en
la caja [—(L +¢)d, (L +¢)d]™ ! x [—&6,&d], de volumen 2™ (L + )™ ¢ §™. Sumando sobre a lo
sumo N™ cubos,

g(C' N A) C unién finita de cajas rotadas de volumen total < 2"™(L + )™ e (vVm )™,

que tiende a 0 cuando € — 0. Como cada caja rotada es un compacto J-medible, puede cubrirse
por cajas de volumen total arbitrariamente cercano al suyo; luego g(C N A) tiene medida
nula. O

Teorema 10.6 (Sard). Sea U C R™ abierto y g: U — R¥ de clase C*, con s > max{1, m —
k4 1}. Entonces el conjunto de valores criticos de g tiene medida nula en R¥. En particular, si
f: M — N es una aplicacion de clase C*° entre superficies, el conjunto de valores criticos de f
tiene medida nula en N.
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Idea de la prueba. Los casos m < k'y m = k son la Observacién y el Teorema 10.5 anteriores.
El caso m > k es mas delicado: se estratifica el conjunto critico segtin el orden de anulacion de
las derivadas y se usa induccién en m junto con el teorema de Fubini; ver [Mil, §§2-3|, [GP,
cap. 1] y el articulo original [Sa]. Para superficies, se cubre M con una cantidad numerable
de parametrizaciones (Lema de Lindelof) y se aplica el caso euclidiano a las representaciones
locales.

Corolario 10.7. Si f: M — N es de clase C*°, sus valores requlares son densos en N (un
conjunto de medida nula tiene interior vacio). En consecuencia, para casi todo ¢ € N, la fibra
f~(e) es vacia o es una superficie de dimension m — k.

10.2 Transversalidad

Definicién 10.8. Sea f: M — N de clase C* y Z C N una superficie de clase C*° contenida
en N (una subsuperficie). Decimos que f es transversal a Z,y escribimos f th Z, si

dfy(TyM) + Ty Z = Ty N para todo p € f~1(Z2).

Dos subsuperficies X, Z C N son transversales (X th Z) si la inclusién X < N es transversal a
Z, es decir, si T,X +T,Z = T,N para todope X N Z.

Observacién 10.9.

(a) Si Z = {c} es un punto, entonces 1T.Z = {0}, y f th {c} si y solo si ¢ es un valor regular
de f. La transversalidad generaliza, pues, la nociéon de valor regular.

(b) Si f~4%Z) =0 (0 XN Z =0), la transversalidad se cumple trivialmente.

(c) Sidim M +dim Z < dim N, entonces df,(T,M) + Ty(,)Z nunca es todo Ty N; luego
fmZsiysolosi f(M)NZ =4.

Ejemplo 10.10. En R?, sea X el eje horizontal y Z, = {y = 2? + a} (Figura 10.1). Si a < 0,
X y Z, se cortan en dos puntos (£v/—a,0) con rectas tangentes distintas, as{ que X M Z,. Si
a = 0, se cortan en el origen, donde Ty X = Ty Zy es el eje horizontal y ToX + TpZo # R?: no son
transversales. Si a > 0, son disjuntas y, por lo tanto, transversales. En R3, dos planos distintos
que pasan por el origen son transversales, mientras que los ejes z e y no lo son (aunque se
cortan en un solo punto, TpX + TpY tiene dimension 2).

A Zu
Zq
N /
\ / > X > X > X
a < 0: transversales a = 0: no transversales a > 0: disjuntas

Figura 10.1: La recta X y las parabolas Z, = {y = 2> + a}.
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Teorema 10.11 (Preimagen de una subsuperficie). Sea f: M — N de clase C* y Z C N una
subsuperficie de dimension 1. Si f M\ Z y f~5(Z) # 0, entonces f~1(Z) es una superficie de
dimension m — (k — 1), es decir, de la misma codimension en M que Z en N, y

T,(f7(2)) = (dfy) " (Ts() 2)-

Idea de la prueba. Cerca de cada z € Z, la subsuperficie Z se describe por ecuaciones: existen
un abierto V de N que contiene a z y g: V — RF7! de clase C™ con ZNV = ¢g~1(0), dg
sobreyectiva y Ker(dg,) = T.Z (se obtiene engordando una parametrizaciéon de Z, como en la
Proposicion 8.1). Entonces, cercade p € f~1(z2), f~1(Z) = (gof)*(0),y como dg,: T,N — Rk~
es sobreyectiva con ntcleo T, 7,

d(go f)p = dg. o df, es sobreyectiva <= df,(I,M)+T,Z =T,N.

Luego 0 es un valor regular de g o f y basta aplicar la Proposicién 10.3. Ver [GP, cap. 1].

Corolario 10.12. Si X, Z C N son subsuperficies transversales con X N Z # (), entonces X N Z
es una superficie de dimension dim X +dimZ —dim N, y T,(X N Z) =T,X NT,Z.

Ejemplo 10.13. Sea Il = {z3 = ¢} C R%. Como T,S? = p* y T,Il. = eq, se tiene T,S? +
Tpll. = R3 salvo si p = de3. Asi, para |c| < 1 la esfera y el plano son transversales y, por el
Corolario 10.12, S? N1, es una curva (un circulo). Para ¢ = 1, S2N1I; = {e3} tiene dimensién
0 # 2 4+ 2 — 3: la interseccién no es transversal.

Teorema 10.14 (Teorema de transversalidad). Sean M, S y N superficies de clase C*°,
Z C N wuna subsuperficie y F: M x S — N de clase C* con F t Z. Para cada s € S sea
fs=F(,s): M — N. Entonces fs N Z para todo s € S fuera de un conjunto de medida nula
en S.

Prueba. Recordemos que M x S es una superficie y que T(, (M x S) = T, M x TsS. Por el
Teorema 10.11, W = F~1(Z) es una superficie en M x S. Sea 7: W — S la restriccién de la
proyeccién (x, s) — s. Por el teorema de Sard, casi todo s € S es un valor regular de 7; basta
probar que si s es un valor regular de 7, entonces f; M Z.

Sea x € M con z = fq(x) € Z, es decir, (z,s) € W, y sea a € T.N. Como F i Z,
existe (w,e) € T, M x TS tal que dF, o (w,e) —a € T.Z. Como dr, ¢y : Ty oW — TsS es
sobreyectiva y dm, ¢ (u,e’) = €, existe u € T, M con (u,e) € T(, W. Como F(W) C Z, se
tiene dF|, ) (u,e) € T.Z. Por lo tanto,

d(fs)z(w —u) —a = dF, o (w —u,0) —a = [dF(%S)(w, e) —al — dF g s (u,e) € T, Z,
es decir, a € d(fs)(ToM) + T.Z. Como a es arbitrario, f; h Z en x. O

Corolario 10.15 (La transversalidad es genérica). Sean X,Z C R™ superficies de clase C*°.
Para casi todo s € R™, la trasladada X + s es transversal a Z.

Prueba. Sea F': X x R" — R", F(x,s) = v+ s. Como dF(, ,(0,e) = e, la derivada de F' es
sobreyectiva, asi que F' th Z. Ademas fs(z) =x + sy d(fs)z(ToX) =T X = Tpis(X + 5), de
modo que fs M Z siy solo si (X + s) th Z. Basta aplicar el Teorema 10.14. O

Por ejemplo, dos curvas en R? en posicién genérica se cortan transversalmente en puntos
aislados (1 +1 — 2 = 0), y dos curvas en R? en posicién genérica son disjuntas (141 —3 < 0).
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10.3 Indice de un campo de vectores

10.3.1 Grado de una aplicaciéon entre esferas

Seam > 2. Parax € S™~! C R™ se tiene T,S™ ! = 2. Diremos que una base (vy, ..., Vm_1)
de zt es positiva si det[x | vy | -+ | vm_1] > 0.

Definicién 10.16. Sea f: S™ 1 — S™~1 de clase C*° y z un punto regular de f. El signo de
fenxes

sg,(f) = signodet[ f(x) | dfe(v1) | -+ | dfo(vm-1)] € {=1,1},

donde (v1,...,vm_1) es cualquier base positiva de 2. Si 4 es un valor regular de f, el grado de

f es

zef~1(y)

La definicién tiene sentido: si se cambia la base positiva por otra, ambos determinantes
quedan multiplicados por el mismo niimero positivo; el determinante no se anula porque df;,
es un isomorfismo sobre f(z);y f~'(y) es finito, pues es una superficie de dimensién 0 (un
conjunto discreto) contenida en el compacto S™ 1. Los valores regulares existen por el teorema
de Sard.

Teorema 10.17 (Brouwer). El grado deg(f) no depende del valor regular y elegido, y dos
aplicaciones fo, fi: S™1 — S™~! homotépicas (mediante una homotopia de clase C>) tienen
el mismo grado. Ver [Mil, §5] y [GP, cap. 3].

Ejemplo 10.18.

(a) La identidad tiene grado 1, y una aplicacién constante tiene grado 0 (todo punto distinto
de la constante es un valor regular con preimagen vacia).

(b) La aplicacién antipodal a(z) = —x tiene grado (—1)™: si (v;) es una base positiva de
xt, entonces det[—z | —vy | -+ | —vm_1] = (=1)™det[z | v1 | -+ | vm_1], y cada y tiene
una Unica preimagen. En particular, si m es impar, la antipodal no es homotépica a la
identidad.

(c) Si R € Oy, la aplicaciéon = — Rz tiene grado det R.

10.3.2 Indice de un cero aislado

Definicién 10.19. Sea U C R™ abierto y v: U — R™ un campo de vectores de clase C°*°. Un
cero z de v es aislado si existe eg > 0 tal que v(x) # 0 para 0 < ||z — z|| < €¢. En ese caso, para
0 < € < g consideramos

v(z + ew)

. Smfl Smfl —
Ug — ) UE(U)) ||U(Z+€’LU)||’

y definimos el indice de v en z como ind,(v) = deg(u.). Por el Teorema 10.17, no depende de ¢
(las ue son homotopicas entre si).

Proposiciéon 10.20. Siv(z) =0 y Ju(z) es invertible (se dice que z es un cero no degenerado),
entonces z es un cero aislado y ind,(v) = signodet Jv(z). Ver [Mil, §6].
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Ejemplo 10.21. En R? (Figura 10.2): la fuente v(z,y) = (z,y), el sumidero v(z,y) = (—x, —y)
y el centro v(z,y) = (—y,x) tienen indice 1 en el origen; la silla v(x,y) = (z, —y) tiene indice
—1. El campo v(z,y) = (22 —y?, 22y) (es decir, z — 22 en notacién compleja) tiene en el origen
un cero degenerado de indice 2, pues u.(w) = w? da dos vueltas al circulo.

A
L Resy] s
- 7 Ve oy N
<« <« o —> —> ¢¢0¢¢ <« <« o —> —>
A
Y/ 4NN NN
Fuente: ind =1 Centro: ind =1 Silla: ind = —1

Figura 10.2: Campos en el plano con un cero aislado en el origen (se dibuja la direccion v/||v||).

10.3.3 Campos tangentes y el teorema de Poincaré—Hopf

Definiciéon 10.22. Un campo tangente de clase C* en la superficie M C R™ es una aplicacién
v: M — R"™ de clase C* con v(p) € T,M para todo p € M. Si p es un cero aislado de v
y ¢: Up — U es una parametrizacién local con ¢(zg) = p, la representacion local v(x) =
(dpz) H(v(p(x))) es un campo de vectores en Uy con un cero aislado en xg, y definimos

indy(v) = indg, (),

que no depende de la parametrizacién elegida [GP, cap. 3].

Teorema 10.23 (Poincaré-Hopf, o teorema del indice). Sea M una superficie compacta de
clase C™ y v un campo tangente de clase C°° en M con ceros aislados (por compacidad,
son finitos). Entonces
Z indy(v) = x(M),
v(p)=0
donde x(M) es la caracteristica de Euler de M, un invariante topoldgico de M. En particular,
la suma de los indices no depende del campo v. Ver [Mil, §6] y [GP, cap. 3].

Observacién 10.24. Para superficies de dimension 2, x(M) =V — A + C (vértices menos
aristas mds caras) para cualquier triangulaciéon de M. Por ejemplo, x(S?) =2, x(S! x S') =0y,
para una superficie compacta orientable con g “agujeros”, x = 2 — 2g.

Ejemplo 10.25 (La esfera). Sea v(x) = emt1 — Tmy1 @ en S™, la proyeccién ortogonal
de eny1 sobre T,S™ = xt (el “gradiente” de la funcién altura del Ejemplo 10.4). Como
(v(z),2) = Tmi1 — Tma1llz]|*> = 0, es un campo tangente, y sus ceros son N = €41 y
S = —em41. Cerca de N usamos la parametrizacién ¢(\) = (A, /1 —[[A[?), A € B™. Como
dox(u) = (u, ), se tiene (dgpy)~?

0(A) = mm (v(e(N)) = =T =IAIP A, JO(0) = =L

= Tm en Ti,,)S™, y
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Por la Proposicién 10.20, indy(v) = det(—1I,) = (—1)™. Andlogamente, con p(\) =

(A, —v/1 —[[A]]?) se obtiene 9(\) = /1 — [[A]|>? A y indg(v) = 1. Por lo tanto,

X(S™) =1+ (-1)" = {27 m par,

0, m impar.

Corolario 10.26 (Teorema de la bola peluda). Sim es par, todo campo tangente continuo en
S™ se anula en algin punto. Si m es impar, el campo v(x) = (=2, L1, —T4, T3y .., —Tm+1, Tm)
es tangente a S™ y no se anula.

Prueba. Sim es par y v es de clase C* sin ceros, la suma de los indices serfa 0 # 2 = x(S™).
El caso continuo se reduce a este por aproximaciéon [Mi2]. Para m impar, (v(z),z) = 0y
[o(@)]] = [lz]] = 1. O

Observacion 10.27 (Prueba analitica de Milnor). El teorema de la bola peluda admite una
prueba que solo usa el teorema del cambio de variable [Mi2]. Supongamos que m es par y
que v es un campo tangente unitario de clase C!' en ™ Cc R™*!. Lo extendemos a la corona
A={x: 1<|z] <2} mediante v(rz) = rv(z) y consideramos f;(z) = x + tv(z). Para |t|
pequeno, f; es inyectiva con derivada invertible en A y, por el Teorema 6.17,

vol(fi(4)) = /Adet(I—i—tJv(x)) dz,

que es un polinomio en ¢. Por otro lado, como v(z) L z y |v(x)| = ||z, se tiene ||fi(z)| =
V1+ 2 ||z|, y se prueba que f; lleva la esfera de radio r sobre la esfera de radio rv/1 + 2. Asi,
fr(A) = V1I+12 Ay vol(fi(A)) = (1 +t2)m+D/2501(A), que no es un polinomio en t porque
m + 1 es impar. Contradiccion.
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