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1 Introduccion

La teoria de las Ecuaciones Diferenciales Parciales puede aproximarse desde tres
perspectivas. La tedrica, la numérica, y la asintotica. Entre el enfoque tedrico y el
enfoque numérico, existe el dilema de la existencia y/o unicidad de las soluciones. Entre
lo numérico y lo asintético, cabe la duda de cuando ciertos elementos son despreciables
en las ecuaciones. A modo de ejemplo, considérese

2> — 6z +8=0.
Ciertamente, las raices son z1 2 = 2,4. Ahora bien, si tenemos
2t +102% + 11z — 20 = 0,

encontrar una solucién cerrada resulta bien complicado. No obstante, por el TVI, dado
que f(0) =—20y f(1) =2, existe z* solucién en (0,1). Finalmente, considere

22— 1+ ex?+ex =0.

Si e — 0, jpodriamos decir que z* ~ 17 Ahi entra el andlisis asintotico. Recordemos que
en EDOs, cuando tenemos

y(ro) = Yo

{y' = f(a,y)

bajo ciertas condiciones sobre f (Teorema de Peano-Picard), podemos asegurar existencia
y unicidad,

1. Ecuacién del transporte: u; +¢ u, =0.
~—

transporte
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2. Ecuacién del calor: u; = k? g, .
~—
difusién
3. Ecuacién lineal de Korteweg-de Vries (KDV): u; + gz = 0.
~—~
dispersién

4. Ecuacion no lineal de Korteweg-de Vries: u; + utty, + gz = 0.

Ver Lax (1968).

1.1 Definiciones basicas

Una ecuacién en derivadas parciales o ecuacién diferencial parcial (EDP) es una ecuacién
de la forma

Ou . Ou Du O
dry’ Oz, OxF T Oxzk

F' es conocida, u : 2 C R" — R y por determinar.

F L1y 5 Ty = 0.
Observacién 1. Usualmente z = (21, z2), (7,y) o (z,t) € R2.

Definicién 1.1. Se dice que una EDP es de orden k > 0 cuando la derivada parcial de
mayor orden en la ecuacion es k.

Ejemplo 1.1. Tenemos:
1. Ugy + Uy, = 0 - de orden 2
2. Ut + Ugyy = 0 - de orden 3
3. uZ, +e" 4+ 17 =0 - de orden 2.

Definicién 1.2. Se dice que una EDP es lineal si es lineal en u y todas las derivadas
parciales que aparecen en la ecuacion. Esto es, para el primer orden,

Z a;j(z)Dju+ b(x)u+c(x) =0
j=1
y para el segundo orden
S" ay(@)DiDju+ Y bj(x) Dyu + e(a)u + d(x) = 0.
ij=1 j=1
Ejemplo 1.2. En el Ejemplo 1.1, tanto (1) como (2) son lineales.

Observacion 2. Entre las ecuaciones no lineales, dos clasificaciones son importantes.

Definicién 1.3. La parte principal de una EDP es la parte que contiene las derivadas
de mayor orden.

Ejemplo 1.3. En azul las partes principales:

Ugg + Uyy = 0
ul, +e' +17=0
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Definicién 1.4. Una EDP semilineal es una EDP que tiene la parte principal lineal
con coeficientes que dependen apenas de x = (z1,- -, Z,).

Ejemplo 1.4. Consideremos

2
TlUgy + Uyy +u” =0

Ul + Uy + 3u = 0.
Ambas son no lineales. La primera es semilineal y la segunda no.

Definicién 1.5. Una EDP casilineal es una EDP que tiene la parte principal no lineal
con coeficientes que dependen de z = (z1,--- ,x,) y de las derivadas parciales de orden
menor.

Ejemplo 1.5. Consideremos:

KDV : w4+ vty + Uz = 0 orden 2 y semilineal

Burgers : wu; +uu, =0 orden 1 y casilineal.

Observacién 3. En general, para las ecuaciones de primer orden,

P(x,y)us + Q(z,y)uy + R(z, y)u(z,y) = f(z,y).
Por otro lado,

P(x,y, uw)u, + Q(z,y,u)u, + R(x,y,u) =0, casilineal

P(z,y)us + Q(x,y)uy, + R(z,y,u) =0, semilineal.

Definicién 1.6. Decimos que una EDP es homogénea si el término que no contiene la
variable dependiente es idénticamente nulo.

Ejemplo 1.6. Por ejemplo,
Uy + utly + Uz, = 0, homogénea

up + uu, = f(x,t), no homogénea.

En las ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n, la solucién general contiene
constantes arbitrarias, en las EDP’s tenemos funciones.

Ejemplo 1.7. Considere u”(x) = 2. Entonces, u(z) = 2> + ax + b, a,b € R. Por otro
lado, si tenemos u = u(z,y)

Usp =2 = u(w,y) = 2° + o(y)z + Y(y).

Por lo tanto, para obtener una tnica solucién a un problema, habremos de imponer
ciertas condiciones

1. Dirichlet: ulgq = g(x)

0
2. Neumann: a—z " = g(z)



0
3. Robin: a(z)ulsq + ﬁ(:v)% = g(x).
o0

4. Cauchy: son las que deben satisfacerse a lo largo de una curva o superficie

u(f(s),9(s)) = h(s)
con (f(s),g(s)) € Q, s e I.

Ejemplo 1.8. Podemos tener, por ejemplo, en relacién a las restricciones con el borde,

Ugg + Uyy =10

ou

— =0 of
o , (z,y) €

u +uu, =0
{u(az, 0) =22
Hasta el momento, algunas preguntas de interés:
1. ;Existe solucién al problema?
2. (Es la solucién tnica?
3. (La solucién depende continuamente de los datos?

4. ; Coémo se puede encontrar la solucién?

Ejemplo 1.9. Consideremos el problema de Cauchy

Uy =0enR?
u(z,p(z)) = f(z)

con p, f € C*(R). Buscamos u € C*(R?). La solucién general es

u(r,y) = ().

Luego,
u(z,y) = ¥(z) = f(z).

Ejemplo 1.10. Encontrar las condiciones para que

Uy =0
u(0,y) = f(y).

Tengo solucién u € C*(R?). Luego,

La solucion existe si f es constante, pero no es tnical



Ejemplo 1.11. Consideremos

Queremos u € C*(R?). Primero,

u(r,y) = ().

Entonces,
(1= =u(l —y*y) = fy).

Por ende, f debe ser par. Por otro lado,
Y(r) = f(&V1-z)=f(VI—1x), 2 <1

Luego,

Acd g € C'[1,00), g(1) = g(0) y

d /
LIV =40
r =1
Observacion 4. Si tenemos u = u(z(t), y(t)),
d ou ou

g D yt) =27+ 7 .

Por ejemplo, si tenemos

dx dy

— =1, =2
dt 7 dt

Uy +2uy =0 =

Asi, x =t+x9y y =2t + 1.



2 Clase 2

Método de las caracteristicas. Sea u = u(z,y) € CY(R) y t — (x(t),y(t)) con t € R.

Entonces,
d dx dy
— t 1) = — Uy + —Uy.

Ejemplo 2.1. Considere el problema de Cauchy para la ecuacién de transporte

u +cu, =0, (x,t) € R?
u(s,0) = f(s), feCYR).

Entonces, identificando z = z(r, s) y t = t(r, s),

dx(r,s)
dr ¢
x(r,s) = cr + c1(s)
dt
)
dr

Por otro lado,

dr
z(r,s) = c3(s).

Luego, t(0,s) = 0, por lo que 0 = ¢»() y x(0,s) = s, por lo que ¢;(s) = s. Finalmente,
c3(s) = f(s). Comos=x—cr=ux—ct

u(z,t) = f(x — ct).

ult,x
os u(t,x) .

T

Figure 1: Ecuacién del Transporte Lineal.



Ejemplo 2.2. Ecuacién de Burgers.

{ut +uu, =0
u(s,0) = f(s).

El problema mas general:

{a(x, Y)ug + bz, y)u, c(z,y), a,b,ce CHR?)
u(f(s),9(s)) = h(s), f,g,h € CHR).

Derivando la segunda ecuacion,

{a(l‘, Y)ue +b(x, y)u, =c(r,y)

)+ (shuy = (s)
Identificamos

d

d_:llfj - a($7y)v :L‘(S,O) - f(S)

dy —

i b(x,y), y(s,0) = g(s).
Luego,

a(f(s),g(s)) 0(f(s),9(s))| _ |7:(s,0) wu(s,0)

f'(s) g'(s) 5(s,0) ys(s,0)

Si |J(s,0)] # 0, entonces la transformacién es localmente inyectiva, lo que nos permite
hacer el cambio de variables s = s(x,y) y t(x,y) y escribir

‘ = |7(s,0)|.

v(s,t) = u(z,y).
Luego,

ov ou Jr  Ou oy
E(&t) - %(1‘(571;)7?/(8’1;))& + a_y(x(&t)ay(&t))a

= ala(s, 1), (s, ) S5, 1), (5, 1) + bla(s, 1) s t))?—Z(x(s, 0. 5(s,)
= c(z(s,t),y(s,t)).

Por otro lado,
v(s,0) = h(s).

Asi,
v(s,t):/o vt(s,y)dy+v(s,0):/0 c(z(s,v),y(s,v))dv + h(s).

Para volver a u, dado (2o, y0) = (z(s0,t0), y(s0,%0)) se integra la EDP a lo largo de la
caracteristica plana (la transversal a 7) que pasa por (xg, o), de s = 0 a so = so(zo, Yo)-
O sea, g = x(So,%0) ¥ Yo = (S0, to). Asi, como

u(z,y) = v(s,t) = u(xo,y0) = h(so) + /0 ' c(x(so, 1), y(s0,t))dt.
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curva caracteristica plana

(70,%0) = (2(s0,%0),y(50,%0))
Y

(o(to), p(to)) = (z(0,t0),4(0,%0))

Figure 2: Solucién en el punto (zg,v0) = (2(so, to), y(so, to)).

Ejemplo 2.3. Solucionar

Identificamos

Luego,

O sea,

Asi,

Luego, sea

Integrando,

Finalmente,

—Yuy, + U, = 4y
u(s,0) = f(s), f € CYR).

C(li_:;‘ =Y, l’(S,O) =S

% =z, y(s,0) =0.
dx dy_ d, 4 9 B
:cdt—i—ydt—() — dt(m (t,s) +y=(t,s)) = 0.

2?4+ y* = 2(5,0)* + y(s,0)* = s°.
T =scost, y = ssint.

v(s,t) = u(x,y).

v, = 4s% costsin t.

v(s,t) = %dt = 2s%sin’t + f(s).

u(z,y) = 29> + (V2 + y2).

Teorema 1. Sea ) C R? abierto I C R un intervalo abierto y v una curva suave en ()
parametrizada por y(s) = (o(s), p(s)), s € I, f € CY(I), a,b,c € C*(Q2). Suponga que
a(z,y)’ +b(z,y)* #0, V (z,y) € Qy que

a(o(s),p(s)) bla(s),p(s))
0/(8) pl(s) 7é0, Vsel



Entonces, el problema

{a(fc, Y)ug + b(z,y)u, = c(z,y)
u(o(s), p(s)) =f(s), sel

tiene una tinica solucién de clase C* en una vecindad de la curva v en Q dada por

w(wo, o) = £(s0) + / " (a0, ), y(s0, 1)) d.

(&

-~

%u(g;(so ,£),y(s0,t))

Ejemplo 2.4. Considere

{2yu$ +u, = (2y*+ z)sin(2zy) en R?

72.’17) — 72x).

u(z, e cos®(ze

Primero, verificamos las hipotesis del Teorema 1,

o a(zr,y) =2y, b(r,y) =1

2e~2%s 1

| g = e =1 <0

e 2y2 +1#£0,V (z,y) € R?
o f(s0) = cos?(spe™2%0) = cos?(xgyo).

Luego, las caracteristicas planas satisfacen

a'(s) =2p(s) . a(s) =s*+2sci+c=(s+c1)>+ca—c
B'(s) 1 B(s) =s+a.

Asi, las curvas caracteristicas son pardbolas z = y? + ¢. Dado cualquier punto
(z1,1) € R? se encuentra en la parabola

55:92‘1'331—?/%

2

que interseca y = e~ ** en (o, yo) = (Y2 + 11 — yi, e 2*). Asi,

v g
w(zy, 1) = / %u(ﬁ + 1 — yi, 8)ds + u(zo, Yo)
Yo
Y1
= / (3s* + 21 — 1) sin(2s® + 25 + 2s(x1 — y}))ds + cos®(zoyo)
Yo
y1(yi+e1-v7)
- / 2sinr cosrdr + cos?(zoyo)
yo(yg+a1—y7)

= cos*(z1y1).

Por lo tanto,
u(z,y) = cos®(zy).



3 Clase 3

Una EDP casi lineal de primer orden es

CL(JZ, ya U)Uw + b(l’, yv u)uy - C(.T, y7 U) (1)

con (z,y) € Q C R?, abierto. Una solucién a una EDP (1) representa una superficie
(grafico), u = u(x,y).

Observacién 5. La EDP (1) puede verse
(a,b,¢) - (uy,uy, —1) = 0.
Definicién 3.1. Una superficie S es superficie integral para (1) si
Vi(x,y,z) € S: (a(z,y,x),b(x,y, 2),c(x,y, 2))
es tangente a S.
Observacién 6. S, gréfico de la funcién u es solucién de (1).

Definicién 3.2. Una curva caracteristica para (1) es una curva suave t : [ —
(z(t),y(t), 2(t)) tal que

dx

i a(x,y, z), x(s,0) = zo(s)
d

L= b(.y.2). y(5,0) = pols)
dz

i c(z,y,2), x(s,0) = zo(s).

Para obtener la superficie solucion, consideramos una curva inicial

[(s) = (zo(s),yo(s), z0(s)), ¥V s € I.

Obtenemos S = (x(s,t),y(s,t), 2(s,t)). En seguida, es necesario encontrar s,t en funcién
de z,y: s =s(x,y), t =t(z,y).

Proposicién 1. Si S C R? es unién de curvas caracteristicas, entonces S es superficie
integral. Reciprocamente, toda superficie integral que es grafico z = u(x,y), es unién de
curvas caracteristicas.

Proof. La ida es por definicién. Para la vuelta, sea

V(1) = (2(1),y(t), 2(1)), t €1

una parametrizacion de una curva con caracteristica con

7(0) = (20, %0, 20) € S

d
o = alwy.2)
d
o = bay.2)
% = (7,9, 2).



Mostremos que v C S. Defina

w(t) = z(t) — ufx(t), y(t))
w(0) = zo — u(zo,yo) = 20 — 20 = 0.
Mostraremos que w(t) es constante:

do _de drdy
dt dt dt ° dt?
=c(z,y,2) — alx,y, 2)u, — b(x,y, 2)u,

=c(z,y,w+u) —a(z,y,w+u) — bz, y,w+ u)u,.

w = 0 es solucién particular. Sin embargo, la EDO con condicién w(0) = 0 tiene tnica
solucion. Luego, w = 0. O]

Proposicion 2. Sean Sy, Sy dos superficies soluciones:
1. Si P € 1 NS, entonves Sy y 95 se intersecan en una curva caracteristica.
2. 81N Sy = {7} es una curva transversal, entonces 7 es caracteristica.

Proof. Sean v,y curva caracteristicas

71(0) = P = 1,(0)

Yi(t) = (a,b,¢), Vi=1,2.

!
Por unicidad, tenemos v; = 2. (b) Ejercicio. O

Teorema 2. Problema de Cauchy.

{a(m, Y, u)u, + b(z, y,w)u, =c(x,y,u)
u(f(s),9(s)) = h(s).

Dado Py = (z0,40,20) = (f(s0),9(s0),h(s0)). Supongamos que f,g,h € C'(I) y
a,b,c,e CY(Vp,)
f'(s0) g'(s0)

a(Po) bRy 7

Entonces, existe una tnica solucién u = u(zx,y) definida en una vecindad de (o, yo)-

Ejemplo 3.1. Sea

Up + Cly 0
u(s,0) = f(s), sER, f € C\(R).
La solucion es
u(z,t) = f(x — ct).
Ejemplo 3.2. Sea
uy +uu, =0, en R x [0,00)
u(s,0) = h(s), h € C'(R).

11



Tenemos

d
d—f z, x(s,0) =s
dy
A —
o = L y(5,0)=0
d
= =0, 2(s,0) = h(s)
lo cual conlleva a
z(s,t) = h(s)
y(s,t) =t

x(s,t) = s+ th(s).
Asi,
u(z,y) = 2(s,t) = h(s) = h(x — tu(zx,y)).

3.1 Wave breaking
Considere las curvas caracteristicas, s, > 51

x(s1,t) = s1 +th(s1), x(s2,t) = s2+ th(sa).

w(s1,1) = w(s2,1)
s1 +th(s1) = s2 + h(sq)
t= SR )

~ h(s2) — h(s1)

Asi, la funcién asumird valores distintos en el mismo punto

w(z,t) = h(s) = uy(z,t) = h'(s)(1 — tuy)

W' (s)
Uy = —————.
1+ th/(s)
Por ende, u, explota en t = —1/h'(s). El blow up ocurre cuando h'(s) < 0y el tiempo

_ﬁ‘

Teorema 3. Suponga que u; y us son soluciones del problema de Cauchy. Sean Sy y So
las superficies asociadas a u; y ug respectivamente. Entonces las superficies pasan por
Py = (f(s0),9(s0), h(s0)) i.e. By € S1NS,, luego S1MN Sy contiene una curva caracteristica
que pasa por Fy. Por tanto, u; = us localmente.

critico es t. =

Proof. Suponga que u; y us son soluciones del problema de Cauchy. Sean S; y S
las superficies asociadas a wu; y us respectivamente. Entonces, las superficies pasan
por Py = (f(s0),9(s0), h(s0)), i.e., Py € S; N S, Luego, S; NSy contiene una curva
caracteristica que pasa por Fy. Por lo tanto, u; = uy localmente. Ahora la existencia.
Para cada s € J, sea

dz

i a(z,y,z), x(s,0) = f(s)
d

d—i =b(z,y,2), y(s,0)=g(s)
dz

i c(,y,2), 2(s,0) = h(s).
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Ese sistema admite existencia y unicidad de soluciéon por el Teorema de Picard. Por

hipdtesis,
[xs(S,O) xt(s,O)] _ [f’(S) a(f(s), g(s), h(s))
ys(s0)  w(s,0) g'(s) b(f(s),g(s),h(s))]"
Entonces
(@,9) © Viso) = Wiss)90))

define un sistema de coordenadas s = s(z,y), t = t(x,y). Ahora, sea
u(x,y) = z(s,t) = 2(s(x,y), 1z, y))-
Verifiquemos que es solucion de la EDP

Uy = ZsSp + 2its
Uy = ZsSy + 2ity,
auy + bu, = (as, + bsy)zs + (at, + bty)z

0s dx n dy b
= = —8;+ — 8, = as, + bs
ot dt dt™? Y
d d dt
aty + bty = oty + Lt = =1,

at®  dt Y dt

Entonces,
aug + bu, = 2 = c.
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4 Clase 4

e Series de Fourier.
e Transformada de Fourier.

e Transformada discreta de Fourier.

Ejemplo 4.1. Sea

-

Aplicando la transformada

Esto tltimo es una EDO cuya solucién es
a(k,t) = ek, 0) = e~ g, (k).
Luego,
u(z,t) = F e 0 (k)]
Ejemplo 4.2. Qué hay de

w (2, 1) + uty + Ugge(z,t) =0
u(z,0) = up(z,0).

Ahora no es posible aplicar la transformada F por el segundo término. Sin embargo,

podemos escribir el nuevo término como %(u2)x y proceder como antes.

4.1 Series de Fourier - Separacién de Variables

Ejemplo 4.3. Consideremos la ecuacién del calor

uy = @*Uyyy, en (0, L) x (0,00)
u(0,t) =0=u(L,t), t>0 (2)
u(z,0) = f(z), z €0, L].
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_ A2
U = O Ugyy t

u(z,0) = f(x)

u(0,t) =0 u(L,t) =0
L

Buscamos u € C?((0, L) x (0,00)) N C°([0, L] x [0, 00]). Supongamos que
u(z,t) = e(x)(t).

De este modo,
p(x)'(t) = a®" () (t).

Re-escribiendo, (en los puntos en los que 1 y ¢ no se anulan)

Ly) _ ¢'(@)

a? o) plr)

Como un lado de la ecuacién depende de x pero no de t y el otro lado més bien depende
de t y no de x, ambos ratios deben ser iguales a una constante que denotamos —\. Asi,

tenemos las EDOS:
{w) = X2y (t)

y
" (x) = —Ap(z)
@"(x) + Ap(x) =0
(0) =0
w(L) =
Luego,

Tenemos entonces

y
Y (t) + ®M(t) = 0.

Un A para el cual (3) tiene solucién no trivial, es llamado autovalor del Problema 3, y las
soluciones no triviales se conocen como autofunciones correspondientes del autovalor A.

Probemos que A > 0 (los autovalores son positivos). Sea
Ccl0, L] = {f :]0,L] — C, continuas}.
Dados f, g € C¢[0, L] definamos

(f.g) = / f(@)g(x)dz. 4)
15



(4) define un producto interno en C¢[0, L]. Dado que ¢ € CZ((0, L)) N Ccl0, L]:

lim ¢"(x) = =\ lim p(x) = —Ap(0) =0

x—07t z—07F
lim ¢"(z) = =X lim p(x) = —Ap(L) =0
z—L— z— L~

y por otro lado,

A /O ' ¢(y)dy = lim xs&”(y)dy = lim [¢(z) — ¢'(a)]

a—07t a—0t

A / ply)dy = lim / ©"(y)dy = lim [¢'(b) — ¢ ()],

b—L—

Luego, existen los limites lim, ,o+ ¢’(a) y limy - ¢'(b). Esto nos permite integrar ", ¢’
sobre [0, L]. Integrando por partes,

M, o) = (Mg, @)
= (—" )
. / o (2)p(x)dx

—m, | " @)p(a)da

a—0tb—L—

—— Jim Wep) - [ @F

a—0t b—L~

L
=— lim  [¢(0)2(b) — ¢'(a)p(a)] +/ ' ()]
a—0t ,b—L 0
= (¢, ¢') > 0.
Dado que (g, ¢) > 0, necesariamente A > 0.

Otra forma de verlo es que si A < 0, entonces ¢(x) = 0. Por ende, A > 0. Ahora bien, la
solucién a la EDO ¢"(x) + Ap(x) = 0 con A > 0 es de la forma

o(x) = ay cos(VAz) + bysin(VAz),

con a y b constantes tales que

Asf, VAL = nr para cierto n € N: )\, = %:

on() = by sin (?) Lz el0, L]

son las autofunciones asociadas a los \,. Ahora bien, en cuanto a ¥'(t) + a* \)(t) = 0,
la solucién es de la forma

(t) = ke
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donde k es una constante arbitraria. De este modo,

nmx 052712 7'('2

up(z,t) = b, sin (T) exp (— 73 t) , x €10,L],t >0.

Un candidato solucion es

0 2.2 2
u(z,t) = Z by, sin <?> exp (_a Z;T )
n=1

Vamos a buscar b,, tales que

f(z) = u(z,0) Zb sin (mr:c)

Ejemplo 4.4. Consideremos la siguiente variante de la ecuacion del calor

Uy = a*Uye, (0,L) x (0,00)
uz(0,t) =0=wu,(L,t), t>0
uw(z,0)  f(x).

En este caso,
2_2 2

o
ao + Z _n°w 2a t (nﬂ'l’)
= — ane Lz cos|—]).
2 L
n=1

Ejemplo 4.5. En el caso que el flujo de calor en cada lado de la barra es proporcional a
la temperatura

Uy = @*Uye, (0,L) x (0,00)
uz(0,t) +u(0,t) =0=w,(L,t)+u(L,t), t>0
u(z,0) = f(x).

La funcién f tendra la forma

flz) = —i— Z ay, COS ( ) + by, sin (nzx) (5)

El objetivo es responder las siguientes preguntas:
e Dada f:[0,L] — R, ;cuando es posible expresar f como (5).
e ;Cémo calcular a, y b,?
e ;En qué sentido (5) converge?

Notacion 1. Denotamos



Proposicién 3. Dado n € N, las funciones ¢,,, ¥, son periédicas con periodo fundamental
T = % En particular, 2L es un periodo comin a todas esas funciones.

Definicién 4.1. Si f,g : [a,b] — R son funciones tales que el producto es integrable,
podemos definir

%msz@www

como producto interno. En caso (f, g) = 0, se dice que f y g son ortogonales. Una familia
de funciones se llama ortogonal en [a, b] si las funciones son 2 a 2 ortogonales.

Proposicién 4. El conjunto {¢,}5°, U {1, }22, es un conjunto ortogonal en [—L, L] y
cumplen las siguientes relaciones:

0, sim#n

L
/ Un(X)p(x)de =< L, sim=n
L

2L, sim=n=0.

[ ta@ent@as =0

/_ on(T)pm(x)de = {07 sim#n

I L, sim=n.

Proof. Si m = n, como % sin(20) = sin(f) cos(0)

L nwTr\ . [(mmnx 1 [ . 2mmnx
CoS (—) sin (—) de = - sin dz.
I L L 2 ) L

Luego, usando el hecho que [ sin(az)dz = = cos(ax):

1 / L 2mmx 1 L ommz\ |*
- sin dr = —— coS
2 ) L 22mm L

—L

=0.

Para el caso m # n, recordemos que

sin(Az) cos(Br) = % (sin((A — B)z) + sin((A+ B)z)) |

Asi,

/L cos <@> sin (_mwm) dr = 1 /L sin —(m —njmz + sin —(m +njm dz
_L L L 2/ L L ’
Desarrollando la integral, queda:

(6)
1 L mm — nmw L n 1 L mm +nmw
e cos x = - cos x
2 mm — nmw L . 2 mm — nmw L
Expandiendo los cosenos y senos, se concluye que 7 es igual a cero. Probemos ahora que,
cuando m # n

/_LL coS (%) cos (m;rm) dr = /LL sin (nzx) sin (mzx) dzx.

L

(7)

—L

18



Para esto, recordemos que

cos Ax cos Bx = % (cos((A — B)x) + cos((A+ B)x))|.

Asi,

/ L (nmz) <m7ra:> J 1 / L nwTEr — ML . nwr + mnx J
COS| — ) COS| —— Xr = — COS R — COS R — xZ.
_I L L 2 ) L L

Dado que [ cos(ax)dr = 1 sin(ax),

I/L nwr — ML nwr + mnx 1 L . nmw — mm L
- cs| ——— | +cos| ——— | |dz ==-————sin| ——=z
2/ L L 2nm —mm L .
+1 L nmT +mmw
- sin T
2nm 4+ mmw L I
=0

En efecto, sin(kr) = 0 para todo k € Z. Para la integral LLL sin (””) sin (%) dx
recordemos la siguiente identidad trigonométrica:

o

sin(Az) sin(Bz) = %(COS((A — B)z) — cos((A+ B)x)) |.

De este modo,

J i (U s (MY o= 5 [ feos (M) — o (15208 -

Por el mismo argumento sin(kw) = 0 para k entero, concluimos que 8 es iguala cero.
Queda unicamente analizar el caso n = m € Z:

L
/ cos? (@) dx
_I L

Veamos que ambas integrales son iguales a L. Basta recordar que

cos2(0) = 1+ 0(2)5(20)
sin(6) = ”%n@‘))

]

Vamos a usar las propiedades precedentes para determinar los coeficientes de Fourier.
Sea

F@) = G0+ D authn + bupn.
n=1

19



Entonces,

<f7 1/J0> = <%¢0 + ; anwn + anOm ¢0>
= %Woﬂﬁ& =aoL.

O sea,
U vn) = / e
a o
n=1
= Qan <wn7 ¢n>
= a,L
o0 sea,
f Un) = / f(z) cos mrx) dx.
Finalmente,
f ()On = < w0+zanwn+bn(ﬁnv¢n>
= bn(Pn, Pn)
=Lb,.
O sea,

b = ) = / Fla)sin ("70) da.
L
Definicién 4.2. Sea L > 0y f: [-L, L] — R una funcién integrable la serie de Fourier

de f es la serie
A Qo nmwx
Slf :E—i-g ancos< )—l—b sm<L>

donde
= %/L f(z) cos (n_zx) dx
L
— %/L f(x)sin (_nzx) dx.
—L

Los coeficientes a,, y b, son llamados coeficientes de Fourier.

Observacién 7. Si S[f] converge para x € R, S,[f], converge a una funcién de periodo
2L. Ademas, es natural estudiar la serie de Fourier de funciones de la recta en la recta
que son periddicas en [—L, L] tal que f(—L) = f(L)y f(x+2L) = f(z) para todo z € R.

20



Ejemplo 4.6. Encuentre la serie de Fourier de la funcién

f(x):{_x’ si —1<z<0

x, si0<zx <1,

(—1,1) (1,1)

Tenemos que L = 1. Luego,

o — / 11 f(2)ds
_9 /0 ' fa)ds

=1.

Por otro lado,
1
a, = / f(z) cos(nmz)dz
-1
1

= 2/ x cos(nmx)dx
0

o VTE sin(nmz) 4 cos(nrx) |*

n?m?
cos(nm) — 1
2

N n2m?
-1 -1
_o=) =1

n2m?
Anélogamente,

N—————

=impar

b, = / 11 f(2) sin(nmz) do
0

21



Asi,

Sifl(z) = % + 22(_;)27;2_ ! cos(nmx)
1 < 4
=5 - kX; s cos((2k + 1)mx)

Note que en x = 0,

—_

Ejemplo 4.7. Vamos a calcular la serie de la funcién

f(x):{o, si — 7 <x<0

m, si0<z<m.

|
N
=
&
N~—
|
o
—4
@]
Ne

Entonces,

_l/ﬂf(m)dle/wwdxzw
/f cos(nz)d

= / 7 cos(mz)dx

™ Jo

b, = L f(z) sin(nz)dx

—T

= —/ 7 sin(nx)dx
T Jo
1—(=1)"

pa—
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5 Clase 5

Definicién 5.1. Se dice que f es seccionalmente continua en [a, b] si existe una particién
a=xy<z <- - <z, ="0bdel intervalo [a,b] tal que f es continua en cada sub-intervalo
(zj,zj+1), j=0,...,n—1y f(x) tiene a un limite finito cuando = € (x;,z;41) tiene a x;
0oaxj,0<y<n-—1

Observacién 8. Existen funciones seccionalmente continuas tales que fab |f(x)]Pdx = 0
pero f # 0. Por ejemplo, f(z) =0 parax € [0,1)y f(1) = 1.

Notacién 2. Denotamos SC[—L, L] al espacio de las funciones seccionalmente continuas
en [—L, L.

Observacion 9. Notemos que

L
)= [ r@gta)is
no es producto interno. Sin embargo, (,) es una forma bilineal. Es decir,
L (af + Bg,h) = alf,h) + B{f,h), @, B €R, f,g,h € SC[-L, L.
2. (f,9) =19, f), f,9 € SC[-L, L].
3. {f,f) >0, f € SC[-L, L}, ||f|| = \/(f, f) define una semi-norma.
e [|fl| >0, feSC[-L,L].

o llafll=lal-|lfll, a € R, f € SC[-L, L].
o [[f+gll <IIfI1+lgll, f,9 € SCI=L, L].

Proposicién 5. Si f € SC|—L, L] y si
BV .
S[f(w) = b + ;awn + b

es su serie de Fourier,

ao N M co N M

para N, M € N, ¢,,d, € R. Ademas, vale la igualdad si y solamente si a,, = ¢,, b, = d,,.

<

f_

Proof. Sea ¢ la funcién

ao N M
g=F— S+ vt bupn|.
n=1 n=1

Tenemos

<g71/}0> = <f7 Qb0> _% <1/107 ¢0> =0
=apL =2L

(9, 0n) = (f,n) —an (Pn,n) =0
=anL =L

(9,n) = ([, €n) —bn{@n, pn) = 0.

N—— ——

=bn L =L
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Consideremos ahora

Por el Teorema de Pitagoras,

I-

N M
cotho + > nthn + Y dnson]
n=1 n=1

(an — cn)ton + Z(b

|= lg + RlI*

_ 2 2
=_llgll” +|n]]
glh

> |lgll*.

Finalmente, si ocurre la igualdad, a,, = ¢, y b, = d,.

Proposicién 6. Desigualdad de Bessel.
Dahg 4+ Y0 anthy + byy su serie de Fourier.

convergen y se cumple
ag
2+ Z

Proof. Se tiene que

(-

0<

N

a N M
>+ Z anthn + Z bnson]
aO + Z Ay + Z bn@n] )

= (£.6) = FUFv0) = D anlfo )

n=1

=Y balfon) = S, )

1

<¢o,¢o> Zan<wnaf>

M

E

n

=S

M:

1 n=1

3
I

I
i.t

Asi,

2
i

2

bn{ons ) + D b2 (n, @n)

+ >k (tn, )

n=1

—ﬂ—LZa —LZbQ.

Sea f € SC[—-L,L] y sea S[f]( )
Entonces, las series Y 0

+Zb2_

a N M
@ +zanwn+zbn%]>
n=1 n=1

]

b2

n=1"n

Como esto es para cualesquiera N, M, haciendo N, M — oo concluimos por la continuidad

de la norma.
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Podemos escribir la serie de Fourier de una funcién f € SC[—L,L] usando
exponenciales complejas:

T

e =cosx +isinz
eix + e—ix
COSx = ————
2
eim _ e—ir
sinx = -
21

Entonces,

n=1
o
a() + an an INTT an + Zb INTT
= — L
2 2 2
n=1
o T
= E f n)e L

donde f( ) =2, f(n) = Gn_iby f(—n) = % Esto implica que

2
171 [*
==|= f(x)cos @dx — Z— f ) sin mdw
2 |L
-L
L nmwx
= o7 f(x) <COST—ZS 7 )d:v

& [

Corolario 1. Si f € SC|—L, L], {

> IfmP < < S lIfIP.
E€Z

\m

(n) }nez sus coeficientes de Fourier, entonces,

25



6 Clase 6

Corolario 2. Sea f € SC[-L,L] y S[fl(z) = >,z f(n)e™@*, su serie de Fourier.

Entonces, la serie
> Ifm)=1lm | (n)”

n=-—oo k=—n

es convergente por la desigualdad de Bessel.

Corolario 3. Riemann-Lebesgue. Si f € SC[—L, L], entonces lim,|—,o0 f(n)=0. En
la version real,
lima,, = limb,, = 0.

Aqui f(n) son los coeficientes de Fourier de la serie en forma compleja y {a,}, {b,} los
coeficientes en su forma real.

Observacién 10. f es suave en (—,7), periddica,

M
<

FO®)] = 1R F(R)] = [FR)] <

Definicién 6.1. Sea {f,} una sucesién de funciones complejas continuas definidas en
I C R. Diremos que la sucesién {f,} converge puntualmente en I a una funcién f siy
solamente si dados z € I y € > 0, existe N, € N tal que

n>N,: |fulx)— f(x)| <e

Decimos que la sucesién { f,,} converge uniformemente en I a una funcién f si solamente
si, dado € > 0 existe N € N tal que

n>N = |fu(z)— f(z)|<e Vzel

Teorema 4. Sea I C R un conjunto no vacio y { f,} una sucesién de funciones continuas.
Si {fn} converge uniformemente a una funcién f : I — C, entonces f € C¢(I).

Proof. Sea zy € 1,

[f (@) = o)l = [f(2) = ful2) + ful2) + fulzo) = fn(z0) — f(0)|
< |f(@) = fu@)| + [fal) = falzo)] + | fulzo) — f(20)]-

Dado ¢ > 0, existe N € N tal que para todo n > N, |f,(z) — f(z)| < €¢/3, para todo
x € I, por la convergencia unifrmente. Sea n = N, entonces,

() = flz)| < €/3.
Dado z¢ € I, existe por la continuidad o > 0 tal que
v — 20| <6 = |fn(x) — fn(x)| < €/3.
Luego, si |z — x| < 6,

|f(x) = flzo)l < [f(x) = fn(@)| + [n(2) = fv(@o)| + [fn(20) — flzo)| <€
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Teorema 5. M-Weierstrass. Sean I C R un conjunto no vacio, y {f,} una sucesién
en Cc(I), suponga que exista { M, } sucesién numérica tal que

Lo |falx)| < M,,¥VneN zel
2. Y 2 M, <oo.
Entonces la serie >~ | f,(x) converge uniformemente en I.

Proof. Primero, dado € > 0, existe N € N tal que para ¢ >n > N

Entonces,

k=n k=n

Por lo tanto, la serie ), | fix(z) converge puntualmente. Por otro lado, haciendo ¢ — oo,

x) SZMk<€,VxEI.

Sea f(z) = > 7, fe(x),z € I. De esta forma, para n > N y cualquier z € [

S a@< Y In@l< Y Mi<e

k=n+1 k=n+1 k=n+1

o

k=1
[

Teorema 6. Sea {f,} una sucesion en Cgla,b] y suponga que {f,} converge
uniformemente a una funcién f € Ccla,b]. Entonces, cualquiera que sea g : [a,b] — C
seccionalmente continua,

b
/ f(x)g(x)dx = lim fn( )g(x)dx.

M—/n

Proof. Simplemente

(f(x) = fulx))g(x)dx

/u D)ol dz

< eM(b—a).
Esto se deriva del hecho que existe M > 0 tal que |g(x)| < M para todo z € [a,b] y como
fn — f uniformemente, podemos encontrar N > 0 tal que

€

n>N = [fulz) - f(2)] < Mb—a)
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Teorema 7. Sea {f,} una sucesién en C¢|a,b]. Suponga que > . f,(z) converge para
algin zo € [a,b] y que la serie de derivada Y -, f/(x) converge uniformemente en [a, b]
a una funcién g € Ccla, b]. Entonces, la serie > 7, fi(x) converge uniformemente a una
funcién de clase C*, digamos f, v f' = g.

Proof. Primero, por el TFC y la convergencia uniforme

/ :g(wdt -/ xifé(t)dt

S [ pwa
= > [fu(z) = fr(zo)]

Como Y., fu(zo) es convergente, tendremos que » -, fi(z) converge puntualmente.
Luego, podemos definir
Z fr(x), = € [a,b].

Asi,
f<x>:f($0)+/ g(t)dt.

o

Sigue que f € C¢la,b] y f' = g. Resta demostrar que la convergencia es uniforme:

‘f(l‘)—ka(x) = /mg( dt + f(zo) ka

o

T

= / g(t)dt + f(xo) ka ) Z k(xo)_sz’(x

0 k=1

| atwyae - S o) + 3 Rl +
o k=1 k=1

<|/ gyt — S lw) — filwo)]

0 k=1

<|/ jgu)dt—é [ o

Dada una funcién f € SC[—L, L] podemos extenderla de forma natural a una funcién
periédica F' de periodo 2L que es seccionalmente continua en [a, b]. Denotemos

IN

.%'0)

+€
2

+€
5%

O

SCpe;(2L) = funciones reales periddicas de periodo 2L
que son seccionalmente continuas en todo intervalo [a, b]

Cper(2L) = funciones f : R — R continuas y periédicas con periodo 2L.

Dados f € SCpe:(2L) y 9 € R denotaremos por f(z]) y f(zy) los limites laterales
flag) = lim f(z) vy f(ag)= lim f(z).

Jf—>$0 :L‘ﬁl‘o
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Teorema 8. Si f € SCpe(2L) y suponga que f es diferenciable salvo en un nimero finito

de puntos en (—L, L) con f" € SCpe(2L). Entonces, para cualquiera que sea = € R, la
+ —

serie de Fourier de f converge en el punto = a w

Lema 1. Sea f € SCp.(2L) y suponga que f es diferenciable salvo en un nimero finito

de puntos en (=L, L) con f" € SCpe(2L). Supongamos también que f es continua con

f(0) = 0, entonces

ao o o R
2+ 22; - n;)of(m = f(0)=0.
Proof. Definamos
M sl #0, v [-L,1)
_— e L —
9(@) _SON g = 0.

Tenemos que

z—0t =0t o " — 1

- hm iTx
x—07+ x—0 e —1
— L
o f@-f0) L
=0t 1 —10 v
iLf'(0%)
B T
Andlogamente, lim,_,o- g(z) existe y es igual a LSO Por aritmética de funciones

™

seccionalmente continuas, g € SC[—L, L]. Por ello, por el Teorema de Riemann-Lebesgue,
lim,, . g(n) = 0. Por otro lado,

e e P

—L
1 L i(n—1)7zx 1 L inmx
= — glx)e T dr— — g(x)e” L dx
oL |, oL |,

De este modo,

S FR =3 gk —1) = §(k) = —4(—m — 1) — §(m) — 0.
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7 Clase 7

Teorema 9. Si f € SCpe(2L) y suponga que f es diferenciable salvo en un nimero finito
de puntos en (=L, L) con f" € SCpe(2L). Entonces, para cualquiera que sea z € R, la

+ —
serie de Fourier de f converge en el punto = a M

Proof. Sea

[f(xé)%—f(xg)}>_

T(x7y>: <x—$0,y_ 9

Asi T lleva el grafico de f en punto de la forma

<x_%w_[ﬂ%7+ﬂ%q)7

el cual resulta ser el gréafico de la funcién

f(w(T)Jrf(xE)}
5 .

o) = fla+an) - |

La funciéon g la todavia no es continua como en el lema anterior pues no necesariamente
ocurre que g(0) = 0. Sin embargo,

flag) = flag)

g9(0") = 5
Y — + O-I— 0
Asi, sea
g(@)tg(z™) : LI
h(l’): 2 ) 31x7$(),:1:€[ ) )
0, con z =0,

y h(x +2L) = h(x). Como f, f" € SCpe(2L), es evidente que g,¢ € SCpe(2L) y por
tanto h,h' € SCpe(2L). Ademds, por construccién, h es continua en x = 0. Sigue del
Lema anterior que

Por otro lado,

Luego, de (9)

> ak) =) k).
k=—n k=—n
Los coeficiente de Fourier de la funcién g son

g(k):%/_i {f(ff‘l'%)— (f(:cé);f(xo)ﬂ ke

= f(k)e$ — f(xa“) ; f(z) /_LL e’ikdex.
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Luego,
g(k) = {f(0> TR EIeR) - if = 0

Flk)e T, si k0
y por tanto
nh_}r{.lOZ{ Zkﬂzo}_f(x—()’-);f<xa)_ Z g(k)zo
k=—0o0

]

Observacién 11. La condicién de diferenciabilidad de f puede ser debilitada, pero es
importante observar que es necesario algo mas que f € SCpe(2L).

Ejemplo 7.1. Sea
—z, si —1<x<0
flx) = { .

x, si0<z<l1

Vimos anteriormente que

Como f es continua y diferenciable en (—1,0) U (0,1) con f’ € SC[—1, 1] tenemos

4000052k'+
R — —1,1].
WZ T T re-L

MII—‘

En particular, tomando x = 0,
SEREE

2 -_— .
—~ (2k+1) 8

7.1 Convergencia uniforme

Proposicién 7. Suponga que f € Cpe,(2L) es diferenciable en (—L, L) salvo un nimero
finito de puntos con f" € SCpe(2L). Entonces los coeficientes de Fourier cumplen

A VTN A

f/(n) = Tf(n)a n € L.

QL/f

Proof. Entonces,

= ST+ ””‘T” fa)e " du
L —L
INT 4
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Observacién 12. Si f*) € SCpe(2L) entonces f*)(n) = (m)kf(k), n € Z. En

particular, si n # 0
. L \"* .
Fo = () 700

inm
Asi, si k > 2, la serie de f converge uniformemente a f. De hecho f, f" € Cpe(2L) v
f" € SCper(2L), por el Lema de Riemann-Lebesgue

F"(n) =0, |n| = oo.

Luego, existe M € R tal que |f”(n)| < M, para todo n € N. Por consecuencia

2 R ML2
"
S (n)] < o — 0.

lnTrz

e

< |f(n)] <

Como > -, # sigue por el test M de Weierstrass que la serie de Fourier converge
uniformemente.

Teorema 10. Suponga que f € Cpe(2L) es diferenciable en [—L, L] salvo un nimero
finito de puntos, f' € SCpe(2L). Entonces la serie de Fourier de f converge
uniformemente en R hacia f.

Proof. Por la observacion anterior y el test M de Weierstrass es suficiente probar que
existe K € R tal que

N
> |f(k)| <K, VNEeN.

Para eso utilizaremos la desigualdad de Bessel y la Proposicion 7

Z @l =1fO))+ Y |f(n)

1<[n|<N
A L "(n
~lfoy+ 2y
1<[n|<N
1/2 1/2
' 1 1 1,
< [FO)[+— > 3 > 1 ()]
1<[nl<N 1<[nl<N

L 1 1 i
§|f(0)|+;—||f’lll n—]

Luego, se sigue el resultado. O

Teorema 11. Sean f,g € Cpe(2L) y supongo que f es diferenciable en (—L, L) salvo un
nimero finito de puntos con [’ € SCp,(2L). Entonces

f!g Zf

n=—oo
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En particular, se cumple la desigualdad de Parseval

A=Y 1P

n=—oo

Proof. Por el Teorema 10, la serie de Fourier converge uniformemente. Luego,

sl =57 [ s
_ ii@ o [ stwreFa
_ n_ioo )5 /_ LL o(x)eF du
_ ni Fyatn)
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8 Clase 8

8.1 Transformada de Fourier

Motivacidén: la barra del calor en la barra infinita.

Uy = Uy, (2,1) ERX R,

u(z,0) f(x)

u € C*(R x (0,00)) NC(R x [0,00))
U acotada.

Luego, obtenemos las EDO’s

X"+ AX =0
X acotada

T+ 0T =0
T acotada

Para que X y T sean acotadas, es necesario que A > 0. En dicho caso,

X(x) = AeV=e 4 BemVe — geiViz | po—ivia
T(t) = Ce™™.

Sea A = £2. Entonces,
ug(z,t) = (A()e™ + B(&)e )e ¢,

Sea
o0

w(z,t) = [ A + B(&)e e tdt

OOA(f)eigxeiéztdg + /OO B(f)efiéxef&tdéf
0

0
A({)eiggﬁe_&df—l—/ B(—n)e e " tdn

— 00

o0

Il
—

8

vl
=)

/ g(€)eicre e,
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O sea, u(x,t) es una expansién de f por funciones ¢, que cumplen —gog = E2%p¢, e = €57
Formalmente,

o= | 1@t = o=l [ e

1 ,
:miﬂ“& V 9(n) md”] e

lim / / _i(g_”)dxdxdn
27'(' a—00 —a

1 r e~ iE—mz |@ 4
—%aggo _oog(n)—z(f—ﬁ) . n
1 o milg—n)a—eiEma
=—1i d
il AL s p
1. > sin((n — &)a
L [T P9,
T a—oo J_ n—=&
1 o i
= — lim g(f—f> Smrdr
ma—oo J_ a/ r
1 [ sinr
—9(5);/_00 —ar
=9(£)-

Definicién 8.1. Si f : R — C es integrable en cualquier intervalo [a, b] y si

* b
/_Oo |f(x)|dz = Hli?,i%o/a |f(x)|dz < oo

la transformada de Fourier de f es definida por la funcién

£ 1 - —i€x
f(f)zﬁ/oof(x)e “d.

Mostraremos la férmula de inversion

1 2 i€z
@) == / RGEES

Denotaremos por £! el espacio de las funciones f : R — C absolutamente integrables en
cualquier intervalo [a,b] y que cumplen

b
I[f[l: < lim / |f(z)|dx < oc.
a——00,b—00 a
Proposicién 8. Si f,g € L', entonces

L. (f+Xg)(s) = f(s) + Ag(s), A € C. f(€)
2. Siy Ry fy(z) = flx—y), f(§) =e
3. 1F() < £IIfIl, €€ R.

F(=€).
f(s).

35



Teorema 12. Si f € L!, entonces la transformada de Fourier f es uniformemente
continua.

Proof.

1f(&+n)—f

z)e ey / f(z)e ™ dx

x)e (e — 1)da

|- e — 1)dz + —— e — 1|dz

\% 27T /l;c|<M V2m /x|>M
< |e”7x—1|d:17+—/ f(z)dx
\/ 2m /|x|<M V27 Jjal>M

Como y — € — 1 es continua, dado € > 0 existe dy > 0, |y| < dp, | — 1| < . Tomando
§ = 0o/M ‘
Inx| < Mn| < dy — | — 1] <.

]

Proposicién 9. Riemann-Lebesgue. Si f € £! es tal que f es seccionalmente continua
en cualquier [a, b], entonces

~

lim f(£) = 0.

€] =00

Proof. Dado € > 0, como f es uniformemente continua, existe § > 0 tal que. si [€—n| < J,
|f(zi) — f(n)| < €/3. Por otro lado, existe M > 0 tal que

2
/ f(x))de < X225 M > 2
lz|>M 3 8

Sea g : [—m,m] — C dada por
2 M
(M)
m m

g es SC € [—M, M| provisto que f lo sea. Asi, por Riemann-Lebesgue (clasico)

1 [7 -
lim g(n) = lim oy / g(x)e "™ dx = 0.

™ —T

En particular, existe N € N tal que, para |n| > N, |[g(n)] < €/3. Si ¢ € R
con (| > Nx/M y k € Z tal que K —1 < 4¢ < K. Entonces, K > |[N|y
0<aK/M—¢=1 (K- < & < 4. Asi,

o1 (”—k)\+1f el

?*bﬁ[ﬁ(?@“M@

2¢ R
= 3 + |g(k:)| < €.

EIq

f(O)] <

—ZT(KCC/de
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Definicién 8.2. El espacio de Schwartz. La coleccion de funciones f : R — C
infinitamente diferenciables en R tales que cualesquiera que sean «, 3 € Z, existe C,

con
|22 fP) ()] < Chp, YV €R.

El espacio de Schwartz es no vacio pues la funciones con soporte compacto asi como
X .2 . . , , .
la Gaussiana 7(x) = e~* /2 pertenecen a dicho espacio. Més atin, se puede verificar que

(&) = (8)-
Proposicién 10. Si f € S(R) entonces f' € S(R) y f/(€) = (i€) f(€).
Proof. Es claro que f' € S(R). Por otrolado,

21 _L oo/xe—zfacx

Integrando por partes,

bey — L r)e ¥ 1 i h x)e 0 dy
= (i) f(¢)
pues lim, ,4, f(z) =0 para f € S. O

Corolario 4. Por induccién, si f € S(R) entonces f™ e S(R) y fM(€) = (i&)"f(€).
Lema 2. Si f € S(R), entonces f € S(R).

Proof. Tenemos que

£ 1 > —i€dx
f(f)zﬁ/oof(x)e o
1 o0

(z)e " dx

-l
dﬁA —ix
dfﬁf \/ﬂ/ (—ix)? f(x)e " da.

Esto demuestra que f € C*(R). Notemos que

dﬁ o . G /3,
aer! (&) = (Z7 (= )(E)

d° .
(i€)" 4P (&) = (=) (1) ()

donde

[e%

o) = [+ 5(x)] € S(R).

Se ha usado el Corolario 4. El Lema de Riemann-Lebesgue garantiza que

am 9(8) =0
|| =00
entonces £ — £ dsﬁf(f) es acotada. Luego, f € SC(R). O
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Lema 3. Si f € S(R) es tal que f(0) = 0, entonces

10 === [ fepie

Proof. Supongamos que existe g € S(R) tal que’

f(x) = zg(x).
Entonces,
f(&) = 2g(¢)
- [ o
— i/ (€).
Asi, | )
o [ _Foue= o [ eia=ia0] =
El hecho que g € S es consecuencia de lo siguiente:
9 (x) = xﬁlﬂ g(_l)k(ﬁ f!k)!xﬁ—kf(g_k) (2).

Luego, para |z| > 1,

> !
20| £ 3 el ) < Co
k=0 ’

Para |z| < 1, la continuidad de 2%¢g"®(x) asegura que esté acotada la funcién.

Lema 4. Si f € S(R), entonces

£(0) = % / e

g9(x) = f(x) = f(0)v(x)
donde y(z) = e **/2 y 4(€) = e /2. Tenemos que g(0) = 0y g € S(R). Luego,

9(8) = (&) — F(0)4()

Proof. Definimos

1 o
0= E/_Oog(f)df

- | - J;(—QO_; IRGL
-—= | _#a- 1o
Asi, .
£(0) = \/% / f(€)de

Lf fo f/(tz)dt = fo xf (tx)dt = zg(z).

38



9 C(Clase 9

Lema 5. Si f € S(R), entonces

Proof. Para x,£ € R, tenemos que

F&)e = f_.(9),

donde f_,(t) = f(t + x). Claramente f_, € S(R) y f-.(0) = f(z). De este modo, por el
Lema 4,

f(x) = f-0(0)
1 x
- = / REGE
IR e
- / feea

Teorema 13. La aplicacién F : S(R) — S(R), f — F{f} = f es una biyeccion.

~

Proof. Si f =0, por el Lema 5 tenemos que f = 0. Asi, F es inyectiva. Ahora, vamos a
mostrar que F es sobreyectiva. De hecho, si f € S(R),

1 B A
ote) = o= [ fepte = fla).
Es claro que g € S(R), y por la férmula de inversién
L[ e
16 = 2= | fwei

1 .
= —/ g(—x)e*dx

V21
= \/% /_ Z gly)e " dy
=9(8)
Luego, f =g. O]

Proposicién 11. Identidad de Parseval. Si f € S(R), entonces || ||z = ||f||2. esto es
F:SR) = S(R)
es una isometria.

Proof. Considere el operador convolucion

(Fr)o) = [ " fg(e —y)dy.
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Se cumple que fxg€ L'y

fxg(€) = % /OO dwe " /_Z dyf(y)g(z —y)
= 7 / dy f(y / Z dre " g(x — y)

—ily > Zeiﬁz
— = | e [ dsle)
= V2rf(£)§(6).

Luego,

o0 . ) 1 o0 N
/ FOaed = o= /  9)(€)de
= (f*g)(0)

- tw

Si g(y) = f(—y), entonces,

Luego,

/fg(yy
/If )[*dy

= If1I5.
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10 Clase 10

Ejemplo 10.1. Sean u,v € S(R),

v=1u— %Bum +0(B%), B —0.

Entonces, sacando la transformada de Fourier,

Asi,

Usando una expansion de Taylor,

o= (1 - %kz + 0(52)) o(k).

10.1 Ecuacion de la onda

Uy — Uy, =0, en R?
u(z,0) = f(z), v€R
w(e0)  =gl), s R

Aplicamos la transformada de Fourier:

IALtt + Czk'Q?l(l{?, t) = 0, en R?
ik, 0) = f(k), keR
i (k, 0) = §(k), kER.

La solucién general de la EDO obtenida es
u(k,t) = ¢1(k) cos(ckt) + éo(k) sin(ckt).

Las condiciones iniciales implican que
A g(k
a(k,t) = f(k)cos(ckt) + %) sin(ckt).
c

Ahora bien,
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De este modo,

u(z,t) ) cos(ket)e™* dk + —/ )sin(kct)e™ dk

-7

=I+J
eikct + eikct

T=— | k"1
\ 27T /oo 1( ) 2
00 Zk(w-ﬁ-ct d/{} + / _Cl zk:(ac—ct)dk,

ezk’xdk

L,
— E/m 3¢ (k)
= %{cl(x—i—ct)—i-q(l‘—d)}
:%(f(x—i—ct)—i—f(il?—(ft))

N J/

TV
la onda se divide en 2

1 o0 .
= o (k) sin(ket) e dk:
= | alsinger)

. eikct . e—ikct
B v 27T / alf) 2i o

1 <1 .
> / _62 zk:(x-i—ct)dk, . - / 5 CQ(k)GZk(x_Ct)dkf
V 4T V 4T J —

1 x+ct
=5 g(s)ds.

[e.e]

r—ct

De este modo,

x+ct

g(s)ds} .

u(x,t):%{f(x—ct)—l—f(x—i—ct)—i—%/x

—ct

Observacién 13. Si tomamos g(z) = —cf'(z), o g(x) = ¢f'(z), podemos cancelar uno
de los términos, de forma que la onda viaje solo hacia un lado.

Una forma alternativa es la siguiente:

2
Upp — CUpy = 0

Ju(z,1)
[0 — cO,|[0r + cOJu(z,t) =0
[0y — cOpu(z,t) =0 = u(z,t) = Y(x + ct)
[0 + cOz|u(z,t) =0 = u(x,t) = p(z — ct)
u(z,t) = p(z — ct) + (x + ct).
Asi,
f(x) = u(z,0) = () + ().
Luego,

f(@) = u(z,0) = p(x) + ()
u(x,t) = —c'(x — ct) + ' (x + ct)
9(x) = w(x,0) = —c¢ (z) + e (x).
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De este modo, tenemos el sistema

{wwwmww — f'(x)
—cp'(z) + ' (z) = g(x).

Por ende, obtenemos nuevamente

u(,t) = & {f(:zc Cet) 4 flatt) 4+ /:+Ctg(s>ds} |

2 C —ct

Interpretacion para la solucién del problema.

1. g =0: u(z,t) = w El dato inicial se divide en dos que se propagan en
direcciones opuestas.

2. Si fijamos (o, to),

1 xo+cto
ulan, o) = (oo = cto) + fan + cto)} + 5. [ gls)ds.

o—cto

La informacién solo depende de lo que pasa en [xg — cto, xg + ctol, fijado (xq, to).

Ejemplo 10.2. Vamos a considerar el problema con ¢ = 1, g = 0 y f definida de la

siguiente manera:
0, si|z] >1
flx) = .
—2lz| +2, sifz] <1
La funcion f es discontinua en z = 0,41. Por ende, las singularidades se propagan en

r+1==£l
u(z,t) =2 — |z —t| — |z + 1.

Ejemplo 10.3. Sea
Up + Ugpe + 0ul, =0, a K 1.

Aplicando Fourier, podemos encontrar una solucién para u; + Uz, = 0, digamos wuyg.
Luego, proponemos
u = ug + auq + oz2u2.

10.2 El problema de la cuerda finita

(

Ug — CPUge =0, (z,t) € (0,L) x (0,00)
uw0) = f)

u(z,0) =g(x), v €10, L]

u(0,1) =u(L,t)=0,t>0

u € C?([0, L] x [0,0)).

\

Inicialmente, observe que
u(z,t) = v(x,t) +w(z, t),
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donde v resuelve

(Utt - CQUacm = 07 (ﬁ,t) € <07 L) X (0700)

v(z,0) = f(z)
S v(x,0) =0, z €10, L]
v(0,1) =v(L,t)=0,t>0
v € C%([0, L] x [0,00))

y w resuelve
.

Wy — vy =0, (z,t) € (0,L) x (0,00)

w(z,0) =0

wi(z,0) =g(z), €10, L]
w(0,1) =w(L,t)=0,t>0
w € C*([0, L] x [0,00))

\

Aplicamos el método de separacion de variables;
vz, t) = X(2)T'(t).
Obtenemos el siguiente sistema de EDOS
{X” +AX =0 {T” +AAT =0
X(0) =0=X(L) |71(0) = 0.

Tenemos

X(z) = Acos(VAz) + Bsin(vVAz).
Ademas, usando las condiciones de borde, X(0) = A=0y

0= X(L) = Bsin(VAL) = X\ = (”%)2

Luego, T(t) = C cos (2). Asi,

( t)—' (mr:c) nmct
Up(T,T) = sin 7 cos 7 .

Usando las féormulas trigonométricas, es posible expresar u como una funciéon que viaja
hacia la derecha y otra hacia la izquierda. Consideremos

(2) = f(z), six € |0, L]
—f(=z), sixe|-L,0],

que estd bien definida por la condiciéon de compatibilidad.
R e
b, = Z/L f(z)sin (?) dx

= %/OL f(z)sin (?) dx.
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u(z,t) es una funcién continua en [0, L] x [0, 00). Por el Test de Weierstrass es suficiente
demostrar que u(zx,t) es acotada.

u(z, )] =

i b,, sin (_mm) cos nmct
" L L
n=1
< |ba| < 0.

n=1

Si le pedimos a f ser C? por integracién por partes, |b,| <
" € S0, L], tenemos que |b,| < Mn~3.

n—]\g. Por otro lado, si

Observacién 14.

Derivamos
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11 Clase 11

Derivacién de la ecuacion de onda (escrito con variables adimensionales, z = 0 y no
z = —hy):

BOrz + ¢z =0, 0<z<1+an(zt)
sz :O, z=0
M+ ety — 50 =0, z =1+ an(z,t)

¢+ 3005 + 3507 +n =0, z=1+an(z,1),
dondea:hiO,B:/\—g«l.

Qb = ¢($7 27t>a n= 77(17775)'

Planteamos el siguiente candidato a solucion:

$la,z,t) = fula,1)2".
n=0
Entonces, reemplazando en la EDO
0= /Bcbm- + 2z
= Z@fnmz +Z n(n—1)f,z"

= D [Bfnez + (n+2)(n + 1) frpa] 2"

n=0

Asi, (para los pares)

B 5
Jnz = (n+2)(n+1)

fTLCEZE‘

De este modo,
(_1)71671 a?n

fon = (2n)!  Ox2n

fo (33, t)
En el caso de los impares:

(_1)11/811 82n+1
Jont1 = (2n + 1) (%Qnﬂfl(%t).

Asi,

i(_l)n Bn @Zn on ﬁn 82n+1

¢($, 2 t) = (Qn)' ox2n fo('r’ t)Z + <_1)n (2n + 1)' Ox?n+tl

fl (LC, t)ZQnJrl.

Por otro lado

0=¢. = fi(z,1) =0 = fo1 =0, VneN

z=0

Asi,

o0 nﬁn H2 .
o(z, 2, t) Z o) a%fo(x,t)wQ.

n=
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Entonces,

2 3
¢(ZE, Z7t> - fO - §f01122 + — /6 mezzZ 6 fOzmmmmmz + 0(54)
Asi,
2 3
¢CE = fOx - ﬁfO:{;:}:xZ + B fO:L‘a:xxe ﬁ fOxmxx:L‘a:Z + 0(64)
3 3

¢ = _5f0x:c + fOxrxmz 51 fOxmxx:ExZ5 + O(64)

Sea u = fo,. De la condiciéon de cinematica
1
N + Oé(bﬂcnac - E(bz =0, z=1+ 0477(55'715)-
se llega a
2

u— éum(l +an)? + O(ﬁz)} 7]9:—% [—ﬁuw(l +an) + ﬂ—

5 5 Ugea (1 + an)® + O(3°)

7]t+()é

Simplificando,

1
N + Uy + a(nu)x - éﬁumﬁx = O(OZ/B, 52) .
N——
O(aB)+0(B2)
Haciendo lo mismo para

o+ ong + ¢2+n—0

2

obtenemos el sistema

{m + g + )y = §BUaee = O(B, afp) (10)

up + Ny + auu, — gumt = O(3?, ap).
En primer orden (aproximacion)
+u, =0 +uy =0
Tt N Tt t S ——
U+ 1y = 0 Ugt + Npw = 0 — ,—/d -

Supongamos que n(x,t) = f(z — t) sea solucién de Boussinesq y que
u=mn+ aA(x,t) + B(z,1).

Entonces, sustituyendo en (10), la primera ecuacién provee

1
- = xxxzo
6577

1
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Para la segunda ecuacion,
B, _
N+ Ne + Ay + BBy + ann, — 5 et = 0
) -
) -

1 Z

Imponiendo compatibilidad:

1 1

6 2
1 1
Ap+2mm, = —Ay +1m, By — 677503090 =-B,+ inxxx
2 4
2/, 6
1 1
A=—- 2 B == TT*
4" 3

En consecuencia, obtenemos la ecuacion de KdV

1 1 1
r = — 3z 2 i “Nexx — Zlzax =0.
N+ Oz{ 5 + 7777]+5[377 G }

48



PARTE II



12 Clase 12

12.1 La ecuacion de onda en dimensiones altas

Ahora consideramos
u(z,t) = u(zy, 29, -+ , Ty, t); u:R" xR —R.

La EDP de la onda es dada por

"L 9%u
Ut = Axu == a_gj?
=1
El PVI que estudiaremos sera
uy —Au =0, en R" x R,
u(2,0) = f()
u(r,0) = g(x).

Método de las medias esféricas

Sea h : R" — R una funcién y Mj(z,r) su media definida sobre la esfera de centro = y

radio 7:
1

Wyl /| _ hy)dSy,
y—x|=r

1/|10B(z,r)|

My(x,r) =

con w,? el 4drea de la esfera unitaria n dimensional®. Asi,?

M, (. t,7) = wn:n_l /y s,
Sea { = ¥-*. Entonces,
My (x,r) = 1n71 / h(x +r&)r"tdSe = L h(x + r&)dSe.
Wnl j€l=1 Wn, Jig|=1

Luego, definimos
My(z,7r), sir>0
My (x,7) = < h(z), sir=0
Mp(x,—r) sir<0.
Si h € C?(R™), entonces M, € C?(R™). También denotaremos la extensién de M), por
M;,.

Proposicién 12. Ecuacién de Darboux. Si h € C?(R"), entonces

{aw 1z - 1@} M(z,7) = Ay M (z, 7).

nag, = 20"/2 /T (2).
3gn=l ={z eR": |jz|]| =1}

448, = r=1dS,.
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Ademas,

My (z,0) = h(z)
' oM
— = 0.
or |,_,
Proof. Se tiene que®
1
Op My(z,1) = 0, {—/ h(z + r{)d&}
Wn Jigl=1
= i Oph(x 4 1r&)dSe
€1=1
1
= — Vh(z+7rf)- € dSe
¢l=1 el
1
= — V - Vh(x + r&)dg
tcorema do Ia divergencia T/ I61<1
eorema de la divergencia
1
= — Ae h(z+rg)dE
l€1<1 ?/
1
= — rAzh(x 4+ ré)dE
l§1<1

_ A, h(z +ré)d
4@@ rE)de

wTL
r 1

:——%/ h(y)dy
|y z|<r

yw\p

y)dS,dp

wnp”’th(ﬂa p)dp

O My(x,r) =r'""A, / "M, (z, p)dp
0

"0, My (z,7) = Ax/ "My, (z, p)dp.
0

Note que se ha aplicado que el determinante del Jacobiano de ¢(y) = ¥-* es r~™. Luego,
derivamos con respecto a r:

(n — Dr" 20, My, +1"10,. My, = " LA, My (x, 1)

r

1
By M), + <” ) 0, My, = Ay M (z,7).

5fQV~FdQ:f89F-ndw.
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Considere la ecuacion de la onda

Uy — AAu =0, en R® x R,
u(z,0) = f(x)
u(z,0) = g(z),

y defina

M, (z,rt) = u(x + 1€, t)dSe

I
—

Mf(ZL‘,T, t) = f(ZE+T§)dS§

Il
—

M, (

8
=
~
S~—
I

g(z +r&)dS;.

VAR

—a—

Flm &l Flr

Il
i

Entonces, si u es solucion de la EDP,

1
OuM,(x,rt) = — Opu(z + 1€, t)dSe

Wn Jig|=1

1
= — A Ayu(x + ré, t)dSe

Wn Jgl=1

= *A, [i / u(z + ré, t)ng}
Wn Jlgl=1

= A My(x,7,t)

n—1

=2 {@TMU +
”

an

El problema de Cauchy de la onda en R?
Sin =3,

2
att]w’u = 8rrMu + ;arMu
8tt[T’Mu] = TarrMu + 28TMH
= Op [T M,).

De este modo, usando la paridad de M y la ecuacion de d’Alambert

1 r+ct
rM,(z,r,t) = 5 {(r — ct)My(z,r —ct) + (r+ ct)Ms(z,r + ct) + —/ sMy(z, s)ds}

c —ct

2r c

1 1 r—+ct
M, (z,7,t) = — {( + ct)Ms(z, 1+ ct) + (r — ct)Ms(z,r — ct) + —/ sM,(z, s)ds}

—ct

1 r+ct
M, (z,r,t) = 5 {(r +te)My(x,ct + 1) — (ct —r)Mp(x,ct —r) + —/ sMy(z, s)ds} :

r c —ct

Efectuando una reflexién para trabajar sobre R,

1 r+ct 1 ct+r
—/ sMy(z, s)ds = —/ sMy(x, s)ds.

c —ct c t—r
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Por ende, haciendo r — 0, y recordando que |0B(0,ct)] = 4nr(ct)* y que
lim, o My (z,7,t) = u(z,t)

(e, 1) = %&[ct]\/[f(x, ot)] + M, (z, ct)

t t
=9 [47?62152 /|y_zct f(y)dSy] + 42t /ly_ﬂctg(y)dSy.
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13 Clase 13

Teniamos
Uy —c2Au =0
u(x,0) = f(z)
u(z,0) =g(x), v € R%.

La solucién es

0 t
o) = g o005 g [ [ o).

Ahora bien,

0 t 1 "
E |:47T02t2 /yl"|:0t f(y)dsy:| - 47T02t2 /ya:|=ct f(y)dsy * mat /|?;I:Ct f(y)dsy '

J/ J/

=1 =7
Por un lado,
J=—"' 5 / F(y)dS
N 4:7TC2t2 ! ly—a|=ct 4 Y
t
=———0 f(x 4+ cté)(ct)*dS
A 212 t =1 ( )( ) 13
t

Tl A ct)2%t + [V f (x + ct€) - (c€)](ct)*dSe

t /|y_x|ctm+ [Vf(y)-y;x

= Anc2t? ¢

| as,

Por lo tanto,

1

u(w,t) = 47 c2t2

/I— _ t{tg(y) + fW)+ V) - (y—x)}dS,.

Observacién 15. Cuando n = 1, se sigue de la férmula de D’Alambert que la solucion
tiene la misma regularidad de los datos iniciales. Si n = 3, las soluciones son menos
regulares. En general, si

feC™(R?), ge C™(R?) = ue C™).

Por otro lado, para conocer la solucién en (x,t), necesitamos conocer a los datos iniciales
en toda la esfera S = {|y — z| = ct}.

Observacion 16. Recordemos que

// F(z,y,2)dS = // Fop(u,v) - ||eu X @u|dudv,
s D

o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z2(u,v)), (u,v) € D.

donde
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13.1 Método de Hadamard

Consideremos el problema de Cauchy en R? x

Ut — C2 (u:rlxl + uxz:l‘g)

(%) :

u(iUh T2, 0)

Ut(xh T2, 0)

(0,00)

=0, en R? x
= f(‘rlvx?)

= g(x1,7,), en R

(0,00)

Una solucién de (x) puede ser considerada como una solucién del problema 3D que no
depende de la variable x3. Sean & = (z1,25,0) y

u(z,t) = a(ry, v,0,1)
f(.?fl,ilﬁg) f(ﬂ? T, )
g(z1,22) = G(21, 72, 0).
Sea
Uy — A =0, en R? x (0, 00)
(%) u(z,0) = f(z), T e R?
iy (,0) = g(Z), en R,
Entonces,
1 - -
) =200 = g [ 66) +10) + 97055 45,
=h(y)

O sea, tenemos que determinar

h(5)dS;.

/g§:|:ct

S={lg—[=ct} = {\/(yl—x1)2+(y2—x2)2+(y3—0)2:ct}.

Sea

Escribimos y3 = /c22 — (y1 — 1) — (ya — 29)% = /2% — |y — z|2. Parametrizamos
(Y1, y2) = (Y1, Y2, y3). Luego,
Y1 — 1
Pyr = 17 07 - )
. ( Y3
Y2 — T2
901/2 = <07 17 - Us )
Z’ k Yyi—x1
— |1 é n—r| y27£;z2
Py X Pyy = v || e
O 1 Y2—T2 1
Y3
o % el = — et
Py X Pys \/C2t2 y— o
De esta forma,
- ct
h()dS; — / dy.
/lﬂ—a"c—ct g-il<et A/ =y —xf?
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Asi, la solucién del problema en 2 dimensiones es

1
u(z,t) = —/ ‘ 2 ct 9W) dy
y—x|<ct

Admct? VAR — Ty — a]?

simetria, esfera completa

+ 0

t et | f) J
47 c2t? ¢ 52 1, Y
2 Jly—ai<et Vet — |y — o
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14 Clase 14

14.1 Métodos de energia

Sea U C R" un conjunto abierto de R™ con frontera suave oU y Ur = (0,7 x U,
I'r =Up — Up, donde T > 0, y considere

uy — Au = w(z,t)
(*) : u = f7 €n FT
Uy =gen U x {t =0}.
Teorema 14. Existe una tnica solucién C? (UT) de (x).

Proof. Suponga que u y % son soluciones C?(Ur) del problema (x). Defina

2(x,t) = u(z,t) — a(z,t) € C*(Ur).

Entonces,
2 — Az = (uy — Au) + (g — Au) = w(z,t) — w(z,t) =0
z =0 enlp
2 =0, en U x {t = 0}.

Defina

E(t) = %/sz(x,t) +|Vz(z,t)Pdz.

Derivamos E respecto a t,

E'(t) = / zizie + Vz-Vz dx
U \W_/

n
20t Fay gt

= /U(ztztt — 2 Az)dx

IPP

= / zi(zy — Az)dx
U

Asi, E(t) = E(0) = 0. ]
En R,

b
E'(t) = / (20200 + 2p2e)d
ab ,
= / (221t — Z222e)dT + 242,

——
-0
b
:/ 2z — Zoo)da
a

o7



14.2 Ecuacione de Euler

o8
U + 771¢x

[0 + 3[02 + ¢2gn — 2

2. [n=1L
3. g=I[L]/[T]?

6. [p] = densidad

7. o] = tensién superficial.

=0, 0 <z <hy+n(x,t)
=0, 2=0
= ¢, Z:ho—l-??(l',t)

;[1_:7]7% :0, Z:h0+77($,t>

Consideremos las siguientes medidas caracteristicas:

1. X es la longitud horizontal
2. hg la longitud vertical
3. a la amplitud de la onda

4. ¢q velocidad

5. A/cy tiene como unidad el tiempo.

Definimos entonces las variables

1. x =\
2. Z:hog
3. t=2¢

€0

4.z, t) = aij(#,1)
5. ¢(x,2,t) = “229(F, 7, ).

Sustituyendo en las EDP,

0<z<hy+n(xt)~0<hyZ < hy+ aij(,1)

~0<F<14 25,7
ho
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_acoA
b = aco ~~@ B CLCO/\1~~
T hy tdr hg AT
_acoA 1~
_acgh 5 dzZ acoA 1 +
¢, = h ¢Zdz = The h0¢z
_acA 1+

Asi, la EDP resulta, definiendo oo = a/hg y 8 = hi/\?

acoX 1 -~ acoA 1 -
h_oﬁﬁbm + h_oh_%¢zz =0

Bbzs + ¢z =0, 0<z<1+ai(i,i).

Counsideremos ahora

(Bun + 62 =0, 0<z<1l4an(z,t)
op =0

z =0

N + @y = 50., z=1+an(z,1)
\cbt—i-%[cbi—l-%@}—i-n—mffW:O, z=1+an.

Proponemos N
$la,2,t) = 2" falz,t).
n=0
Entonces, reemplazando en la EDP,
Bbaw + ¢22 =0
f: B fraa?™ + i n(n—1)fz"2=0
n=0 n—2

n=0

Por lo tanto,
Bfmcx + (Tl + 2)(” + 1)fn+2 =0, ne N.

O sea,
s
n+2)(n+1)

fn+2 = _( fnzw(l'7t)
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Concluimos por induccién que

(=n"
(2n)!

(="
(2n+1)!

f2n: T fo(.T,t)

Bnaanl (ZL’ t)

f2n+1

Asi, el potencial de la velocidad es

.T 2, t Z fO z, t 2n+z ) 6na2nf1(x t) 2n+1
n=0
Como ¢, =0, fi = -+ = font1 = 0 para todo n. Luego,

— _ é 2 5_2 4 3
Qb(ZL’,Z,t) - fO(xat) 2f0wxz + f()a:wxxz +O(6 )

2
BfOxarx + ﬁ fOxxa:a:a:Z + 0(53)

(T, 2,t) = fou(z,t) — 5
¢t(ZL‘,Z,t) = fOt(l‘7t) ngzth + B ancaca;ath + O<63)

N + aNepy — ZZ =0, z=14an(xz,t).

Asi, llegamos a

2
ot e oo+ OB)] = 5 |~BfanalL+ 1) + - fora (14 an)® + O()| = Ol )
Nt + fOrz + a[nszx + nfOrzz] - ngzzzz - O<05B, 62)
Nt + an:x + Oé(nfOT)af - ngT"L”L‘T = (9(@6» 62)

Como preciamos o3, tenemos

¢+ = <b + —ﬁczﬁ? + 1 — BB = 0(aB, f%).

Reemplazando con la serie,

fo,:—gfom(lwm)%r% [for + OB)*+ = [~ Bfore(1+ am) + O(8%)]*+n—BBnas = O(aB, 5.

i
Esto es,

1 |1
Joo+n+a |:2f3:17:| + 0 [—zf(mt - Bnm} = O0(ap, B?).

Sea u = fy,. Entonces, obtenemos el sistema

- gumxm - O(aﬂaﬁ2)'

U + Nz + auu, — guxwt - BBna::v:c - O(Oéﬁ, 62)

N + Uy + a(nu),
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En O(1),

M+ uy =0

U+ 1, =0
lo cual implica

Nt — Naa = 0

Ut — Ugy = 0.

Buscamos
u=n+aP(a,t)+ BQx,1).

Entonces,
m+m+a&+ﬂQwHﬂMn+OWﬂDh—§m+0wmmmeOM@ﬁ%f)
Asi,

Nt + N + aPa} + BQJ? + a(nz)x - gna:xw - O(a6752a (12)

1
Nz + Nz +a [PJ: + 2777790] + B |:Qx - anzxx:| = O(O‘67B2a a2)'
Para la segunda ecuacion, tenemos

U + Nz + auu, — gux:r:t - BBnmcx = O(aﬁa 62)

Esto es,

1
Nt + Nz + [Pt + 7]7]1] + ﬁ Qt + §nxmz - Bnmrm = O(Oéﬁ, 627 042).

Imponiendo las condiciones de compatibilidad,
Py +2nny = P+ 1,

1 1

2
Utilizando que P, = =P, y Q) = —Qa,
L
1
P=——n
477

Analogamente, tenemos que tener

1 1 2

Por ende,
1 B
Q = SNz

3 - Enmz
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15 Clase 15

15.1 Principio de Duhamel

Consideramos la siguiente EDP

w(z,t), (x,t) e R" x Ry

f(z)
g(x), r € R™

Uy — AU
u(z,0)
ut<x7 0)

Notamos que la solucion de esta EDP es de la forma
w(z,t) = uy(z,t) + v(x, t)

donde u,, es solucién del problema homogéneo

ug — AAu =0 (z,t) e R" x R,
u(,0) = f(x)
w@0)  =gx), s R
y la v(x,t) es una solucién particular de
vy — AAv = w(x,t)
v(x,0) =0
ve(x,0) =0, z e R™

Principio de Duhamel: la soluciéon al problema de Cauchy

vy — AAv = f(x,t), (z,t) e R" xR,
v(z,0) =0
v(z,0) =0, z e R”

S}

donde v es soluciéon de

Oy — AT =0, z€R", y t>s
o(x,s,s) =0, zeR"

Uz, s,8) = f(x,s).

Proof. Tenemos que

t
v(x,t) = 0(x, t,t) —i—/ Oy(x,t, s)ds
0

t
= / Oy(x,t, s)ds.
0

Como v(x,0) = 0, basta demostrar que

vy — AV = 0.
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Simplemente

¢
vz, t) = 0y, L, t) —|—/ Oy, t, 8)ds
0
¢
= f(z,1) +/ AD(x,t, 5)ds
0

= f(x,t) + A /t”&(:v,t, s)ds
0
= f(z,t) + FAv(z,t).

Observacién 17. Defina o(zx, s,t) = V(x,t — s, s), entonces

v(x,t) /V

Es facil ver que V resuelve V;; — AV = 0. Luego, el problema en V se escribe

Vie— AV =0, (1,1) €R" xRy,
V(z,0,s) =0, ze€R"”
Vi(z,0,s) = f(z,s), = €R"

Ejercicio 1. Determine la solucién para n = 3 de

ug — AAu = w(zx,t)
u(z,0) = f(x)
w(z,0) = g(@)

Solucién: u(z,t) = u,(z,t) + v(x,t), donde

ap [ 1)+ 16)+ V1) - s,

Un(2, 1) = Amc2t?

t
v(x,t) = / V(z,t —s,s)ds
0

donde
Vi — AV =0
V(z,0,5) =0
Vi(z,0,s) = w(z,s).
Asi,

1 1
V(ZE,t,S) = mﬁzlzcttw(yﬂs)dsy = At /|yac|:ctw(y’ S)dSy'

Finalmente,

t
v(x,t) = / V(z,t —s,s)ds
0

e [ ) s
= w(y, s 5
e Jo Lt =5 Jiy—ol=c(i-s) ’
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De este forma, el valor de v en el punto (Z, T') depende del valor del forzante en los puntos
(y, s) tales que
ly =7 = (T - s)

Observaciéon 18. En n = 2,

1
1 / f(y) dy
27C Jly—aj=et /€22 — |y — ]2

1 9(y)

2me /|yx|<ct Vet —ly —

w(

1 t
v(w,t) = —/ / - y2, °) ~dyds.
21 Jo Jiy-zi<e(t-s) /At — 5)? = [y — 2]

Uy (z,t) =

Qdy+at
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16 Clase 16

16.1 La ecuacion de Laplace

De acuerdo con de Magalhaes I6rio (2007), el problema de Dirichlet en un rectangulo:

u(a,y) = f(y)
u(z,0) = u(x,b) =0
u(0,y) =0

donde € es el interior de un rectangulo [0, a] x [0, b]. Buscamos

u(z,y) = X(2)Y(y).

Asi,
XY +XY"=0
Xl/ Y//
— =——=A\
X Y
Luego,
X" AX =0
X(0)=0
Y'+AY =0
Y(0)=0=Y(b).

El problema tiene solucién no trivial si A > 0, y en este caso,

Y (y) = Acos(V\y) + Bsin(vVAy)

0=Y(0)=A4
0 = Y (b) = Bsin(v/Ab)
n?m?
A= 2
Asi,
Y, (y) = B, sin ?

Por otro lado,
Xn(z) = A, eV T 4 B e VAt

Se sigue que

eVinz _ o—VAnz
2

0=X,(0)=A,+B, = B,=-A4,, X,(z)=2A, = 2A,, sinh (%1’) )

Luego,
un(z,y) = D, sinh (%x) sin (nf:y) :
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De ahi, _
fly) = ula,y) = ;Dn sinh (%a) sin (%) )

Como f(0) = 0 por al condicién de compatibilidad, podemos considerar su extensién
impar en (—b,b). Asi,

De este modo,

Por lo tanto,

D, =
sinh (%m)
Finalmente,
. > bn sinh %) . nmy
) = 3 i ()

n=1 b
Note que

sinh(nmx/b)

sinh(nma/b) =1

Observacion 19. La serie es convergente si la serie de f es convergente. Para obtener
una solucién cldsica podemos tomar f € C3_[0,0] y f” € SCp..[0,b].

Observacion 20. Es suficiente que f € C[0, ], y diferenciable en (0, b) salvo un niimero
finito de puntos con f' € SC[0,b] y f(0) = f(b) implica

we C([0,a] x [0,8]) 1 C((0,0) x (0,5)).
El problema de Dirichlet en el disco unitario.
ueC*ANCQ) Q= {(z,y) €eR?: ||(z,y)|. < 1}
Au =0
uloq =/
Es conveniente escribir el problema en coordenadas polares:
U . [0,27] x [0,1] = D
(0,7) — (rcosf,rsind).
Asi, r = /22 4+ y? y tanf = y/x para x # 0. Haciendo v(r,0) = u(x,y), tenemos
Uy = UpTy + Ueex
Uy = VpTy + Vgl
uyy — e
1 1
Ugg + Uyy :O@vrr%—;vr%—ﬁvgg =0

f(cosB,s €)= g(0).
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Teorema 15. Si v(r,0) es definida por
= EO g an, cos(nf) + b, sin(nd)|r"

Defina
v(r,0) six=rcosf,y=rsinf, 0 <r<1
(z,y) = ;

(r,y) siz?+y*=1.

Definicién 16.1. Sea U C R" abierto y limitado. Decimos que OU es de clase C* si para
cada punto z* € OU, existe r > 0 y una aplicacién C*, v : R"~! — R tal que

UNB(z*,r)={x € B(x*,r): x, >~v(x1, - ,2,-1)}

Notacién 3. Si U es C', entonces sobre OU definimos al vector normal unitario
— 1.2 n
v= v ).

Definicién 16.2. Si u € C'(U), decimos que

ou
5 =v-Vu

es la derivada normal de u.

Teorema 16. Gauss. Suponga que v € C(U) y U € C'%. Entonces,

/umd:v:/ w'dS, i=1,--- n.
U U

Teorema 17. Integracién por partes. Sean u,v € C'(U) y OU € C', entonces

/uzivda::—/uvzid:c—l—/ wor'dS, i=1,---,n.
U U U

Teorema 18. Green. Sean u,v € C%(U) y U € C!
1. [, Audz = [, 9“dS
2. [, Vu-Vvdr = — [, ulvdz + [, u?

16.2 Ecuacion de Laplace en dimensiones mas altas

Problema de Dirichlet. Dada una funcién f € C(9Q), encontrar u € C%(Q) N C ()
tal que

Au =0, en €

ulpa = f.
Problema de Neumann. Dada una funcién g € C(99), encontrar u € C%(Q2) N C*(Q)
tal que

Au =0en ()
% = g en 0.

6Por partes basta.
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Solucién fundamental: vamos a buscar una solucién a la ecuacion de Laplace Au = 0,
r € R". En R? sabemos que el operador A es invariante por rotaciones (aplicacién
conforme). De esta forma, buscamos soluciones radiales

u(z) =v(r), r=|z|= m

Luego,
x.
Uy, = V' (r)ry, = v'(r)?l
x? r—x;s
Ug;a; UU(T)T_; + /(T’) TQZ -
2 2
oL / X
=0 (’f‘)r2+v(7‘) L" 7“3}
Asi,

n

Au = éu =3 {U"(T)f—;? + ' (r) (% - f—j)} = o"(r) + ”; L),

i=1

Por lo tanto,

Para n = 2,
v(r) =blnr+c.

Para n > 2,

v(r) = o +c.

De esta forma,

blnr+c¢, sin=2
u(r) =19, .
—= tc sin > 2.

Definicién 16.3. La funcion

1
——In|z| sin=2

O(r)= ¢ 2Ty

in>3
n(n — 2)ay, |z|"2 St =

conzx € R" — {0}y

7.(.71/2

I'(2+1)

es solucion fundamental a la ecuacion de Laplace

ay =

Ejercicio 2. Se cumple que |V®| < & y |[V2| < ‘L x #0.

|x‘n71 x'n?

Por construccién x — ®(x) es armoénica para x # 0. Asi, x — ®(x — y) es arménica en
R™ — {y} para y € R". Asi, z — ®(z — y) f(y) también es una funcién armonica.

u(x) = B+ f(z) = / B — y)f(y)dy = / B(y)f(x — y)dy

n n

para resolver Au = 0. Sin embargo, D*®(z — y) no es integrable cerca a y = x.
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Teorema 19. Solucién de Poisson. Sea u(x) = @ * f(z) y f € C*(R"), entonces
1. u e C%(R")
2. —Au= f en R™

Proof. Primero queremos obtener u,,. Tomamos

w(x + he;) — u(x z+ he, —y) — flx —
e ) _ [ g1 IESIEETI
para e; = (0,---,1,---,0). Pero,
fl@athei—y) —fla—y) Of,
Y —>axi(:c Y).
Luego, dado € > 0, existe § > 0 tal que
0<h|<d = '(f(x+hei_z)_f($_y))—gg(x—y) <e.

De esta forma,

F@ﬁ@+h@—?—f@—w

< e[®(y)], [hl <o.

Queremos utilizar el teorema de la convergencia dominada. Para esto debemos demostrar
que |®(y)| es integrable en B(0, R)

R
[ geis= [ [ ewdsir
B(0,R) 0 oB(0,r)

{fOR —% In r27rdr sin =2
=4 R
f(] n(n

;2 L_anpn=1dr  caso contrario
—2an r n

R? R?

< 0.
CR? caso contrario.

Luego,

0 f

= ) —y)dy.
Como % es uniformemente continua, dado & > 0, existe § > 0 tal que, si |hv| < 9,
entonces o f o f
0z;0z; (z =y +vy) = 0z;0z; (v = y)‘ <&
Entonces,
0*u 0*u 0 f 0 f
— — — < ) — — —y)| d
*f >’f
< ) . — — —y)|d
00 |52 v+ 00) = 5o = )| dy

<[
gé/Wwwuy
K
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Tomando & =€/ [, |®(y)|dy, concluimos (1). Para (2)
Bu= [ @)a.f(a - y)dy

_ / D) A f(x — y)dy + / D(y) A f(x — y)dy
B(0,¢) "—B(0,e)

— L+
Luego,
L < / B(y)] - 1A (2 — y)ldy
B(0,e)
gc/ B(y)|dy
B(0,e)
e / / B(y)|dSdp
0 JOB(0,p)
: 1
<, / / —_dSdp
o JoaB,p) P"
e n—1
:02/ P —dp=o.
o P
Para J.,

J. = / d(y)Af(z —y)dy
n—B(0,e)

0
= —/ VCP(y)-Vf(w—y)der/ <I>(y)a—f(x—y)d5
n dB(0,¢) Y
=L+ K..
Por un lado,
of
|Ke| < [Pl - |5, (@ —y)dS<C [®(y)|dS — 0.
8B(0,¢) v 9B(0,¢)

Respecto a L., aplicando el Teorema 18 y considerando n > 3

L—- / V() VI(z - y)dy
n—B(0,e)

0P
= [ S nsea = [ s as
- . (=
N /83(0,s)f( u)Ve) (|y|) 1

1 2—ny

)
Y T L. g
/aBm,g) = e = Dan ol Tl
1
9B(0,¢) napc

= /().
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17 Clase 17

Teorema 20. Sea U C R" un abierto y u € C?(U) arménica (Au = 0). Entonces,

1 1
== ude:—/ u(y)dsS,,
B Joseen "5 = B )] Jer, W

para toda bola B(z,r) C U.

u(z)

Proof. Defina para z € U

1
o(r)= ——— u(y)dS.
" = 0BG Jopen T
1 / 4
= u(x +r&)r" 1 dS
o™ ypon (z +7rf) ¢
1
= u(x + r&)dSe.
10B(0,1)] Jap.) ( )45
Luego,
¢ (r) = Lt Vu(x +rf) - &dS
10B(0,1)] Jopo,) ¢
rnl Yy—x
=" Vu(y) - ( ) ds,
|3B(m, T)| 0B(z,r) ( ) r Y
1 ou
= — —(y)dS
OB, Jogen a1
r 1
= —— Au(y)dy
n |B<l’,7”)| B(z,r) ( )
=0.
Por lo tanto, ¢ es constante y
: _ 1
¢(r) = lim ¢(t) = lim 0B D] Joneen u(y)dSy = u(z).

Por otro lado tenemos

1 1
S — u(y)dy = d
’B([E, T)| B(z,r) (y) Y " /B , (y) Y

u
" J B
1 T
~ / / u(y)dS,dp
r 0 JIB(z,p)
1 " 1

Qp
= / na,p" " u(x)dp

anr™ Jy

= u(z).
Con esto concluimos. O

Teorema 21. Sea u € C*(U) al que u(z) = mfw(m . W(y)dS, para toda bola
B(x,r) C U. Entonces, u es arménica. Es decir, Au =0 en U.
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Proof. Supongamos que Au # 0 en U. Entonces, existen z € U y € > 0 tales que
Au # 0 en B(z,€). Asi, digamos Au > 0 en B(x,€). Definamos ¢(r) = ( )dS, =

Wlom Jon.n W@ +1§)dSe = u(x). Luego, derivando respecto a 7,

|8B(:c r

0=¢'(r)
|
10B(0,1)] Japo,) ule +rt) - edSe
1 ou
= 0B S a0

1
= A ds, > 0.
na, 1 /B(:r,r) uly)dSy

]

Teorema 22. Principio del médulo maximo. Suponga u € C2(U) N C(U) arménica
en U.

1. Si U es conexo y existe zg € U tal que u(zy) = max, . u(x), entonces u = u(xo)
en U.
2. max, ;7 u(r) = max,coy w(x) y min, 7 u(x) = mingeoy u(x).

Proof. Sea M = u(zy) = max, . u(z). Por la propiedad de la media (teorema 20),

1
M = = dy < M.
) = Ty ] oy O S

Entonces, u = u(xg) en B(xg,r), pues, caso contrario, tendriamos u(Zp) < u(xp) en
B(&0,7) C B(zo,7) (por continuidad de u) y asi,

u(x y)dy < M.
(0) |Bl‘0, |/$Or Yy

Considere X = {z € U : u(z) = M}, por la continuidad de u X es cerrado. Por lo
anterior, X es abierto. Asi, X = U. Para (2), supongamos que el méximo no ocurre
en OU. Entonces, existe zy € U° tal que max, g u(r) = u(xg). Luego, u = u(xg) en
la componente conexa C,, conteniendo a zy. Siendo C,, cerrado, tenemos dC,, C OU".
Luego, existe &y € OU tal que u(Zy) = u(xy). O

Corolario 5. Unicidad. Sea g € C(0U) y f € C(U). Existe entonces mdximo una
solucién u € C*(U) N C(U) del problem de contorno:

—Au = f, enU
ulogy =g

+

Proof. Si u y % son soluciones en C2(U) N C(U), entonces w* = +(u — %) es solucién de

{—Aw =0, enU

w|aU = 0.
Se sigue del principio del maximo que w = 0. O]
"Caso contrario, existe Tg € 9C,, — OU. Por la propiedad de la media, u(zg) = u(Tog) =

Wlor)‘u(y)dy < u(Tp). Asi, u = u(zg) en Cy, U B(To,r), lo que contradice que Cy, es una componente
conexa.
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Teorema 23. Suavedad. Si u € C(U) cumple la propiedad de la media,

1 1
= BB o = B e
() (z.r)

para cada B(z,r) C U, entonces u € C*(U).

Teorema 24. Principio del maximo. Sea u € C*(U) N C(U) y suponga que Au > 0
en U. Entonces, maxy v = maxay .

Proof. Inicialmente, supongamos que Au > 0. Si existe 2o € U tal que u(zg) =
maxgo u(zx), esto implica que
0?u
Vu(zg) =0 AN ——=(x0) <0.
(z0) 27 ) <
En consecuencia, tenemos Au(xy) < 0, lo cual es una contradiccién. Ahora consideremos

el caso Au > 0. Defina
u(z) = u(z) + ee™.

Entonces,
Au® = Au + ee™ > 0.
Luego,
max(u + ee”') = max(u + ee”).
zcU z€dU
Ahora,

max u + emin e’ < maxu + emaxe”’.
zelU xzeU zelU zelU

Luego, para € — 0, max, g u(z) < max,csy u(x). La otra desigualdad es inmediata y
concluimos. N

Observacién 21. La hipétesis de U acotado es importante. Considere U = {(x1, x2) :
x9 > 0} y u(x1, 29) = xo. Entonces, no de cumple el principio del maximo.
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18 Clase 18

El problema de Dirichlet

Teorema 25. Sea u € C*(U), donde U C R" es un abierto limitado que cumple las
condiciones del teorema de la divergencia. Entonces,

K
ue) == [ Kwdudy+ [ K5 — [ a) s,
U ouU ov U ov
donde K(z,y) = ®(y — z) y°
Au =—f, enU
u = g sobre OU.
Observacién 22. Recordemos que
1
——Iny| sin=2

oy) =4 2T

n(n —2)a, v

|}L_2 sin > 3.

Definicién 18.1. Funcién de Green. La funcién de Green para una region U es
G(z,y) =®(y —x) — ®*(y) con z,y € U, x # y, donde

AT =0 AG =0
=
o* =d(y —x) G =0, sobre U

Observacién 23. En particular, si Au = 0, entonces

ou 0G
u(x) = G(x,y)=—dS — —dS.
(2) . ( y)ay 8Ug(y) ”

Definicién 18.2. Funcifon de Green en el semi-espacio. Sea R} = {zr € R": 2 =
(21, ,2,), T, > 0}. Entonces, queremos

AG =0 sobre U
G =0 sobre OU.

Consideremos
q)w(y) = (I)(y - j), donde T = ([ph To, _xn)

G(xvy):q)(yl_$17"' ayn_xn)_CD(yl_xlv"' 7yn+xn)

Notemos que

vy == [ o as

= g'
ou

8Este es el problema de Dirichlet, de Neumann es cuando %
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Dado el conjunto que hemos considerado, solo nos interesa calcular gTG' Paran > 3,

1 1 1 1
nn—2)a, |ly—x["2 nln—2)a,|ly—z|"2

Glr,y) =y —2) = ®)(y — 1) =

Entonces,
6G_ 1 [ 2—n YUn — Tn 2—n yn—jn:|
Oyn  n(n—2)on [ly—z" |y -z |y—2"! |y -7
_ 1 (2—71)(@/”—1‘”) . (2—71)(3/71—1—(1:”)}
n(n —2)a, | ly — x| [y — T |"
o 2-n [ 2,
Cnn—2a, | |ly—an
_ 2x,
Cnagly — x|
Asi,
2%y 9(y)
u(z) = —/ dy, r e R}, yec IR]. (11)
now Jorn [y — x| -

Teorema 26. Férmula de Poisson. Suponga g € C(R") N L*(R" 1) y defina u por
(11). Entonces,

L. ue C®[RY) N L>*(RY)
2. Au=0en R%
3. limgqy u(z) = g(x0) para todo zy € IR} y x € RY.
Observacién 24.
K(z,y)dy =1,
oR™

Como

donde K (z,y) =

o el

n—1
y— o = (i —2:)? + 2?2 =1+ €,

=1

dado que dy = r"~2drdS,,

_ 2
K(z,y)d - / / Ty a2 drdS =1.
OR?  nay, gn—2 [r? + 22]

Proof. w € C*(R"}) y Au = 0 por un procedimiento estandar. Luego,

22, 1
() < |]gl] g 22 / _dy < oo,
now, Jorn |y — |
Como
K(z,y)dy =1,
OR™
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se sigue el resultado de que u es acotada. Luego,

[u(r) — g(zo)| = K(z,y)g9(y)dy — g(wo)

OR"Y

_ K(z,y)(9(y) — g(0))dy

OR™

< K(z,y)|9(y) — g(zo)|dy
OR™

=/‘ lamwmww—mmww+/‘ K(z,9)l9(y) — g(xo)ldy
OR™ NB(w0,5) OR™ — B(0,5)

I+

Entonces, escogemos d > 0 tal que |y — x| < ¢ de forma que |g(y) — g(zo)| < €. Asi,

I< / K(z,y)edy < e.
OR™ NB(0,0)

Para J,

Jsmmmm/ K(z,y)dy
8R1—B($0,5)

:4wmgv/ L
noy, OR™ —B(w0,0) ly — x|

Tomando |y — xo| > J y | — xo| < 0/2, y usando que

ly — 20| < |y — x| + |2 — 20

<| |+5
— x —
=Y 5
|y — o
< — -~
<l|ly—=x|+ 5
|y — o]
= < —
5 <ly—al,
se deduce que
1 2

<
ly —z| ~ |y —
4 0o 2"
J < Ll xn/ ———dy — 0.
)

nay, R? ly — @o["

]

Teorema 27. Unicidad de soluciéon del problema de Dirichlet por el método
de energia. Si el problema

—Au =f, enlU
u =g sobre OU

tiene solucién u € C*(U), entonces ella es tinica.
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Proof. Suponga que u,v € C*(U) solucién del problema. Entonces, w = u— v es solucién

de
Aw =0
w =0.
Entonces,
Ow
0= | wAw=— | (Vw-Vw)dzr+ [ w—dS.
U U ou  dv
Asi, [Vw|? = 0. O sea, w es constante. Como w|gy = 0, tenemos que w = 0. O

La funcién de Green para la esfera unitaria

Definicién 18.3. Si z € R" — {0}, definimos el punto & = i es dicho el punto dual de
x. Recordemos que la funcién correctora ®* debe cumplir

A®P* =0, en B(0,1)
¢* = d(x —y), sobre IB(0,1).

Defina ®*(y) = ®(|z| - (y — &)). Tenemos que AP® = 0 en B(0,1). Vamos a ver que
d*(y) = ®(y — x) sobre 0B(0,1):

[2?ly — 2" = |2 (lyl* — 292 + |2]*) = ly — «/*.

O sea, |z|- |y — Z| = |y — x| sobre 0B(0,1).
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19 Clase 19

En este caso (esfera), el candidato a solucién es

oG
uw) == [ gl) @S,
0B(0,1) v

Debemos determinar 22 sobre dB(0, 1), donde

1 1

Asi,
oG 09 0
pr— —_— @ J— o~
oy 9y on (|z|(y — 7))
0o B 1 2—n Yy —x;
Ay n(n —2)ay, ly —z[" |y — x|
L wm—y
B noy, |'CE - y|n
O N 1 yilzf —
z|(y — 7)) = - -
ayi(! ( ) no [Py — "

1 yilz]? — @

na, |y —z|™

De esta forma,

oG " oG
5, (@) = ;yiﬁ—%(fc,y)

1 n
=T Zyz[(%%) — yilx]* + z]
i=1

nagly — z|? —

— 1 - 2 21,12

=1
— 1 2 2 2
= oy =g (9~ 197l

" naly — x|

Asi, obtenemos el candidato a solucién

u(z) = 1—|90|2/ 94 g
na,  Jopen lr —yln

Ahora considere el problema

Au =0, en B(0,r)
u =g, sobre dB(0,7)
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para r > 0. Entonces @ = u(rz) y g(rz) es solucién de

At =0en B(0,1)
@ = g sobre 0B(0,1).

Luego, u(x) = u(x/r). Asi,

1— =22
u(x) = _7"2/ Mrndgy
nan  Jopo [T — 1yl

2 .2
| / 9(ry) s,
0

oy, Jopoa 1T — Tyl

r? —|z|? 9(§)
S ds
/ g

rnam, B(0,r) |l’ - £|n

con & = ry.

Teorema 28. Suponga g € C(0B(0,7)) y sea

u(x) = ﬂ/@ 9(8) dSe.

[agZe B(0,r) |‘T - §|n

Entonces,
1. uwe C®(B*0,r)).
2. Au=0en B*(0,7)
3. lim, ., u(z) = g(x) para cada zo € B(0,r) y x € B°(0,r).
Funcion de Green en el semi-espacio
Definicién 19.1. Definimos
R? ={x = (21, -+ ,2,) € R": 2, <0},

Definicién 19.2. Si z = (21, - ,2,) € R7, la reflexién sobre el hiperplano dR’; es el
punto z* = (x1,xa, -+, —Ty).

Consideremos @ (y) = ®(y — &) = ®(y1 — 21, , Y + ). Se cumple que

ACI)x(?J) =0, en Ri
®*(y) = ®(y —x), sobre ORY.

La idea es que ® refleja la singularidad « € R’ hacia z* ¢ R"}.

Definicién 19.3. La funcién de Green en el semi-espacio R’} es

G(r,y) =@(y —z) — Py — 7).
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20 Clase 20

Ecuacién del Calor
uy — Au =0, en R" x (0,00).
Si u(z,t) es solucion de (12), entonces
v(z,t) = u(dz, \’t), AER
también lo es. En efecto,
vy = Ny

Vg, = AUy,

2
Vgiz; = A Uy

Por ende,
vy — Av = A[uy — Au) = 0.

Observacién 25. Podemos buscar una solucion usando

2
u(m,t):v(%), r=|z|, t >0, z € R"

En efecto, usando A = |z|/t, conseguimos escribir u(z,t) = u(f(x,t), f(x,t)).

Es conveniente suponer

1
u(z,t) = a? (%), xeR" t>0.

Tomamos y = x/t°, con lo cual u(x,t) = v(y)/t*. Asi,

u = —at " lo(y) +tVo(y) - [t 2]
= —at™u(y) — Bt Vo(y)
= —at™*to(y) = Bt Vo(y) -y
Uy, = 10yt

_ 4—a—p
=t vyi
a—23

s

Uz, = t Vyiyi
Au=t""2PAp

u—Au=0 = at™* u(y) + Bt Vu(y) -y — 7 Av(y) = 0.

Tomando 5 = 1/2, obtenemos

av(y) + %y - Vu(y) + Av(y) = 0.

Ahora, asumimos que v(y) = w(r) con r = |y|. Entonces,

Yi

vy, = w'(r)ry, = w'(r)
’

(3
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Entonces, Vu(y) = w'(r)%. Por otro lado,

r2

2 2

VY ey |2 Y
=w (r)rz—l—w(r) {7“ T?’} )

De este modo,

1
Av =w"(r) +w'(r) [n ] :
Entonces, reemplazando en (13)

aw+§rw'+w”+n_
Al multiplicar por r"~!

w' = 0.
n
)

n—1 1
ar” w+ <

27“”w' + 7" " 4+ (n — 1)r" 2w’ = 0.
(Tnjfw)l
Tomando o = n/2, nos queda
1
(,rnflw/y 4 5(7”/’11])/ — O
Integrando,

"’ 4 17""w =a
5 :
Si a = 0 (factible si w, w" — 0 conforme r — c0),

/
O sea,

donde se hizoa =n/2y f=1/2

Definicién 20.1. La funcion

®(z,t) = {(4”)"/26 !

sizeR", t>0
0,

siz eR", t<0
es la solucién fundamental a la ecuacién del calor.

Lema 6. Se cumple que
/ O(x,t)dr = 1.
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Proof. Se tiene que

z=x/2t1/2
1 = 2
=7 e “idz
T “ T JR
i=1 3 ,
/2
=1.

Ahora vamos a considerar el problema de valor inicial

ur — Au = 0 sobre R" x (0, 00)
u = g sobre R™ x {t = 0}.

En el cason =1,
U — Uy, = 0 sobre R x (0, 00)
u(z,0) = g(z).

Usando Fourier,

Asi,
a(k,t) = e *(k).

Por ende,
u(z,t) = F~H{e ™ g(k)} = Ky # g(v)

donde K,(k) = e~**t. Recordemos que e—/2 = ¢=+*/2,

Teorema 29. Problema de valor inicial. Sea g € C(R™) N L*(R") y defiamos

o) = [ @~y glo)dy
Entonces,
1. ue C®(R™ x (0,00))
2. uy(z,t) — Au(z,t) =0 paraz € R y t > 0
3. limy 4 (0,0 u(z, t) = g(2°), para cualquier 2° € R™.

Proof. (1) Se sigue de que el ntcleo del calor t/2e~ 2?4 o5 0 con derivadas
uniformemente acotadas sobre R"™ x [§, 00) para todo § > 0. Luego,

U — Au = /n[CPt — A, @) (z — y, )g(y)dy = 0.
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Para (3), fijemos z° € R", € > 0 y escogemos § > 0 tal que

ly—2°| <d = |g(y) — g(z°)| < e.

Por ende,
) = 9 = | | B = 0. 0lo(0) ~ gla")dy
< O(x —y,t —g(2%)|d
< [, # =l ~ o6y
d(r — v, — g(2)|d
+/Rn_3(x076) (z —y,8)l9(y) — g(a”)|dy
=J+ 1
Luego,

]Se/ Oz —y,t)dy =e.

Si|z—2° <d/2y |y—2° > 6, entonces
) 1
ly =2l <ly—al+5 <ly—al+3ly—2
Asi, |y — z| > 1|y — 2°|. En consecuencia,

J§2HgHLm/ O(x —y,t)dy
n—B(x9,6)

-
< %/ e_l 43‘ dy
t?2 Jon_pao.s)
o2
S %/ eil 43‘ dfy
72 Jgn_p(z0.6)
_ .02
< Q/ e_lywt‘ dy
t?2 Jgn_po.s)

22
= C/ e_%dz — 0.
R"*B(O,é/\/{)

Asi, sies que [z — 2% < 6/2 y t > 0 es suficientemente chico, |u(z,t) — g(2°)] < 2e. O

Observacion 26. Para g € C(R™")NL*>®(R™), no es suficiente para garantizar la unicidad
de solucién para el PVI.
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Principio del maximo

Sea U C R" abierto y limitado y 7" > 0 un tiempo positivo. Definamos el cilindro
parabdlico Ur = U x (0,7]. La frontera de I'y de Ur es I'r = Ur — Ur contiene
Ux{t=T}.

Teorema 30. Si u € C*(Ur) N C(Ur), entonces
1. Siu; — Au < 07 en Up implica maxg,, U = Maxr, U.
2. Siu,—Au> 0% en Up ming, « = minr,. u.

Proof. Caso por caso:

1. Caso 1: inicialmente supongamos que u; — Au < 0 en Up. Ademads, suponga
que existe (zo,t) € Ur con u(wg,tg) = maxg, u. Si 0 < ty < T entonces
(xo,to) pertenece al interior de Ur. Consecuentemente u;(zg,t) = 0. Por otro
lado, ty,q,(70,%0) < 0 (condicién de segundo orden). Sin embargo, por hipétesis
uy — Au < 0 en Up. Por ende, en (zg,ty) tenemos Au > 0: una contradiccion.
Ahora si tg = T, entonces uy(xo, to) > 0y Au(xg,to) <0 = wuy(xo,tp) > 0 lo que

contradice la hipétesis u; — Au < 0 en Ur.
2. Caso 2: uy — Au < 0 en Ur. Defina u(x,t) = u(x,t) — et, € > 0. Luego,

max u® = max u°
Ur I'r

maxu — €' < maxu® = maxu® < maxu + €7
Ur Ur I I'r

Haciendo € — 0, concluimos.

Se ha seguido Evans (2010).

9Subsolucién a la ecuacién del calor.
10Supersolucién.
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21 Clase 21

Corolario 6. Unicidad en dominio limitado. Existe maximo una unica solucién
C*Y(Ur) N C(Ur) para el problema de valor inicial y de frontera

(%) - {ut—Au f

u = g, sobre 'y

con f e C(Ur)yge C(Tr).

Proof. Suponga que u,v € C*'(Up) N C(Ur) soluciones de * entonces w = u — v es
solucién de
wy—Aw =0, en Up
w =0, sobre I'7.
Por el principio del méximo,
max w=max w =0

UT I'r
y
min w =min w =20
UT Ir
por lo que w = 0 sobre Ur. O

Teorema 31. Principio del maximo en R”. Suponga que u € C**(R™ x (0,7)) N
C(R™ x [0,T)) cumple

u—Au <0, en R" x (0,7)

u = f, sobre R™ x {0}

y existen constantes M, a > 0 tales que
w(z,t) < Me®™ z e R", 0<t,T

entonces
sup u < sup f.
R7x[0,T R™
Proof. Suponga que f € L>*(R™). Caso contrario, no hay nada que probar. Sin pérdida
de generalidad, supongamos que 4aT < 1. Podemos dividir [0,7] en sub-intervalos de
longitud 1/4a y aplicamos el mismo argumento. Luego, existe € > 0 tal que a < m.
Fijando y € R" y > 0, sea
" lz—yl?

U(iL‘, If) = U(LE, t) — me4(T+sft) . (14)

El segundo término de (14) cumple la ecuacién del calor!!. Luego,
v — Av < 0.

Considere el cilindro By = B,(y) x (0,T], con frontera I'r = By — By. Entonces, por el
principio del méximo para dominios limitados

v(y,rt) < maxwv.
Cp

Hw(xat) = @(’L(LE - y)vT te— t)'
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La frontera I'r estd compuesta por dos partes I'y y I's, la tapa del cilindro inferior y los
laterales. Sobre la tapa,

|z —yl?
U(J}7 0) = u(ac, O) - W@4<T+€) .

Asi,si |z —y|=r,0<t<T, entonces

M lz—yl?

v(z,t) = ux,t) — mem < u(z,0) = g(z).

Ahora bien, sobre la parte lateral, |x — y| = p. Por ende, como |z| < p+ |y|

2

ae _ __ H ity
v(z,t) < Me (T+€_t)n/2€4(T+ )
2
< Mealyl+o? _ ___F ah
= e AT +e)"
Sea v > 0 tal que m = a + ~. Entonces,

v(z,t) < MW — i(4(a + )"/ 2eletP”
Tomando p suficientemente grande obtenemos que
v(z,t) <0, (z,t) € Ty,
Asi,
v(x,t) < max {sﬂgypg, O} .

S.p.d.g. podemos suponer que supg» g > 0 pues, caso contrario, podemos definir g = g+c,
de modo que supgn § y 4 = U + c¢. En consecuencia,

U(ilf,t) < sup g, (:L‘,t) € BT-
R”

O sea,
1 |z—y|?
u(x,t) — ——————zeT+—0 < supg.
(z,1) EBRE < supyg
Haciendo 1 — 0, obtenemos el resultado. ]

Corolario 7. Dados g € C'(R™). Entonces, existe maximo una soluciéon CZ(R"™ x (0,7))N
CO(R™ x [0,7]) del PVI

(55 u—Au =0, en R" x (0,7)
u =g, sobre R" x {t =0}

satisfaciendo la condicién

lu(z, )] §Ae“‘m|2, reR" 0<t<T, a,A>0.
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Proof. Suponga que u,u € CZ(R",(0,7)) N C°(R™ x [0,T]) soluciones de (**) y sea
w* = £(u — ). Entonces, w* resuelve

{wt —Aw =0, en R" x (0,7

w =0, sobre R".

Ademas, | + w(x,t)| < 2A4e" Tuego, el resultado sigue del principio del maximo. ]
Proposicién 13. Seau € C(Ur) con uy—Au = 0 con U € C'. Entonces, u € C*(Ur).

Proof. Sea v € C}(Ur). Entonces,

0= / (uy — Au)vdxdt
Ur

:/ utvdxdt—/ vAudxdt
UT UT

= / wv| dx — / uwvidzrdt — / vAudzxdt
U Ur Ur
T ou
= [ w|ydz — uwvdrdt + Vo - Vudzdt — v—dS
U Ur Ur 0

r oV

:/uv|0de—/ uvtdxdt—/ uAvdxdt+/ u@det—/ v@dS
U Ur Ur oup OV ry OV

ou ov
_ T . _ I
= /qu|0 dx /UT (vy + Av)udxdt /PT (v 5 u@u) dSdt.

Para cada y € U, consideremos ¢ > 0y v(z,y,t) = ®(z —y,T + € — t). Entonces,

vy + Av = 0.
Luego,
ou v
0= odz — — —u— | dSdt.
/qu|0 x /FT (vay u@u)
Asi,

ou

/ u(z, T)P(x —y,e)dr — / u(z,0)®(x —y, T + e)dx = / P(x —y, T +e—t)—

U U Ir ov

P
- ug—y(x —y, T +¢e—t)dSdt.

Ahora observe que
lim u(z, T)®(z —y,e)dx = u(y,T).

e—0t

Por lo tanto,

o
u(z,T) = / O(z —y, T)u(x,0)dr + / O(x —y, T — t)? - ug—(:v —y, T —t)dSdt.
o Iy v v

Como K(x,y,t) = ®(x —y,t) es C* en (z,y,t) € R" x R" x R. si extendemos K para
t <0,z #vy. Asi, tenemos que u(y,t) € C® paray € Uy > 0. O]
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22 Clase 22

Ecuacién de Schrodinger

iug —Au =0, en R" x (0,00)
u(z,0) =g(z), x € R”

con g : R* — C. Considere u(x,t) = v(x,it). Entonces,

Ut = i”Ut

Au = Av

y por ende
0 =du + Au = i(ivy) + Av = —v, + Aw.

Por ende, como v(z,t) = ®; % g(x), nuestro candidato a solucion es u(x,t) = ®; * g(x):

1 _ly—a? B 1 jluzal?
u(x,t) = W/ne it g(y)dy = W/R” e 9(y)dy.

Acé u(z,t) es la densidad de probabilidad de la localizacién de una particula.

Definicién 22.1. La solucién fundamental de la ecuacion de Schrodinger es

1 lilePyp Gt >0
\I,>‘T7 t) = @(Z‘, Zt) — (47th)”/26 1 >
0, sit<O.

Teorema 32. Dada g € C.(R") (méas débil: g € L' y y*g € L'), defina

1 ily—z|?
u(x,t) = W/Rne i g(y)dy

entonces
e iuy — Au=20

o lim, 0 0u(z,t) = g(a).

Cole-Hopf transformation

Transformar una ecuacion diferencial no lineal en una lineal no es una tarea sencilla. Sin
embargo, no linealizar una ecuacion lineal es mas facil. Consideremos la clésica ecuacion
del calor en una dimensién:

ow 0*w

= w
ot 0x?’

Una de las transformaciones no lineales mas simples es utilizar

= w(z, ). (15)

w(z,t) = @) o £0.

Por lo tanto,
Inw(z,t)

«

oz, t) = , w(z,t) > 0.
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Usando la regla de la cadena:

ow 09
ot~ Yot
ow _ 09 as
oxr  Ox
Pw | P9, [(08\| s
—axz—[aw“‘ (a_> .

que se simplifica a

06 _ 0% 09\

E I/@ + ra (% (16)
Tomando la derivada de (16) respecto de x:

Po 0% 09 0%¢

ot0r =07 T 0w 0 )

Definiendo u = ¢, la ecuacién (17) se convierte en

ou  J*u du

L et ety 1

5 = VA + VoS- (18)
Si consideramos o« = —1/2v, entonces (18) se reduce a

o, ou_ P
ot uax_yaxz‘

Por lo tanto, ¢, = —2vw, /w satisface la ecuacién de Burgers.
Ejemplo 22.1. Consideremos la siguiente ecuacion del calor con condicién inicial:

ow 0*w

ot "oz
w(x,0) = b+ acoskz.

Asi,

w(z,t) = b+ ae”"*" cos k.

Por lo tanto,
w, 2uake V*'tsin kx

t) = —2v— = .
u(z,1) v w b+ ae—VFt cos kx

Lima, 2024.
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