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Notacioén y convenciones

A lo largo de todo el texto se usan las convenciones siguientes. Salvo mencion explicita,

(X,.Z, 1) denota un espacio de medida fijo.

Conjuntos y o-algebras

X, P(X)

—~

TG, H
a(C), AC)
(f)

X’ ‘gz)? (X7 y’ M)

conjunto base no vacio y la familia de todos sus sub-
conjuntos.

espacio medible y espacio de medida.

o-algebras genéricas.

o-dlgebra y A-sistema generados por C C P(X).
o-4lgebra generada por una funcién: {f~1(B) : B €

HY.

Br borelianos de E C RY; en particular g, B, K.

ZLr conjuntos Lebesgue medibles de £ C R%.

Fa o-dlgebra traza {ANE: E € %} sobre A C X.

FRY o-élgebra producto (no es un producto cartesiano).

F complecién de .F respecto de pu.

o o-algebra de los conjuntos p*-medibles (Carathéo-
dory).

A\ B, A%, | diferencia, complemento y unién disjunta.

A, T A A, LA A, C Ay A=U,An;resp. Ay, D Ap1 y A =
Ny An-

A+xz, M\ {a+z:a€ A} y{la:a€ A}.

Medidas

W,V medidas; u* medida exterior.

mqg, ™M = M7
da

Ur

pev
poT™

medida de Lebesgue en R? (escribimos m si d es claro).
medida de Dirac en a: 6,(A4) = 14(a).

medida de Lebesgue—Stieltjes asociada a F'.

medida producto.

medida imagen (pushforward) de p por T.

continia en la pdgina siguiente

v



Notacién

A medida E — u(E N A).

pdu medida con densidad p respecto de u; v < p continui-
dad absoluta.

o =04-1 medida de superficie en la esfera S¢1.

pu-c.t.p. en casi todo punto respecto de p (fuera de un conjunto
p-nulo).

Funciones

14 funcién indicadora de A.

M(X, F) funciones medibles X — R.

ML(X, 7) funciones medibles X — [0, +0o0].

S(X, %), S+(X,F) funciones simples y simples no negativas.

fr, f partes positiva y negativa: f* = méax(£f,0).

[ fdu, [ f(z)p(dx) integral de Lebesgue; [, fdp = [ fladp.

LY (w), |1 fllx funciones integrables (moédulo igualdad p-c.t.p.) y su
norma.

19|00 supremo esencial de |g|.

/5 f envolventes semicontinuas inferior y superior de f.

fxg, uxv convolucién de funciones y de medidas.

Tof traslacion: (1, f)(x) = f(x 4+ v).

Dp(x), Jy(x) diferencial de ¢ en z y jacobiano J,(x) = |det Dy(z)|.

Conjuntos numéricos y geometria

N {1,2,3,...}.

R, [0, +o<] [—o00, +00] y [0, +o0].

aNb,aVbd minimo y maximo.

llz]l, 1]l s norma euclidea y norma del méximo en R
B(z,r) bola euclidea abierta de centro x y radio r.
Cr(a) cubo cerrado {z : ||z — a||oc < 7}, de lado 2r.
R = H?zl[aj, bj] caja (rectangulo) de RY; vol(R) = [1;(b5 — aj).
A° A OA interior, clausura y frontera de A C R%.

Sd-t esfera unitaria {z € R?: ||z|| = 1}.

Tres convenciones que conviene tener presentes.

1. “Positivo” significa > 0 y “numerable” significa finito o infinito numerable.
Una funcién medible positiva toma valores en [0, +00]; si hace falta excluir el cero
lo diremos explicitamente.

2. Aritmética en [0, +0o0]. a + (+00) = 400 para todo a € [0,+0o0], y 0 (+00) = 0.
Ademaés inf ) = +o0 y sup ) = —o0.



Notacién

3. Igualdades c.t.p. En L' (y en L*°) identificamos funciones que coinciden p-c.t.p.;
toda igualdad entre elementos de estos espacios se entiende en ese sentido.

VI



PARTE | e Medidas

CAPITULO 1

Preliminares: la recta
extendida

1.1 Supremo e infimo en R

El orden de R se extiende a R declarando —oco < & < 400 para todo = € R.

Definicién 1.1. Sea A C R no vacio. Decimos que 6 € R es cota superior de A si x < 6
para todo x € A, y cota inferior si 8 < x para todo z € A. El supremo sup A es la
menor cota superior de A, es decir, el 8 € R tal que

(1) S es cota superior de A;

(11) si 8’ es otra cota superior de A, entonces 8 < 3.

Anélogamente, el infimo inf A es la mayor cota inferior: es cota inferior y, si o’ es otra
cota inferior, o/ < a.

Proposicién 1.2. Todo A C R no vacio tiene un unico supremo y un unico infimo en
R.

Demostracion. Unicidad. Si 8y -y son supremos de A, ambos son cotas superiores, luego
f<yyv<B.

FEzistencia. Si +00 € A, la tnica cota superior de A es +00. Si A = {—o0}, entonces
supA = —oo. En los demds casos ANR # 0y +0o ¢ A. Si ANR estd acotado
superiormente por un real, el axioma de completitud de R (todo conjunto no vacio
de numeros reales acotado superiormente tiene una menor cota superior) da 5 =
sup(ANR) € R, que es también el supremo de A porque —oo < 3. Si AN R no esté
acotado superiormente por ningun real, la tnica cota superior de A es +o00. El caso del
infimo es andlogo, o se obtiene de la observacién 1.4. |

Observacion 1.5 (Convenciones). Para A = ) todo elemento de R es a la vez cota
superior e inferior, de modo que ponemos sup® = —oo e inf ) = +o00. Esta convencién
aparecera constantemente: por ejemplo, un tiempo o un indice definido como un infimo
vale 400 cuando el conjunto es vacio.



1.2. Sucesiones en R

Observacion 1./. Para todo A C R no vacio,
inf A = —sup(—A4), —A={-xz:2€ A}

En efecto, 0 es cota inferior de A si y solo si —6 es cota superior de —A; asi, la mayor
cota inferior de A es el opuesto de la menor cota superior de —A.

Proposicién 1.5 (Caracterizaciéon secuencial del supremo). Sea A C R no vacio y
B €R. Entonces 3 =sup A si y solo si
(1) © < B para todo x € A, y

(11) existe una sucesion creciente (xy) en A con x, — [.

Demostracion. (<) Por (i), 8 es cota superior. Si 3’ es otra cota superior, x,, < /3’ para
todo n y, pasando al limite, 8 < .

(=) Supongamos = sup A. Si f = —oo, entonces A = {—oo} y basta tomar
Ty, = —00. Si f € R, para cada n el nimero 5 — 1/n no es cota superior, de modo que
existe y, € Acon f—1/n <y, < f.Si 8 = +o0, para cada n existe y, € A con y,, > n.
En ambos casos ponemos

Ty, = max{y1,...,yn} € A,

que es creciente, estd acotada por § y satisface x,, > yy,, luego =, — . |

1.2 Swucesiones en R

Una sucesién (z,) en R converge a L € R si para todo € > 0 existe N tal que
|z, — L| < e para n > N; converge a +oo si para todo K € R existe N con z, > K
para n > N; y anadlogamente a —oo.

La sucesion es creciente si x1 < x9 < --- y decreciente si x1 > x9 > ---. Escribimos

xn T B si(x,) es creciente y 8 = sup zp,
n

Tn L o si(x,) es decreciente y o = i%f T

Proposiciéon 1.6. Toda sucesion mondtona en R converge en R: si x, T [ entonces
Tn — B, y st xn | a entonces x, — a.

Demostracion. Sea x, T 5. Si 8 € Ry e > 0, existe N con zy > 8 — €, y entonces
B—e<any <z,<Bparan>N.Sip=+o0, para cada K existe N con xny > K,y
T, > K paran > N. Si § = —o00, todos los términos valen —oo. El caso decreciente se
reduce a este cambiando el signo. |

1.2.1 Limite superior y limite inferior

Definicién 1.7. Dada (z,) en R, definimos

lim sup x,, = inf sup x,, liminf z,, = sup inf x,.
n—00 k>1 >k n—o0 k>1 n>k



1.2. Sucesiones en R

Como k + sup,,~, T, es decreciente y k > inf, > z, es creciente, la proposicién 1.6 da
también -
limsupz, = lim sup z,, liminf x,, = lim inf z,.
n k—o00 > n k—oon>k

La idea es ignorar una cantidad finita de términos. Cuando x,, — x € R, para cada
e > 0 solo finitos términos quedan fuera de (x — ¢,z + €); cuando no hay limite, lim inf
y lim sup son los extremos del menor intervalo que “encajona” a la cola de la sucesion
(figura 1.1).

cola {x,, : n >k}

------ e_-% - e __®__s __e__s__e__e Jimsupzx,

———————————— T3 e Te e e€-~% --e--g--w--g--=-- liminfux,

n

Figura 1.1: Limite superior e inferior de una sucesion acotada que oscila. Salvo finitos términos,
la sucesién queda por debajo de lim sup x,, + € y por encima de liminf z,, — ¢, y visita infinitas
veces cada vecindad de ambos valores.

Proposiciéon 1.8. Para toda sucesion (x,) en R, liminf, 2, <lim sup,, Tn,.
Demostracion. Sean aj, = inf,>p, ¥ y by, = sup,,>y . Para k, j > 1y £ = méax(k, j),
ar < ag < by < by,

pues (ay) crece, (b;) decrece y ap < x¢ < by. Tomando supremo en k se obtiene
lim inf x,, < b; para todo j, y tomando infimo en j, liminf z,, <limsup z,. |

Proposicién 1.9. Sea (z,) en R y L € R. Entonces x,, — L si y solo si liminf, z,, =
limsup,, z, = L.

Demostracion. Con la notacién anterior, ai < zp < by para todo k.

(<) Siay — Ly b, — L, el teorema del encaje da x, — L (el argumento es el mismo
si L = £00).

(=) Sea L e Rye > 0. Existe N con L —¢ < z, < L+ ¢ paran > N, luego
L—e<aq,<b,<L+4eparak>N.Asiap, — L yb,— L. SiL =400, para cada K
existe N con x, > K para n > N, luego a; > K para k > N, es decir ap — 400; como
ap < bg, también b, — +00. El caso L = —oco es simétrico. |

Proposicién 1.10. Para toda sucesién (x,) en R,
lim inf z,, = — lim sup(—zy,).
n n

Ademds, si xn < Yy, para todo n, entonces

lim inf z,, < liminfy, Y lim sup z,, < lim sup y,,.
n n n n



1.3. Sumas de términos no negativos

Demostracion. Por la observacién 1.4 aplicada a Ay = {x, : n > k}, inf,>p 2z, =
—sup,,>,(—zy) para todo k, y la primera afirmacién se obtiene aplicando de nuevo la
observacién 1.4 a la familia indexada por k. Para la segunda, si x,, <y, para todo n,
entonces sup,,>j Tn < SUP,>j Yn € inf,>g xn < infy>k Y, para todo k; se pasa al limite

en k. m

Proposicién 1.11. Sea (z,,) en R con b = limsup,, z,, € R. Entonces:
(1) para todo b’ > b, el conjunto {n : x, >V} es finito;
(11) para todo V" < b, el conjunto {n : x, > b"} es infinito.

Simétricamente, si a = liminf,, z,, € R, entonces {n : x,, < a'} es finito para todo a’ < a
y {n:xz, <d"} esinfinito para todo a” > a.

Demostracion. (i) Como infy, sup,,>) 2, = b < b/, existe kg con sup,,>, T < V', es decir
Ty < b para todo n > k.

(i) Para todo k se tiene sup,,~; x, > b > b", de modo que existe n > k con x, > b".
Como k es arbitrario, hay infinitos tales n.

La afirmacién sobre el lim inf se obtiene aplicando lo anterior a (—x,) y usando la
proposicién 1.10. n

Corolario 1.12. Sea () una sucesion acotada de nimeros reales, a = liminf, x, y
b = lim sup,, x,,. Entonces:

(a) el limite de toda subsucesion convergente de (x,) pertenece a [a,b|;

(b) existen subsucesiones (Tn,) Y (Tm,) con Tp, — by Tpm, — a.

Demostracion. Como (z,,) es acotada, a,b € R.

(a) Si @, — c con ¢ > b, tomando b' € (b, ¢) habria infinitos n con z,, > b', contra la
proposiciéon 1.11(i). El caso ¢ < a es simétrico.

(b) Construimos ny < ng < --- inductivamente. Por la proposicién 1.11, para cada k
el conjunto {n : &, > b+ 1/k} es finito y {n : &, > b — 1/k} es infinito; luego existe
ng > ni—1, mayor que todos los elementos del primer conjunto, con x,, > b —1/k. Asi
b—1/k < xzp, <b+1/ky x,, — b. La subsucesién que converge a a se construye
igual. |

1.3 Sumas de términos no negativos

Una medida sobre un conjunto discreto no es otra cosa que una suma, posiblemente
sobre un conjunto de indices no numerable. Conviene entonces definir tales sumas sin
recurrir a un orden de los sumandos.

Para Z finito y a; € [0, +00], la suma ;7 a; tiene el sentido usual, con la convencién
a+ (+00) = +o0.

Definicién 1.13. Sean a; € [0, +00], i € A, con A un conjunto arbitrario. Definimos
Zai = sup{Zai : ZCA ﬁnito} € [0, +o0].
i€A i€T

Es inmediato que, si Ay C Ay C A, entonces > ;cx, @i < D iep, G-

4



1.3. Sumas de términos no negativos

Proposiciéon 1.14. Sean a; € [0,+0o0], i € A. Si A, T A, entonces

S ot Ya

i€A, €A
Demostracidén. La sucesion s, = ), a; es creciente y acotada por s = ) ;.5 a;, luego
6 = lim, s, < s. Reciprocamente, sea Z C A finito. Como A, T A y Z es finito, existe

ng con Z C A, para n > ng, y entonces > ;.7 a; < s, < . Tomando supremo sobre Z
resulta s < 5. |

Ejemplo 1.15. Si A =N, como {1,...,n} TN,
n [e.e]

SUENITD D 8

i€N i=1 i=1
de modo que la definicién 1.13 extiende la suma usual de series de términos no negativos.
Maés aun, si ¢ : N — N es biyectiva, entonces {¢(1),...,¢(n)} T Ny por lo tanto
D021 Qi) = 2ieq it una serie de términos no negativos puede reordenarse sin cambiar
su suma. Del mismo modo, para a; > 0 con i € 7Z,

n 3"
lim > ¢ =lim > ai=)"a;

i=—n i=—2n i€Z

pues ambas familias de indices crecen hacia Z.

Proposicién 1.16. Sean a; € [0,+00], i € A. Si Y ;cp a; < 400, entonces el conjunto
{i € A :a; >0} es numerable. Equivalentemente, si {i € A : a; > 0} no es numerable,
entonces ) ;cp @i = +00.

Demostracion. Sea s =Y ;cp a; < 0o. Para cada n € N, el conjunto A, = {i : a; > 1/n}
tiene a lo sumo ns elementos: si Z C A, es finito, entonces card(Z)/n < > ;cra; < s.
Asi,
{ieA:a;>0}= U{iEA:aizl/n}
neN
es una union numerable de conjuntos finitos, luego numerable. |

Proposiciéon 1.17 (Asociatividad). Sean a; € [0,400], i € A, y A = Wics Aj una
particion de A indexada por un conjunto arbitrario J. Entonces
Su-Y Y
i€ jeJ ieh;
Demostracion. Sean s =3 icpn i ¥ Sj = Xiep, i-
(<) Sea Z C A finito. Solo hay finitos j, digamos j € Jy, con ZNA; # 0,y

Zaizz Z aZ'SZSjéZSj.
1€L Jj€Jo i€INA; j€Jo jeJ

Tomando supremo sobre 7, s < Zj 5j.
(>) Sea Jy C J finito y, para cada j € Jy, sea Z; C A; finito. Los Z; son disjuntos,
luego e, Zz‘ezj a; = ZiGUj 7, @i < s. Tomando supremo sucesivamente sobre cada

Z; (son finitos indices j y las sumas son no negativas) resulta >jedy Si < 8, y tomando
supremo sobre Jo, >, s; < s. ]



1.3. Sumas de términos no negativos

Corolario 1.18 (Series dobles de términos no negativos). S¢ a(n, k) € [0, +o0] para
n,k € N, entonces

Z Za(n, k) = Z a(n, k) = Z Z a(n, k).
n=1k=1

(n,k)EN? k=1n=1

Demostracién. Aplicar la proposicién 1.17 a las particiones de N2 en filas {n} x N y en
columnas N x {k}, junto con el ejemplo 1.15. [ |

La idea en una frase

Para términos no negativos, la suma » ;- s a; no depende del orden ni de cémo se
agrupen los sumandos, y solo puede ser finita si a lo sumo una cantidad numerable
de ellos es positiva. Es la versién discreta de lo que seran la o-aditividad de una
medida y el teorema de Tonelli.




CAPITULO 2

o-algebras y medidas

2.1 o-algebras

Definiciéon 2.1 (o-algebra). Sea X un conjunto no vacio. Una familia .# C P(X) es
una o-dlgebra si

(1) X € F;
() si A € Z, entonces A€ € .F;
(1) si Ag, Ag,... € .F, entonces ,, An, € Z.
El par (X,.7) se llama espacio medible y los elementos de .7, conjuntos medibles.
Observacion 2.2. Una o-dlgebra contiene a () = X y es estable por uniones finitas (basta
completar con conjuntos vacios), por intersecciones numerables, pues ,, 4, = (U, A%)c,

y por diferencias, B\ A = BN A°. No es, en general, estable por uniones arbitrarias: en
X =R, la familia

F ={ACR: A esnumerable o A° es numerable}

es una o-algebra (verifiquese) que contiene a todos los puntos {x}, pero no contiene a
0,1] = Uxe[O,l}{x}'

Otros ejemplos inmediatos son la o-dlgebra trivial {(), X} y la o-algebra total P(X).
Proposiciéon 2.3 (o-algebra generada). Sea C C P(X). Existe una unica o-dlgebra
o(C), llamada o-dlgebra generada por C, tal que

(1) € Co(C);

(11) si 9 es una o-dlgebra con C C ¥, entonces o(C) C 9.
Es decir, o(C) es la menor o-dlgebra que contiene a C.
Demostracion. La unicidad es clara por doble inclusién. Para la existencia, la familia A
de todas las o-algebras que contienen a C es no vacia, pues P(X) € A, y la interseccién

Nyer ¥ es una o-algebra (cada una de las tres condiciones se verifica en cada ¢) que
contiene a C y estd contenida en toda ¢ € A. [ |

2.2 Medidas

Definicién 2.4 (Medida). Sea (X,.#) un espacio medible. Una medida es una funcién
W F — [0, +00] tal que



2.2. Medidas

(1) (@) = 0;

(11) (o-aditividad) si Ay, As, ... € .F son disjuntos dos a dos,
M(HJAn) = u(An)

La terna (X, .7, u) se llama espacio de medida. La medida es finita si pu(X) < o0, es
una probabilidad si u(X) =1, y es o-finita si existen Ay, Ag,... € F con X =J,, An y
1(Ay) < oo para todo n.

Proposicién 2.5 (Propiedades basicas). Sea (X,.%#,u) un espacio de medida y
A B A, € F
(a) (Aditividad finita.) Si Ay, ..., Ag son disjuntos, p(AyW-- W Ay) = Z?Zl p(Aj).
(b) (Monotonia.) Si A C B, entonces u(A) < p(B); si ademds p(A) < oo, u(B\ A) =
u(B) — p(A).
(¢) (o-subaditividad.) u(U, 4n) <>, w(Ay).
(d) (Continuidad por abajo.) Si A, T A, entonces u(Ay) T u(A).
(e) (Continuidad por arriba.) Si A, | A y u(A1) < oo, entonces u(Ay) | n(A).

Demostracién. (a) Aplicar la o-aditividad a Ay, ..., A, 0,0,....

(b) B= AW (B\ A), luego u(B) = p(A)+u(B\ A) > p(A), y si p(A) < oo se puede
despejar.

(d) Sean Ey = Ay y E, = A, \ A,—1 para n > 2. Los E, son disjuntos, A, =
EiW.--WE,y A=, E,, de modo que

= Zlﬂ(En) = nlgglozlu(Ej) = lim p(Ay).
n= i=

(c) Sean A} = Ay y An = A\ Uj<,, Aj. Son disjuntos, A, CAny U, An =W, A,,

luego (U, An) = 325 1(An) <32, p(An) por (b).
(e) A1\ An T A1\ A, y por (d) y (b), u(A1) —p(An) = p(A1)—p(A); como p(Ar) < oo,
1(An) = p(A). L

La hipétesis ;1(A;) < oo en (e) es necesaria. Con la medida de contar en N (ejemplo 2.8) y
A, ={n,n+1,...} se tiene A, | 0 pero u(A,) = co para todo n.

Proposicién 2.6. Sea p: .F — [0,+00] con pu(0) = 0. Entonces p es una medida si y
solo si

(1) W(Aw B) = p(A) + p(B) para A, B € .F disjuntos, y

(1) p(Ayn) 1t u(A) siempre que A, T+ A en F
Demostracion. (=) es la proposicién

Si A1, Ag,... son disjuntos y By, A
M(Lﬂj Aj) = limy, p(By) = limy, 32 Dj<n B n(A

5. (< ) Por induccidn, (i) da la aditividad finita.
W - U Ap, entonces By, 1T 4; A; y, por (ii),
i) = 25 m(Ay). =

Proposicién 2.7. Una medida v es o-finita si y solo si existen B, € % con B, T X

y w(Bp) < oo para todo n; y también si y solo si existe una particion numerable
X=W,E, con E, €. yu(E, < .



2.3. w-sistemas, A-sistemas y el teorema de Dynkin

Demostracion. Si X = J,, A, con pu(A,,) < oo, basta tomar B,, = A1U---UA,, que tiene
medida finita por subaditividad, y E, = By, \ Bp—1. Los reciprocos son inmediatos. W

Ejemplo 2.8 (Medida de contar y sumas de masas puntuales). Sea X no vacio y
a: X — [0, +00] una funcién arbitraria. Para A C X definimos

u(A) = 3 al)

€A

en el sentido de la definicién 1.13. Entonces u es una medida sobre (X, P(X)): p(0) = 0,
la aditividad para dos conjuntos disjuntos es la proposicién 1.17, y la continuidad por
abajo es la proposicién 1.14; la proposicién 2.6 concluye.

Con a = 1 se obtiene la medida de contar: u(A) = card(A) si A es finito y p(A) = +00
en caso contrario. Con a = 17,y se obtiene la medida de Dirac en o,

1, zo€ A,

Oz (A) = La(zo) = {0 0 d A

Ejemplo 2.9. La medida de contar es o-finita sobre Z, pues {—n,...,n} 1 Z, pero no
lo es sobre R: los conjuntos de medida finita son los finitos, y una unién numerable de
conjuntos finitos es numerable.

Ejemplo 2.10 (Sumas de medidas). Si pq, u2, ... son medidas sobre (X, .%#), entonces
v =721 pj, definida por v(E) = 37, 1;(E), es una medida. En efecto, si £ = l),, En,
el corolario 1.18 permite intercambiar las sumas:

v(E) = ZZ;LJ(En) = ZZNJ(EH) = ZV(ETL)

En particular, si p; > 0y a; € X, la férmula v = 3, p; ., define una medida, que
concentra la masa p; en cada punto a;.

2.3 m-sistemas, A-sistemas y el teorema de Dynkin

Para probar que una propiedad vale para todos los conjuntos de una o-algebra o(C),
lo natural es considerar la familia de los conjuntos que la verifican y mostrar que es
una o-algebra que contiene a C. Con frecuencia esa familia es estable por diferencias y
uniones crecientes, pero no por intersecciones. El teorema 7-\ dice que eso basta si C es
estable por intersecciones.

Definicién 2.11. Sea X no vacio y C C P(X).
B C es un w-sistema si A, B € C implica AN B € C.
B C es un \-sistema si
(1) X €C;
(1) si A, BeCy AC B, entonces B\ A € C;
() si A, € Cy A, 1 A, entonces A € C.



2.4. Unicidad de medidas

Proposiciéon 2.12. Toda o-dlgebra es un A-sistema. Ademds, . es una o-dlgebra si y
solo si es a la vez un w-sistema y un A-sistema.

Demostracion. La primera afirmacion se sigue de B\ A = BN A€y de la observacién 2.2;
en particular toda o-algebra es m-sistema y A-sistema. Reciprocamente, si .# es m-sistema
y A-sistema, entonces X € ., A= X\Ae€ ¥,y AUB = (ACOBC)C € F. Asi
F es estable por uniones finitas, y si 4, € %, entonces B, = AjU---UA, € Fy
B, 1 U,, An, de modo que UJ,, 4,, € Z#. |

Ejemplo 2.13. Sea X = {a,e,i,0,u}, A= {a,e} y B={e, i}, y consideremos
G ={0,X}, Cy ={0,X, A, B}, Cs ={0,X,A, B, A°, B°}.

C1 es una o-algebra. Cy no es A-sistema, pues X \ A = A° ¢ Cy. C3 es un A-sistema (los
tnicos pares E C F con E # F en C3 tienen E = () o F = X)), pero no es w-sistema
ni o-algebra, pues AN B = {e} ¢ Cs. Asi, el reciproco de la primera afirmacién de la
proposicién 2.12 es falso.

Como para las g-algebras, la interseccién de todos los A-sistemas que contienen a C
es un A-sistema (se verifican (i)—(iii) en cada uno), y es el menor A-sistema que contiene
a C. Lo denotamos A(C). Como toda o-dlgebra es A-sistema, A(C) C o(C).

Lema 2.14. Si C es un w-sistema, entonces A\(C) es un mw-sistema y, por lo tanto, una
o-dlgebra.

Demostracion. Para D € X\(C) sea #p = {E € X\(C) : END € \(C)}. Veamos que
Jp es un A-sistema: X € #p porque X N D = D; si E C F estan en %}, entonces
(F\E)ND = (FND)\ (END) es diferencia de elementos anidados de A(C), luego
estd en \(C); y si E, T E con E, € #p, entonces E, N D T EN D, de modo que
EnNnD e \C).

Paso 1. Si D € C, entonces C C .#p porque C es m-sistema; luego A\(C) C .#p. Es
decir: EN D € \(C) para todo E € A\(C) y todo D € C.

Paso 2. Sea ahora D € A\(C) arbitrario. Por el paso 1, CND € A(C) para todo C € C,
es decir C C J#p, y otra vez A\(C) C #p. Asi, EN D € A\(C) para todos E,D € \(C).
La tltima afirmacién es la proposicion 2.12. |

Teorema 2.15 (Teorema 7-A de Dynkin). Si C es un w-sistema, 4 es un A-sistema y
C C ¥, entonces o(C) C 9. En particular, A\(C) = o(C).

Demostracion. Por el lema 2.14, A(C) es una o-dlgebra que contiene a C, luego o(C) C
AC) C¥9. [

2.4 Unicidad de medidas

Teorema 2.16. Sean p y v medidas finitas sobre (X,.%) que coinciden en un 7-sistema
CC Z.SiuX)=v(X), entonces u = v sobre o(C).

Demostracion. Sea 7 = {A € .F : p(A) = v(A)} D C. Es un A-sistema: X € 7
por hipdtesis; si A C B estdn en 5, como las medidas son finitas, u(B \ A) =

10



2.5. Los borelianos de R4

w(B) — u(A) =v(B) —v(A)=v(B\ A); ysi A, 1 A con A,, € J, la continuidad por
abajo da p(A) = lim u(A4,) =limv(A,) = v(A). El teorema 2.15 da o(C) C . [ ]

Teorema 2.17 (Unicidad de medidas). Sean p y v medidas sobre (X,.#) que coinciden
en un w-sistema C C .%. Supongamos que se cumple una de las dos condiciones
siguientes:

(1) existen E, € C con E, 1 X y u(Ey,) =v(E,) < 0o;
(11) existe una particion numerable X =W,, E,, con E, € C y u(Ey) = v(E,) < co.
Entonces u(A) = v(A) para todo A € o(C).

Demostracion. Para cada n consideremos las medidas finitas p,(A) = p(ANE,) y
vn(A) = v(ANE,), Aec .%. Como C es 7-sistema y E, € C, para C € C se tiene
CNnE,eCy Mn(c) - Vn(C); ademds Mn(X) = :u(En> = V(En) - Vn(X> < 0.
Por el teorema 2.16, u(AN E,) = v(AN E,) para todo A € o(C) y todo n. En el
caso (i), AN E, 1 Ay la continuidad por abajo da u(A) = v(A); en el caso (ii),
wA)=>,pANE,) =%, ,v(ANE,) =v(A). [ |

Medidas definidas en c-algebras distintas. Si p estd definida sobre .#, y v sobre .%,,
ambas conteniendo a C, entonces %, N %, es una o-algebra que contiene a C, luego a ¢(C), y el
teorema se aplica a las restricciones de p y v a o(C).

2.5 Los borelianos de R?

Definicién 2.18 (o-dlgebra de Borel). La o-dlgebra de Borel de R? es la o-algebra
generada por los abiertos,

PBya = {0 Cc R?: O abierto}.

Sus elementos se llaman borelianos. Para E C R? ponemos B = {ENA: A€ Bya}
(véase la seccion 2.7 y el ejemplo 4.5).

Los cerrados, los compactos, los conjuntos numerables y las intersecciones numerables
de abiertos son borelianos. Para describir #r« mediante generadores mas manejables
usaremos los cubos diddicos.

Definicién 2.19 (Cubos diddicos). Paran € {0,1,2,...} sea 7, la familia de los cubos
diddicos de orden n,

ki k1
Q=TI (2. 5]  k=(h....ka) e 22,

y sea & = |, . Cada 4, es una particién numerable de R?, y dos cubos diddicos
cualesquiera son disjuntos o uno contiene al otro; en particular &7 U {0} es un 7-sistema.

Lema 2.20 (Descomposicién diddica de un abierto). Todo abierto U C R es union
disjunta numerable de cubos diddicos cuyas clausuras estin contenidas en U.

11



2.6. Unicidad de la medida de Lebesgue

Demostracion. Sea v € U y r > 0 con B(x,r) C U. El cubo de 4, que contiene
a z tiene didmetro v/d2~™, de modo que para n grande su clausura estd contenida
en B(z,r) C U. Llamemos admisibles a los cubos diddicos cuya clausura esta en U.
Todo punto de U esta en algiin cubo admisible y, como los érdenes son > 0, en uno
mazximal (no contenido estrictamente en otro admisible). Dos cubos maximales distintos
no pueden estar anidados, luego son disjuntos. Asi U es la unién disjunta de los cubos
admisibles maximales, que forman una familia numerable porque .27 lo es. [

Proposiciéon 2.21 (Generadores de PBpa). PBra coincide con la o-dlgebra generada
por cualquiera de las familias siguientes: las cajas cerradas [[; laj,b;], las cajas abiertas
[1,(aj,b5), las cajas semiabiertas [];(a;,bs], o los cubos diddicos < .

Demostracion. Las cajas abiertas son abiertas y las cerradas son cerradas; ademas
NCR H aj bj + 5
J

de modo que las cuatro familias estan contenidas en Hpa y, por lo tanto, sus o-algebras
generadas también. Reciprocamente, todo cubo diddico esta en la o-algebra generada
por cada una de las familias: es una caja semiabierta, y

Ha], ﬂH aj,b; + :LnJH[aj+1

Por el lema 2.20, todo abierto es unién numerable de cubos diddicos, luego pertenece a
cada una de esas o-algebras, y asi Hpa estd contenida en ellas. |

En particular, Zr = 0{(a,b] : a < b}, lo que usaremos al construir las medidas de
Lebesgue—Stieltjes.

Proposicién 2.22 (Invariancia por traslaciones). Si A € PBra y v € R?, entonces
A + X G ‘@Rd'

Demostracion. Fijemos x y sea s = {A C R : A+ x € PBga}. Es una o-dlgebra:
R4 z=RY, A+ 2= (A+2)°y (U, An) +2 = U, (A, + ). Ademds contiene a los
abiertos, pues el trasladado de un abierto es abierto. Luego Bpra C 7. |

2.6 Unicidad de la medida de Lebesgue

Definicién 2.23 (Medida de Lebesgue Stieltjes). Sea p una medida sobre (RY,.%) con
PBra C F. Decimos que p es de Lebesgue—Stieltjes si pu(A) < oo para todo A € % acotado.
Equivalentemente, u(K) < oo para todo compacto K. Toda medida de Lebesgue—
Stieltjes es o-finita, pues (—n,n]? 1 RY.

Corolario 2.24. Ezxiste a lo sumo una medida (v sobre PBga tal que

d d
u( H(aj, bj]) = H(bj — a;) para toda caja semiabierta.
j=1 j=1

Mds en general, dos medidas sobre PBra que coinciden y son finitas sobre las cajas
semiabiertas (o sobre las cerradas) son iguales.

12



2.7. Espacios de medida inducidos

Demostracién. Las cajas semiabiertas, junto con (), forman un w-sistema:

Ha], ﬁHc], fHa]\/c],b/\d]
J

J

con la convencién (o, 3] = 0 si a > . Generan %Bra y (—n,n]? T R? se aplica el
teorema 2.17(i). Para cajas cerradas el argumento es idéntico, con [-n,n]¢ + R W

Teorema 2.25. Sean p y v medidas de Lebesgue—Stieltjes sobre PBra invariantes por
traslaciones, es decir, p(A+x) = u(A) y v(A+x) = v(A) para todo A € Bgra y x € R?,
Siv#0, entonces u = cv con ¢ = u((0,1]%)/v((0,1]¢) € [0,00). En particular, existe a
lo sumo una medida sobre PBya invariante por traslaciones que asigna medida 1 a (0, 1]d
(tal medida es automdticamente de Lebesgue—Stieltjes, pues todo acotado estd cubierto
por finitos trasladados de (0,1]%).

Demostracion. Sea a = v((0,1]%) < co. Se tiene a > 0: de lo contrario, como RY es
unién numerable de trasladados de (0, 1]%, serfa v(R?) = 0. Si Q € @,, el cubo (0, 1]¢

unién disjunta de 2" trasladados de @, de modo que v(Q) = a2~ y, analogamente,
w(Q) = u((0,1]%) 274, Asi las medidas p y cv coinciden sobre el T-sistema </ U {0},
que genera PBpa (proposicion 2.21), y R? es unién disjunta numerable de cubos de .27,
de medida finita. El teorema 2.17(ii) da p = cv. [

La existencia de una tal medida, la medida de Lebesgue, se probara en el capitulo 3
para d =1 y en el capitulo 6 para d arbitrario.

2.7 Espacios de medida inducidos

Proposiciéon 2.26 (o-algebra traza). Sea (X,.#) un espacio medible y A C X. La
familia
Fa={ANE: Ee€ F} CP(A)

es una o- dlgebm de subconjuntos de A. Si ademds A € .F, entonces ¥4 ={E € .7 :
E C A} C Z, y si p es una medida sobre (X, .F), su restriccion p|z, es una medida
sobre (A, JA).

Demostracion. A= ANX € Z4; el complemento de AN FE dentro de A es AN ES; y
U.,(ANE,) =ANU, E Si Ae #,cada ANE estd en .% y es subconjunto de A;
reciprocamente, si £ € # y E C A, entonces £ = AN E. |

Ejemplo 2.27. Asi se obtienen, por ejemplo, ([a,b], #|,),m) a partir de (R, Br, m),
o (U, %y, m) para un abierto U C RY, donde m denota la restriccién de la medida de
Lebesgue.

Una construccién relacionada, que no cambia el espacio, es la medida restringida a
Ae F
pa(E)=w(ENA), EeZF

que es una medida sobre (X,.#) (ya se usé en la demostracién del teorema 2.17). En el
capitulo 5 veremos que integrar respecto de g4 es lo mismo que integrar sobre A.
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2.8. Ejercicios resueltos

2.8 Ejercicios resueltos

Ejercicio 2.28. Pruebe que la familia de la observacion 2.2 es una o-algebra y que
((A) =0 si A es numerable, ;1(A) = 1 si A° es numerable, define una medida sobre ella.

Solucion. R tiene complemento vacio; la condicién es simétrica en A y A¢; y si todos
los A;, son numerables, su unién también lo es, mientras que si algiin A7, = es numerable,
entonces (U, 4n)¢ C A5, también. Un conjunto no puede ser numerable y de comple-
mento numerable a la vez (pues R no es numerable), asi que p estd bien definida. Si
los A,, son disjuntos, a lo sumo uno de ellos tiene complemento numerable (dos tales
conjuntos se cortarian, pues la unién de sus complementos, numerable, no puede ser
todo R); si ninguno lo tiene, la unién es numerable y ambos lados valen 0; si Aj, es
numerable, ambos lados valen 1. |

Ejercicio 2.29. Muestre con un ejemplo que la hipotesis de finitud del teorema 2.17
no puede omitirse.

Solucion. Sobre (R, #r) sea p la medida de contar (restringida a los borelianos) y
v = 2u. Ambas coinciden en el m-sistema C = {(a,b] : a < b} U {0}, pues valen +oo en
todo intervalo no degenerado, y o(C) = Ag; pero u({0}) =1 # 2 = v({0}). Lo que falla
es que ningin elemento no vacio de C tiene medida finita. ]
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CAPITULO 3

Construccion de medidas

3.1 Funciones de distribuciéon

Definicién 3.1. Sea p una medida de Lebesgue-Stieltjes sobre (R,.#), con %r C .Z.
Una funcién F : R — R es una funcion de distribucion de p si

wu((a,b]) = F(b) — F(a) para todos a < b en R.

Proposicion 3.2. Toda medida de Lebesque—Stieltjes 1 sobre R tiene funciones de
distribucion. Una de ellas es

) — M((O7x])> z >0,
Fole) {—u«x,m), r<o,

y las funciones de distribucion de p son exactamente las de la forma Fy+ ¢, con ¢ € R
constante.

Demostracion. Los valores de Fj son finitos porque p es finita sobre los acotados.
Si 0 < a < b, entonces (0,b] = (0,a] W (a,b] y Fo(b) — Fo(a) = p((a,b]); los casos
a<0<bya<b<0 se tratan igual, con (a,b] = (a,0] W (0,b] y (a,0] = (a,b] W (b,0].
Es claro que Fy + ¢ también es funcion de distribucion. Si F'y G lo son, entonces
F(z) — F(0) = G(z) — G(0) para todo  (ambos lados valen u((0,z]) o —u((z,0])), de
modo que F' — G es constante. |

Observacion 3.3. Si p es finita, F(x) = p((—o0,x]) es una funcién de distribucion,
pues (—o0,b] = (—o0, a] W (a, b]. Es la normalizacién usual en probabilidad, y satisface
F(z) — 0 cuando o — —o0. Si F es de clase C?, el teorema fundamental del cilculo da
w((a,b]) = ff F'(x)dx: la derivada F’ serd la densidad de p (seccién 5.7).

Para ¢ € R escribimos F(c¢T) = lim, . F(z) y F(c™) = limyq. F(z), que existen por

monotonfa, y F(+o00) = lim, 1., F(x) € R.
Proposicion 3.4. Sea F' una funcion de distribucion de la medida de Lebesque—Stieltjes
w. Entonces:

(a) F es creciente;
(b) F es continua por la derecha: F(c*) = F(c);
(c) p({c}) = F(c) — F(c™); en particular F es continua en c si y solo si p({c}) =0;

15



3.2. La premedida sobre los intervalos

(d) para a < b: p(la,b]) = F(b) — F(a™), p((a,b)) = F(b7) — F(a) y p([a,b)) =
F(b7) = F(a™);

(e) p(R) = F(+00) — F(—00), con la convencion de que el resultado es +oo si alguno
de los dos limites es infinito.

Demostracion. (a) F(b)—F(a) = p((a,b]) > 0paraa < b. (b) Siz, | ¢, entonces (¢, x,] |
() y, por continuidad por arriba (las medidas son finitas), F'(z,) — F(c) = u((c, z,]) — 0.
(c) Sizp, 1 ¢ con x, < ¢, entonces (zp,c] | {c} v F(c) — F(zn) = p((zn, c]) = p({c}).
(d) [a,b] = {a} W (a,b] y se usa (c); los otros dos casos son anédlogos. (e) (—n,n] TRy
p((=n,n]) = F(n) = F(-n). u

Corolario 3.5. Las discontinuidades de una funcion de distribucion, es decir, los
datomos {z : u({x}) > 0} de una medida de Lebesgue—Stieltjes, forman un conjunto
numerable.

Demostracion. Para cada n, si x1,...,zr € (—n,n| son adtomos distintos, entonces
Yi<k h({zi}) < p((=n,n]) < oo. Asi 3o ¢, #({7}) < 00 en el sentido de la defini-
cién 1.13, y la proposicién 1.16 dice que los dtomos en (—n, n] son numerables. Se toma
la unién sobre n. |

El resultado principal del capitulo es el reciproco de la proposicién 3.4(a)—(b).

Teorema 3.6 (Medidas de Lebesgue—Stieltjes en R). Sea F' : R — R creciente y
continua por la derecha. FExiste una iunica medida pur sobre Pr tal que

pur((a,b]) = F(b) — F(a) para todos a < b.

Ademds, up = pa sty solo si F'— G es constante, y toda medida de Lebesgue—Stieltjes
1 sobre Br es de la forma p = pp, con F cualquiera de sus funciones de distribucion.

Demostracion de la unicidad. Si p y v son dos medidas con esa propiedad, coinciden
y son finitas sobre el m-sistema {(a,b] : a < b} U {0}, que genera Ag, y (—n,n] T R; el
teorema 2.17 da p = v. De aqui se siguen también las dos ultimas afirmaciones: ur = g
si y solo si F'y G son funciones de distribucién de la misma medida, lo que por la
proposicion 3.2 equivale a que difieran en una constante; y si p es de Lebesgue—Stieltjes
y F es una funcién de distribucién suya, p y pp coinciden en los intervalos (a,b]. La
existencia de pp ocupa el resto del capitulo (teorema 3.14). [

3.2 La premedida sobre los intervalos
Fijemos F': R — R creciente y continua por la derecha, y consideremos la familia
Z={(a,b]NR: —oc0<a<b<+oo},

que contiene a (), a los intervalos (a,b], a las semirrectas (a, +00) y (—o00,b] y a R. Es
un 7-sistema, y el complemento de un elemento de Z es unién disjunta de a lo sumo
dos elementos de Z. En consecuencia, la familia @7 de las uniones disjuntas finitas de
elementos de Z es estable por intersecciones finitas y por complementos, es decir, es un
dalgebra de conjuntos; en particular, I\ J € o/ para I,J € Z.
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3.2. La premedida sobre los intervalos

Definimos i : Z — [0, +o0] por () =0y
a((a,b] NR) = F(b) — F(a), a<b,

donde F(#+00) € R son los limites en +oo (y el resultado es +oo si alguno de ellos es
infinito).

Lema 3.7 (Aditividad finita). Si I € Z y I = L1 W---W I, con I; € I, entonces
() = 377 ii(1;). En consecuencia, i se extiende de manera tunica a una funcion
finitamente aditiva sobre <1, que es mondtona y finitamente subaditiva.

Demostracion. Descartando los I; vacios y reordenando, I; = (aj,b;] "R con
a=a1<by=a<by=-=ay, <b, =0,

pues los intervalos son disjuntos y su unién es el intervalo I = (a,b] N R (entre dos
intervalos consecutivos no puede quedar un hueco ni un solapamiento). La suma
> (F(bj) — F(aj)) es entonces telescopica y vale F(b) — F(a); todos los términos
son no negativos, asi que la cuenta es vélida en [0, +00].

Para la extension, si A = |, I; = W, Jr son dos representaciones de A € .77,
aplicando lo anterior a I; = W, (LiNJi) v a Jp = W;(L; N Jx) se ve que Y, iu(l;) =
ik bl NV Jg) = 3y ii(Jx), de modo que ji(A) = >, ji(1;) estd bien definido, y es
claramente finitamente aditivo. Si A C B en 7, entonces B = AW (B \ A) con
B\ A € o7, luego i(A) < iu(B). Finalmente, si A C By U -+ U By, escribiendo A como
unién disjunta de los AN B; \ U;; Bi C Bj se obtiene i(A) < 3, iu(B;). [ |

Proposicién 3.8 (c-aditividad de p). Sil €T el =W;2, I; con I; € Z, entonces
pl) = 22521 1(15).

Demostracion. (>) Para cada n, ¥
hace n — oo.

(<) Caso I = (a,b] con a < b reales. Fijemos € > 0. Por la continuidad por la derecha
de F' existe p € (a,b) con F(p) — F(a) < ey, para cada j con I; = (a;, b;] # 0 (acotado,
pues I; C I), existe b; > b; con F(b;) — F(b;) < £277. Entonces

[7b]c<avb]:UaJ7 CUaja

i<n1j C 1y, porellema 3.7, 3., u(l;) < u(l). Se

Como [p,b] es compacto, existe k con [p,b] C U]<k(a],b ), y en particular (p,b] C
Uj<k(aj, b;]. La subaditividad finita (lema 3.7) da

FO) - F() < X (F) - Flay) < X (p) + ) < S alh) + e

j<k j<k j=1

Asi ji(I) = F(b) — F(a) < F(b) — F(p) +¢ < 3, i(Ij) + 2¢, y € es arbitrario.
Caso general. Paran € N, I'N(—n,n| es un mtervalo acotado de la forma anterior (o
vacio) y es unién disjunta de los I; N (—n,n] € Z. Por el caso ya probado y la monotonia,

a0 (= ZM (—n,n]) < Zﬁ(lj)
J
y g(I N (=n,n]) — p(I) por la definicién de F'(£o0). [
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3.3. Medidas exteriores

Dénde se usa la continuidad por la derecha. Solo en el paso (<), y dos veces: para

“agrandar” cada (a;,b;] a un abierto (a;, b;) sin aumentar mucho su medida, y para “achicar”
(a,b] a un compacto [p, b]. Sin ella el argumento de compacidad no funciona y, de hecho, i no
seria o-aditiva.

3.3 Medidas exteriores
Definicion 3.9 (Medida exterior). Una medida exterior sobre un conjunto X es una
funcién p* : P(X) — [0, +o0] tal que
(1) p(0) =0;
(11) (monotonia) si E C E', entonces p*(E) < p*(E');
(111) (o-subaditividad) p* (U, En) < >, w*(Ey) para toda sucesion (E,) de subconjun-
tos de X.

Proposicion 3.10. Para E C R definimos
o0 o0
wi(B) =it {3 a(l): €T, Bc L}
j=1 J=1
Entonces p* es una medida exterior sobre R.

Demostracion. El conjunto sobre el que se toma el infimo es no vacio, pues £ C R € 7.
i) CcOUPU---, luego p*(@) = 0. (ii) Todo cubrimiento de E’ lo es de E. (iii)
Podemos suponer y_,, u*(Ey) < co. Fijemos € > 0 y, para cada n, elijamos (I}}); en T
con E, C U, I}y Xnin(I}}) < p*(E,) + €27 La familia numerable {I}'},  cubre a
U,, £ ¥, por el corolario 1.18,

p (U En) < 3o A0) < 30 (" (E) + 55 ) = Do u"(Ba) +e. =
n n.k n n

Definicién 3.11 (Conjuntos p*-medibles). Sea p* una medida exterior sobre X. Un
conjunto A C X es p*-medible si

P (E)=p"(ENA)+p (ENA° para todo £ C X.
Denotamos .#,,« la familia de los conjuntos p*-medibles.

Por subaditividad siempre vale pu*(E) < p*(ENA) + p*(E N A€), de modo que A es
p*-medible si y solo si p*(F) > p*(ENA) 4+ p*(E N A°) para todo E con p*(E) < oo.
La idea es que A “corta bien” a cualquier conjunto de prueba E.

3.4 El teorema de Carathéodory

Teorema 3.12 (Carathéodory). Sea p* una medida exterior sobre X. Entonces:
(a) M~ es una o-dlgebra;

(b) la restriccion p*|.z,. es una medida;
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3.4. El teorema de Carathéodory

c) si pw*(N) = 0, entonces N € M. En particular, el espacio de medida
H W p 14
(X, My, 10|z, ) es completo (definicion 3.16).

Demostracion. Escribimos A4 = 4.

Paso 1: A es un dlgebra. Claramente X € .#,y .# es estable por complementos
porque la definicion es simétrica en A y A¢. Sean A,B € .# y E C X. Usando que
B € .# con los conjuntos de prueba EN Ay EN A€ y luego que A € .,

p(ENA) =p(ENANB)+p*(ENANB°),
W (ENAY) =p*(ENA°NB) 4+ u*(ENA°N B°),
pH(E) = @ (ENA) + p*(E N A

Como EN(AUB) = (ENANB)U(ENANB®)U(ENA°NB) y EN(AUB)¢ = ENA°NBC,
la subaditividad y las tres identidades dan

WH(EN(AUB)) + p*(EN(AUB)®) < 1" (E N A) + p* (BN A°) = 1" (E).

Luego AUB € ..
Paso 2: aditividad sobre conjuntos de prueba. Sean Aj,..., A, € A disjuntos y
B,=A14¢---yWA,. Para todo F C X,

“(EN By) Z (ENAj) (3.1)

En efecto, para n = 1 es trivial, y si vale para n—1, usando que A,, € .# con el conjunto
de prueba E N By,

WHENB,) = ' (EN By N Ap) + p*(EN By N AS) = p*(EN Ap) + 1" (BN Bp_y).

Paso 3: uniones numerables. Sean Aj, As,... € 4. Reemplazando A; por A; \
Ui<j Ai, que estd en .# por el paso 1, podemos suponerlos disjuntos. Sea D =4, A; y
B,, como antes. Como B, € .# y D¢ C B, para todo F

n
pH(E) = p (ENBy,) + p (ENB;) > Y p*(ENAj) + p*(END°).
7=1

Haciendo n — oo y usando la o-subaditividad,
> W(ENA)+p*(ENDY) > p*(END) + p*(END°) > p*(E).  (3.2)
7j=1

Todas las desigualdades son igualdades, y en particular D € .#. Esto prueba (a).
Paso 4: o-aditividad. Tomando E = D en (3.2) se obtiene pu*(D) = 37, u*(4;), 1
que prueba (b).
Paso 5. Si p*(N) = 0, para todo E la monotonia da p*(ENN) =0y u*(E) >
W(ENNC)=p (ENN)+p*(ENNC),luego N € A . Si A € A tiene medida nula y
N C A, entonces u*(N) =0y N € 4: el espacio es completo. |
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3.5. Existencia de las medidas de Lebesgue—Stieltjes

3.5 Existencia de las medidas de Lebesgue—Stieltjes
Volvamos a la medida exterior u* construida a partir de F' en la proposicién 3.10.

Proposicion 3.13. Se cumple que
(a) w*(I) = i(I) para todo I € Z;
(b) T C M~ y, en consecuencia, Br C M,

Demostracion. (a) Tomando el cubrimiento I,0,0,... se ve que p*(I) < i(I). Recipro-
camente, sea I C |J; I; con I; € Z. Los conjuntos I N I \UZ<] son disjuntos, estan en
/7 y su unién es I; escribiendo cada uno como unién disjunta finita de elementos de Z,
obtenemos una particién numerable de I en elementos de Z. La proposicién 3.8 y la
monotonia del lema 3.7 dan

Zu(lﬂf VU 1) <X a)

1<)

Tomando infimo sobre los cubrimientos, p(I) < p*(I).

(b) Sea J € Zy E C R con p*(E) < co. Dado € > 0, sea E C J;[j con I; € T
y > i) < p*(E) +e. Entonces ENJ C U;(I;NJ)y EnJ® C ( I;\ J), donde
IinJelel; \ J es unién disjunta de a lo sumo dos elementos de Z, dlgamos K;, K;
Por la aditividad finita, fi(1;) = j(I; N J) + @(K;) + @(Kj), y por lo tanto

pH(ENT)+p*(ENJC) <> a(I;nJ) +Z §)+ i(K7)) ZN (E)+e.
J

Asi J € M,~. Como #,~ es una o-algebra que contiene a los intervalos (a, b], contiene
a PBr (proposicion 2.21). [ ]

Teorema 3.14 (Existencia). Sea F': R — R creciente y continua por la derecha, y p*
la medida exterior de la proposicion 3.10. Entonces pp = p*|z, es una medida sobre
PBr con pp((a,b]) = F(b) — F(a) para todos a < b.

Demostracion. Por el teorema 3.12, p* es una medida sobre .#,» O %, y por la
proposicién 3.13(a), p*((a,b]) = i((a,b]) = F(b) — F(a). [ |

Esto completa la demostracion del teorema 3.6. En resumen, tenemos
%RC-/{M* CP(R), uF:u*’gR,

donde p*| z,. es una medida que extiende a pp, mientras que sobre P(R) la funcién p*
es solo una medida exterior.

Definicién 3.15 (Medida de Lebesgue en R). La medida m = pup asociada a F'(z) = x
se llama medida de Lebesgue en R. Es la tinica medida sobre %r con m((a,b]) =b—a

para todos a < b.
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3.6. Complecion de medidas

’m

Tu({1y) =1

p({0}) =3

pendiente 1 1

Figura 3.1: La funcién de distribucion del ejercicio 3.22. Cada salto de F' es un atomo de pp,
cuya masa es la altura del salto; en los tramos donde F es derivable, up tiene densidad F’.

3.6 Complecion de medidas

Definicién 3.16 (Espacio de medida completo). Un espacio de medida (X, 5, v) es
completo si todo subconjunto de un conjunto de medida nula es medible: si A € 7,
v(A) =0y B C A, entonces B € J (y, por monotonia, v(B) = 0).

Por el teorema 3.12(c), (X, ///u*’ﬁ‘*|///u*) es siempre completo. Todo espacio de
medida puede completarse de manera candnica.

Proposiciéon 3.17 (Complecién). Sea (X,.Z,u) un espacio de medida y

N ={NCX: NCZ para algin Z € .F con u(Z) =0},
F"={FEUN: Ec %, Ne ./}

Entonces F" es una o-dlgebra, la formula i(EUN) = u(E) define sin ambigiiedad una
medida sobre ella que extiende a p, y (X,.Z" i) es completo. Ademds, si (X, 7,v) es
un espacio de medida completo con F C H yv|z = u, entonces F' o Y V];u = [
El espacio (X, ?M,ﬂ) se llama complecion de (X, F,u).

Demostracién. Buena definicion. Si EUN = E'UN' con N C Z, N’ C Z' nulos, entonces

E C E'UZ luego u(E) < u(E") + n(Z'") = p(E'), y por simetria u(E) = u(E’).
o-dlgebra. Es estable por uniones numerables porque .% lo es y una unién numerable

de conjuntos nulos estd contenida en un conjunto nulo. Para complementos, si N C Z,

(EUN)*=(EUZ)U(Z\(EUN)),

con(EUZ) e FyZ\(EUN)CZ.

Medida y completitud. Si los E, U N, son disjuntos, también lo son los E,, y
ﬂ(wn(En UNn)) = M(LﬂnEn) = Zn:u(En)' Si ﬂ(EUN) =0yBCFEUNCEFEUZ,
entonces B=0U B con B € A4, pues u(EU Z) = 0.
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3.7. La medida de Lebesgue en la recta

Minimalidad. Si (X, .7, v) es completo y extiende a u, cada N € A estd contenido
enun Z € # C H conv(Z) =0,luego N € # yv(N)=0.Asi EUN € J y
u(E) < v(EUN) < u(E) +v(N) = u(E). n

Ejemplo 3.18. (a) Para la medida de Dirac ¢, sobre g, todo subconjunto de R\ {a}
es nulo, de modo que %6(1 =P(R).
(b) La o-dlgebra de Lebesgue de la recta es la complecién de los borelianos respecto
de la medida de Lebesgue: %k = %m. Seguimos denotando m a la medida
completada.

Proposiciéon 3.19. Sea F' creciente y continua por la derecha, up la medida asociada
y p* su medida exterior. Entonces M, = Br"'" . En particular, L = M.

Demostracion. Como ., es completa y contiene a %, la proposiciéon 3.17 da PBr''"
M. Reciprocamente, observemos primero que para todo A C R con p*(A) < oo
existe G € $r con A C Gy ur(G) = p*(A): para cada n existe un cubrimiento
AC Gy =U;I} con I} € Ty pp(Gn) <3, i(l}) < p*(A)+ 1/n, y basta tomar
G =, Gn. Sea ahora A € )+ con u*(A) < ooy G como antes. Como A y G estan
en My, p*(G\ A) = p*(G) — p*(A) = 0; aplicando la misma observacién a G \ A
obtenemos un boreliano Z 5 G\ A con up(Z) =0. Asi A = (G\ Z)U(ANZ) pertenece
a B’ Si w*(A) = oo, se aplica lo anterior a A N (—n,n], de medida finita, y se toma
la unién sobre n. [ |

3.7 La medida de Lebesgue en la recta

Proposicion 3.20. Sean A € £k, t e R y A € R. Entonces A+x € Lr, NAe L vy
m(A+z) =m(A4),  m(AA) =[N m(A).
Ademds, todo conjunto numerable es Lebesgue medible y de medida nula.

Demostracion. Borelianos. Si A € P, entonces A+ x € Ay (proposicion 2.22), y A +—
m(A+ x) es una medida sobre Zr que vale b — a en (a, b]; por unicidad (corolario 2.24)
coincide con m. Para A # 0, el mismo argumento que en la proposicién 2.22 (con la
biyeccién continua y — Ay) muestra que AA € Bg, y A — m(AA) es una medida que
vale |A|(b—a) en (a, b], pues A(a, b] es un intervalo de longitud |A|(b—a) (abierto o cerrado
en un extremo segin el signo de A, lo que no altera su medida por la proposicién 3.4);
luego m(AA) = |[A|m(A).

Puntos y numerables. m({z}) = lim,, m((z — 1/n,z]) = 0, y un conjunto numerable
es uniéon numerable de puntos. Esto cubre también el caso A = 0, en que AA C {0}.

Lebesgue medibles. Si A=EUN con E € Bry N C Z € Br, m(Z) =0, entonces
A+z=(F+z)UN+z)con N+z CZ+axym(Z+z)=0asi A+z € Ly
m(A+z) =m(E +x) =m(E) = m(A). El caso de A\A es idéntico. [ |

Corolario 3.21. Si p es una medida de Lebesgue—Stieltjes sobre PBr o sobre L,
invariante por traslaciones, entonces p = cm con ¢ = pu((0,1]).
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3.8. Ejercicios resueltos

Demostracion. Sobre %Br es el teorema 2.25 con v = m. Si u estd definida en Zg y
N C Z con Z boreliano y m(Z) = 0, entonces u(N) < p(Z) = em(Z) = 0, de modo
que p(EUN) = p(E)=cm(E)=cm(EUN). [

3.8 Ejercicios resueltos

Ejercicio 3.22. Sea
z, z <0,
F(z) =<3, 0<z<1,
4+ %717 x> 1.

Verifique que F' es creciente y continua por la derecha, y describa up.

Solucion. F es creciente y continua salvo en 0 y en 1, donde es continua por la derecha:
F07)=0<3=F(0)y F(17) =3 <4 = F(1) (figura 3.1). Por la proposicién 3.4,
urp({0}) =3y purp({1}) = 1, mientras que pp((a,b]) =b—asia<b<0, up((0,1)) =
F(17) = F(0) =0y pr((a,b]) = 2(b—a) si 1 < a < b. Por el corolario 2.24,

1E = m|(—co0) + 300 + 01 + 5 m|(1,00);

donde m|p(A) = m(A N B); ambos lados coinciden en todos los intervalos (a, b]. Por
ejemplo, ur([1,3]) = F(3) — F(17)=5—-3=2. [

Ejercicio 3.23. Sea qi1,¢2, ... una enumeracion de Q y p = },,~1 27"9,,. Pruebe que
1 es una probabilidad sobre g y que F(x) = pu((—o0,z]) es estrictamente creciente,
continua en todo irracional y discontinua en todo racional.

Solucion. p es una medida por el ejemplo 2.10, y u(R) =3, 27" = 1. Por la observa-
cién 3.3, F' es una funcién de distribucién de p. Si a < b, el intervalo (a,b] contiene
algtn racional g, de modo que F(b) — F(a) = p((a,b]) > 27" > 0: F es estrictamente
creciente. Por la proposicién 3.4(c), el salto de F' en x es p({x}), que vale 27" si x = ¢,
y 0 si x es irracional. |

Ejercicio 3.24. Sea C' C [0, 1] el conjunto de Cantor, obtenido quitando sucesivamente
los tercios centrales abiertos. Pruebe que C' es un compacto no numerable con m(C) = 0.

Solucion. C =(),, Cy, donde C), es la unién de 2" intervalos cerrados de longitud 37";
es cerrado y acotado, luego compacto y boreliano, y m(C) < m(C,) = (2/3)" — 0.
Los puntos de C son exactamente los x € [0, 1] que admiten un desarrollo ternario
v =3, 3% con ¢ € {0,2}, y la aplicacion (ex) — Y4 (€x/2)27% es sobreyectiva de
C en [0,1], luego C no es numerable. Asi, la reciproca de la tltima afirmacién de la
proposicién 3.20 es falsa: hay conjuntos no numerables de medida nula. |
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PARTE Il e Integracién

CAPITULO 4

Funciones medibles

4.1 Definicién y criterio de los generadores

Definicién 4.1 (Funcion medible). Sean (X,.%) y (Y, ) espacios medibles. Una
funcién f : X — Y es (F,)-medible si f~1(B) € & para todo B € 2. Cuando
Y =R oY = R* sobreentendemos .# = %y, y denotamos

MX, F)={f: X - R: fes(F, Br)-medible}.
Si X c R%y .# = By, decimos que f es boreliana.

Es inmediato que si f es (&, )-medible, .# C # y S C A, entonces [ es
(ﬁ A )-medible. También es inmediato que la composicién de funciones medibles es
medible: si f: (X,.%) = (Y, )y g: (Y,#) — (Z,%) son medibles, (go f)~}(C) =
FgH(C) e 7.

Proposicién 4.2. Sea f: X — Y una funcion y C C P(Y). Entonces
c({f7HC):Cech) ={f(E): EcaC)}

Demostracién. Denotemos ¢ al miembro izquierdo. La familia {f~}(E): E € o(C)} es
una o-algebra, porque la preimagen conmuta con complementos y uniones, y contiene a
f~1(C) para C € C; luego contiene a ¢. Reciprocamente, sea

2={ECY: fY(E)c%}.

Por la misma razén, 2 es una o-algebra, y contiene a C. Luego o(C) C 2, es decir,
f7Y(E) € 9 para todo E € o(C). [ ]

Corolario 4.3 (Criterio de los generadores). Sean (X, %), (Y, ) espacios medibles y
CCPY) cono(C)=#.Si f~YC) € .F para todo C € C, entonces f es medible.

Demostracién. Por la proposicién 4.2, {fY(E) : E € #} = o{f~1(C): C €C} C
F. [ ]

Asi, para verificar que f : X — R es medible basta ver que {f < a} € % para todo
a € R, o que {f>a} €.F para todo a, o que f~1(0) € .Z para todo abierto O: cada
una de esas familias de conjuntos genera %Bg.
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4.2. Funciones borelianas en R%

Definicién 4.4. Si f : X — (Y, ), la familia o(f) = {f1(B) : B € 2} es una
o-algebra sobre X: la menor que hace medible a f. Si g : (Y, ) — (Z,X) es medible,
entonces o(go f) C a(f).

Ejemplo 4.5 (Borelianos de un subconjunto). Sea E C R? con la topologia relativa
5 = {ENO : O abierto de R%}. Aplicando la proposicién 4.2 a la inclusién ¢ : E — R?
y a C = {abiertos de R%}, como :~}(A) = EN A,

O'(TE):{EQA: AE%Rd}:%E.

Es decir, la o-algebra traza de los borelianos coincide con la o-algebra de Borel de
E como espacio topolégico. Si E € PBra (por ejemplo, si E es abierto), entonces
By ={A € Bra: AC E}.

4.2 Funciones borelianas en R?

Proposicién 4.6. Sean D C R% y f: D — R,

(a) Si f es continua, entonces f es boreliana.

(b) Si existe E C D numerable tal que f es continua en todo punto de D\ E, entonces
f es boreliana.

Demostracion. (a) Si O es abierto en RF, f~1(O) es abierto relativo de D, luego est4
en Ap (ejemplo 4.5); se aplica el corolario 4.3.

(b) Sea O C R* abierto. La restriccién g = f| p\E es continua en todo punto de su
dominio, luego ¢g~1(O) es un abierto relativo de D \ E y, en particular, pertenece a
$p\rp C $p (pues D\ E difiere de D en un conjunto numerable, que es boreliano). Asi

fH0)=¢71(0) U (Enf7H0))
es unién de un elemento de #p y de un conjunto numerable. |

Proposicién 4.7 (Componentes). Sea (X,.%) un espacio medible y f = (f1,..., fx) :
X — RF. Entonces f es medible si y solo si cada f; : X — R es medible.

Demostracion. (=) fi = ;o f, con m; : R¥ — R la proyeccién, que es continua. (<)
Las cajas cerradas generan %y (proposicion 2.21) y

e

f71<H Qi z) ﬂf lai, bi]) € Z. [ |

=1

Corolario 4.8 (Operaciones). Si f,g € M(X,.%) y ¢ : R?2 = R es boreliana, entonces
o(f.9) € M(X,Z). En particular f + g, fg, af (a € R), méx(f,g), min(f,g), |f|,
ft=max(f,0) y f~ = méax(—f,0) son medibles, y M(X, F) es un espacio vectorial.

Demostracion. o(f,g) = ¢ o (f,g) es composicién de funciones medibles, por la propo-
sicion 4.7; las funciones (z,y) — = + vy, zy, méx(x,y),... son continuas. |
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4.3. Funciones con valores en la recta extendida

4.3 Funciones con valores en la recta extendida

Supremos, infimos y limites de funciones reales pueden tomar los valores oo, de
modo que conviene permitirlos desde el principio.

Definicién 4.9. La o-algebra de Borel de R es
By ={A, AU{+o0}, AU{—00}, AU{—00,+00}: A€ %Br}.

Una funcién f : X — R es medible si es (F, Bg)-medible. Denotamos M (X, .%) al
conjunto de las funciones medibles f : X — [0, +oc].

Es facil ver que %y es una o-dlgebra y que Br = {B € % : B C R}. En
consecuencia, una funcién f: X — R es (%, %r)-medible si y solo si lo es como funcion
a valores en R.

Proposicién 4.10. %y = o{[-00,a] : a € R} = o{[a, +c] : a € R} = 0{[-00,a) : a €
R}. En particular, f: X — R es medible si y solo si {f < a} € .F para todo a € R (o
{f>a}eZ, o{f <a} eZ).

Demostracion. Sea 4 = o{[—00,a] : a € R}. Cada [—00,a] = {—0c0} U (—00, a] estd en
B, luego ¥ C Hg. Reciprocamente, ¢ contiene a (a,b] = [—00,b] \ [-00, a], luego a
PBr (proposicién 2.21); contiene a {—oo} = N, [—o0, —n] y a {+o0} = (U,[—o0,n])%
asf contiene a todos los elementos de %g. Las otras dos familias se tratan igual, usando
[a, +00] = [-00,a) y [~00,a] = ﬂn[—OO, a+ %) u

Proposicién 4.11. Sean f, : X = R, n € N, medibles. Entonces las funciones
sup fn, inf f,, lim sup f,, lim inf f,
n n n n

(definidas punto a punto) son medibles.
Demostracion. Sean ¢ = sup,, fn v ¢ = inf,, f,. Para todo a € R,
{p<a}=({f<ateZ, {vza}=({fa2a}eZ,
n n
y la proposicién 4.10 da la medibilidad de ¢ y 1. Luego ¢ = sup,,>j, fn es medible para
cada k, y también lim sup,, f,, = infj, ¢; el caso del liminf es andlogo. |

Corolario 4.12. Si f, € M(X, %) y fu(x) = f(z) € R para todo x € X, entonces
f € M(X,Z). Lo mismo vale para funciones a valores en R.

Demostracion. f = limsup,, fy. u

Proposicién 4.13. Si f,g: X — R son medibles, los conjuntos {f < g}, {f < g} y
{f = g} son medibles. Si ademds f,g > 0, entonces f + g es medible.

Demostracion. Por la densidad de Q,

{f<gt=U {f<rin{r<g}) €7,
reQ
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4.4. Funciones simples

y entonces {f <gt={g< f}y{f=9t={f<gtn{g<f}.Sif,g>0yacR,
entonces

{Ff+g<ay=U {f<rin{g<a—r}):
reQ

si f(z)+g(z) < a ambos valores son finitos y basta tomar r € Q con f(z) < r < a—g(z).
Se aplica la proposicién 4.10. |

4.4 Funciones simples

Definicién 4.14 (Funciones simples). Una funcién s : X — R es simple si es medible
y toma finitos valores. Denotamos S(X,.#) al conjunto de las funciones simples y
S4+(X,.7) al de las simples no negativas.

Si s toma los valores distintos ay, ..., a,,, entonces
m
s:ZailAi, A ={s=a;} € Z, (4.1)
i=1

con X = A1 W---W Ay,; es la representacion candnica de s. Reciprocamente, toda
combinacién lineal finita }, a;14, con A; € .# es simple. Recordemos que 14np = 141p

Y Laywwa, = 2214,

Proposicién 4.15 (Aproximacion por funciones simples). Para toda f € M (X, F)
existe una sucesion (s,) en Sy(X,F) con s, 1 f puntualmente. Mds precisamente, se
puede tomar

n2™"—1

1
Sn = pn o f, on(t) = Z on Lig—n (it1)2-)(t) + 11} 400y (t), T € [0, 400,
i=0

y entonces 0 < f — s, < 27" sobre {f < n}. En particular, si f es acotada, la
convergencia es uniforme.

Demostracion. Cada ¢, : [0,4+00] — R es boreliana y toma finitos valores, de modo
que s, es simple. Si t < n, ¢,(t) es el mayor multiplo de 2" menor o igual que t,
y 0 <t—n(t) < 27" Ademds ¢, < @ny1: sit < n, el mayor miltiplo de 2-(+1)
que no supera a t es al menos el mayor miiltiplo de 27" que no lo supera; si t > n,
Ont1(t) > n = pn(t). Asi p,(t) Tt para t € [0,00), ¥y @n(+00) =n T +oo. [ ]

Corolario 4.16. Para toda f € M(X,.F) existe una sucesion (s,) en S(X,.#) con
Sp — f puntualmente y |s,| < |f| para todo n.

Demostracién. Tomar s, = o0 ft —p,of~. Como f* y f~ no se anulan simultdnea-
mente, en cada punto s, es @, (f1) < fT 0 —pn(f7), con @, (f7) < f7; ast |s,| < |f],
ysn— fT—fT=F L
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4.5. Propiedades en casi todo punto

ol / nivel n = 2
3 /

2

1 —

3 sg =0 f

x

Figura 4.1: La aproximacion de la proposicién 4.15 con n = 2: se redondea f hacia abajo al
multiplo de 272 més cercano y se trunca a la altura 2. La particién se hace en el conjunto de
llegada, no en el dominio.

4.5 Propiedades en casi todo punto

Definiciéon 4.17. Sea (X,.%#, ) un espacio de medida. Una propiedad P(z) vale en
casi todo punto (p-c.t.p.) si el conjunto de los x donde P(x) es falsa esta contenido en
un conjunto N € .# con pu(N) = 0.

Por ejemplo, para f,g medibles, f = g p-c.t.p. significa u{f # g} =0,y f < g
p-c.t.p. significa pu{f > g} = 0 (estos conjuntos son medibles por la proposicién 4.13).
Si f, y f son medibles, el conjunto

{fn—=f}= {limninffn = f}n{limsup f, = f}

es medible, y f, — f p-c.t.p. significa u({f, — f}¢) = 0. Andlogamente, f, 1 f p-c.t.p.
significa que el conjunto medible (N, {fn < fut1} N{fn — f} tiene complemento nulo.

Observacion 4.18. En un espacio de medida completo, si f es medible y g = f pu-
c.t.p., entonces g es medible: para todo boreliano B, ¢g~'(B) = (f~YB) N {f =
gH) U (g (B)N{f # g}), donde el segundo conjunto es subconjunto de un conjunto
nulo. Sin completitud esto es falso.

4.6 Ejercicios resueltos

Ejercicio 4.19. Sean f, : X — R medibles. Pruebe que el conjunto {x € X :
(fn(x)) converge a un nimero real} es medible, y también el conjunto {}°,|fn| < co}.

Solucién. Sean ¢ = limsup,, f, v @ = liminf, f,,, medibles a valores en R (proposi-
ci6én 4.11). Por la proposicién 1.9, (f,(x)) converge a un real si y solo si p(z) = 6(z) € R,
de modo que el conjunto buscado es {¢ = 8} N~ }(R), medible por la proposicién 4.13.
(No conviene escribirlo como {¢ — 6 = 0}, porque ¢ — 6 puede no estar definido cuando
ambos valen +00.) Para el segundo conjunto, g = >, |fn| = sup,, >.,<m|fn] €s medible
por las Proposiciones 4.11 y 4.13, y {g < oo} = g 1(R). - [ ]

Ejercicio 4.20. Sean f,g,h : D — R borelianas, con D C R™. Pruebe que ¢ = f-g+h
es boreliana.
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4.6. Ejercicios resueltos

Solucion. ¢ =1 o (f,g,h) con ¥(x,y,z) =y + z continua de R? en R. La aplicacién
(f,g,h) : D — R? es boreliana por la proposicién 4.7, y 9 lo es por la proposicion 4.6;
la composicién de medibles es medible. |
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CAPITULO 5

La integral de Lebesgue

A lo largo del capitulo fijamos un espacio de medida (X,.%, u).

5.1 Integral de funciones simples no negativas

Definicién 5.1. Para s € S, (X,.%) con representacién canénica s = Y i a;14, ((4.1))

definimos
/ sdu = Z a; (A;) € [0, +o00],

con la convencién 0 - (+00) = 0.

Lema 5.2. Sis= Z;?:l ajlp; cona; >0y X =D1W---WDy, Dj € F, donde los
a; pueden repetirse, entonces [ sdp = Z?:l a;p(Dj).

Demostracion. Agrupemos los indices segin el valor: {1,...,k} = Jy W --- W J,, con
aj = aj para j € J; y ai,...,an distintos. Entonces A; = {s = a;} = W,c,, D; vy, por la
aditividad finita de wu,

/Sduzzaizm ZZQJM Zagu u
=1 jeJ; i=1j€eJ;

Proposicion 5.3. Sean s,t € S y ¢ > 0. Entonces

/(8+t)d,u:/sdu+/td,u, /csd,u:c/sd,u,

y si s <t, entonces [sdu < [tdu. Ademds, [1adp = p(A) para todo A € F.

Demostracion. Sean s =3 ;a;14;, y t =, bj1p, canénicas. Como X = l; (A N Bj)
ys+t=2%, (a; +bj)1a,nB;, el lema 5.2 da

/(s—i—t)du:Z(ai—kb) (A; N Bj) Za,u -)—i—ijM(BJ)

La homogeneidad es inmediata. Si s <t, entonces h=t—-sec S,y [t=[s+ [h>
[ s. [ ]

Por la aditividad, [>;a;la, dp = >, a;u(A;) para cualquier representaciéon con
a; > 0y A; € %, no necesariamente disjuntos.
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5.2. Integral de funciones medibles positivas

Ejemplo 5.4. Si X = {1,...,k}, # = P(X) y p es la medida de contar, toda
a: X > [0,00) es simple y [adu = X5 a(i) p({i}) = XL, ali).

Ejemplo 5.5 (La funcion de Dirichlet). Sea f = 1gnqe, sobre [a, b]. Toda particién de
[a, b] tiene subintervalos que contienen racionales e irracionales, de modo que las sumas
superiores de Riemann valen b — a y las inferiores 0: f no es Riemann integrable. En
cambio f es simple y

[ Fdm = m(@ne,b) =0

a,

pues Q es numerable (proposicion 3.20).

Riemann: se parte el dominio Lebesgue: se parte la imagen

Figura 5.1: Riemann aproxima el adrea bajo la grafica con rectdngulos verticales sobre una
particién del dominio. Lebesgue la corta en franjas horizontales: la franja a la altura y tiene
“ancho” u{f > y}, que tiene sentido para cualquier funcién medible, por irregular que sea su
dominio.

5.2 Integral de funciones medibles positivas

Definicién 5.6. Para f € M, (X,.#) definimos

/fdu:sup{/sdu: seSy(X, F), sgf} € [0, 4+o0].
También escribimos [y fdp o [ f(x)p(dz),y [, fdu= [ fladp para A € F.

Por la monotonia de la proposicién 5.3, esta definicién coincide con la anterior cuando
f €84 Esclaro que si 0 < f < g entonces [ f < [g (todo s < f satisface s < g), y
que [cf =cf fparac>0 (sic>0,s < fsiysolosics<cf).

Ejemplo 5.7. Sea A€ Fy f=+o00-14.8i u(A) =0, toda s € S con s < f estd
acotada por una constante K y se anula fuera de A, luego [s < Ku(A)=0y [ f=0.
Si p(A) > 0, para todo K > 0 la funcién K14 < f da [ f > Ku(A), luego [ f = +o0.

Teorema 5.8 (Convergencia mondtona). Sean f, € M4 (X,.Z) con f, T f puntual-
mente. Entonces f € My (X,.F) y

[ tudn 1 [ £an.

Demostracion. f = sup,, fn es medible (proposicién 4.11). Por monotonia, [ f, es
creciente y acotada por [ f, luego converge a un L < [ f. Para la otra desigualdad, sea
s=>;a;1a; €S cons < f,yfijemos A € (0,1). Los conjuntos

Xp={z e X: folx) > As(z)}
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5.2. Integral de funciones medibles positivas

son medibles (proposicién 4.13), crecientes, y X,, T X: si s(x) = 0, entonces = € X7; si
s(z) > 0, entonces As(z) < s(z) < f(z) y, como fn(x) T f(z), se tiene fp(z) > As(x)
para n grande. Como f,, > Asly,,

/fnd,u > /)\slxnd,u:)\Zaj,u(AjﬁXn) — )\Zaju(Aj):)\/sd,u,
j j

por la continuidad por abajo de p. Asi L > X [ s para todo A < 1, es decir L > [ s,y
tomando supremo sobre s, L > [ f. |

Corolario 5.9. Sean f,g, fn, € M(X, F).
(a) Sisn, €S+ yspTf, entonces [ fdu =lim, [ s,du.
(b) J(f +g)du= [ fdu+ [gdp.

(c) /gfnduzg/fndu-

(d) Si A, + B en F, entonces [, fdu T [gfdu; y si D =4;A; con Aj € F,
entonces [p fdp=73; fAj fdu.

Demostracion. (a) es el teorema 5.8. (b) Si s, T f v t,, T ¢ son simples (proposicién 4.15),
entonces s, +t, T f 4+ gy, por (a) y la proposicién 5.3, [(f 4+ g) = lm, ([ s, + [t,) =

J [+ ] g (c) Por (b) e induccion, [ 3, <y fo =<k S frr ¥ Zn<k fn T 225 fu cuando
k—o0.(d) fla, T flp,y flp = >_; f1la;; se aplica el teorema 5.8 y (c). |

En particular, por (d), para toda p € M4 la funciéon A — [, pdp es una medida
(secciom 5.7).

Proposiciéon 5.10 (Desigualdad de Markov). Si f € My yt > 0, entonces u{f >
ty <[ fdu

Demostracion. tl{th} < f. [ |

Proposicién 5.11. Sean f,g € M (X, F).
(a) Si [ fdu < oo, entonces u{f = +oo} = 0.
(b) [ fdu=0 siysolosif=0 pu-ctp.
(c) Si f =g p-ct.p., entonces [ fdu= [gdu; si f < g p-c.t.p., entonces [ fdu <
Jgdu.
(d) (Convergencia mondtona c.t.p.) Si f, € My y fo T f p-c.t.p., con f medible,
entonces [ fndu — [ fdu.

Demostracion. (a) Por Markov, pu{f = oo} <p{f >n}<Li[f—o0.

(b) Si [ f =0, Markov da u{f > 1/n} =0 para todo n, y {f >0} =U,{f > 1/n}.
Si f = 0 fuera de un conjunto nulo IV, entonces f < 400 -1y vy el ejemplo 5.7 da
Jf=0.

(c) Sea N = {f # g}, nulo. Por (d) del corolario 5.9 y por (b), [f = [yc [+
Inf = Jneg = [yeg+ Jvg = [g. Sif < g fuera de N = {f > g}, entonces
Jf=Inef < yea<Jg

(d) Sea G =N, {fn < fos1} N{fn — f}, cuyo complemento es nulo. Las funciones
fnla T flg en todo punto, y por (c) y el teorema 5.8, [ fn = [ fule — [ fla=[f N
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5.3. Funciones integrables

Lema 5.12 (Fatou). Si f, € M4 (X, %) para todo n, entonces
/hnrggéffndﬂ < l%rri)g}f/fndu.

Demostracion. Sea g = inf,>y f,, € M. Entonces g; 1 liminf, f, y, como g < f,
para n > k, se tiene [ gy < inf,>j [ fn. Por el teorema 5.8,

- _ < Tim § RPN ‘
/hmnlnf In hin/gk < héﬂylg%/fn hmnlnf/fn |

Ejemplo 5.13 (La masa se escapa). Sobre ((0, 1], %o 1], m) sea fn = n 1o 1 /). Entonces
fn(z) — 0 para todo x € (0,1], pero [ f, dm =1 para todo n. La desigualdad de Fatou
es estricta (0 < 1), y no se puede intercambiar el limite con la integral: toda la masa
se concentra en un intervalo cada vez mas pequefio (figura 5.2). La hipétesis de no
negatividad en Fatou tampoco puede omitirse: — f,, da [liminf(—f,) =0 > —1.

fa area = 1 para todo n,
pero f, — 0 puntualmente
2 1 .
f2
1 4
N1
T

1 1
1 2 1

Figura 5.2: Las funciones f, = nlg,/n) del ejemplo 5.13.

5.3 Funciones integrables

Definicién 5.14. Sea f : X — R medible, y fT = max(f,0), f~ = mix(—f,0), de
modo que

f=r=r =+

Si al menos una de las integrales [ f*du, [ f~ du es finita, definimos

[fau=[5rdu- [ dpeRs

si ambas son infinitas, [ f du no estd definida. Decimos que f es integrable si ambas son
finitas, lo que equivale a [|f|du < oo (pues f* <|f| = f*+ f7).

Proposicién 5.15. Sean f, g integrables y ¢ € R. Entonces f + g y cf son integrables,
Y

/(f+g)dM=/fdu+/gdﬂ, /Cfduzc/fdu, ’/fdﬂ’§/|f|d,u,.
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5.4. El teorema de la convergencia dominada

Demostracién. Por la desigualdad triangular, [|f + g| < [|f|+ [lg| < oo, ¥ [lef] =
lc| [1f]. Sea h=f+g.De ht —h™ = ft — f~ 4+ g" — g~ se obtiene

AP+ f +g =h"+fT+g",

una igualdad entre funciones de M. Integrando (corolario 5.9(b)) y usando que todos
los términos son finitos, [h= [ f+ [g.Sic>0, (cf)T =cfF;sic <0, (cf)t = —cf~
y (ef)” = —cf™; en ambos casos [cf = c [ f. Finalmente, |[ f| = |[fT — [f7] <
T+ 1 =11l ]

Proposicion 5.16. Sean f,g: X — R medibles.
(a) Sip(A) =0y [ f estd definida, entonces [, fdu = 0.
(b) Si f =g p-ctp. y [f estd definida, entonces [ g también y coinciden.
(c) Si f <g p-c.t.p. yambas integrales estan definidas, entonces [ fdu < [ gdpu.

Demostracion. (a) (f14)* = f¥14 tiene integral nula por la proposiciéon 5.11(b). (b)
f* = g* c.t.p.; se aplica la proposicién 5.11(c). (c¢) Por (b) podemos suponer f < g
en todo punto. Entonces f* < gty g~ < f~, luego [fT < [gt e g < [f 7,y
restando (las cuentas son vélidas en R porque ambas integrales estan definidas) resulta

[r<Sg u

Funciones definidas c.t.p.. Si f: X — R es medible y [|f| < oo, entonces |f| < oo c.t.p.
(proposicién 5.11(a)); redefiniendo f como 0 en el conjunto nulo {|f| = oo} se obtiene una
funcién real con la misma integral. Del mismo modo, una funcién definida solo fuera de un
conjunto nulo se extiende por 0. Por eso no distinguiremos entre estas situaciones.

Definicién 5.17 (El espacio L). Para f integrable ponemos || f|1 = [|f| du. Se tiene

lefllv = lelllflly 1F + gl < I fll+ llglhs v [l = 0siy solosi f =0 p-c.t.p. Asi,
||I-||1 es una seminorma sobre el espacio vectorial de las funciones integrables, y es una

norma sobre el cociente
LYX,Z,u) = {f : X — R integrable}/ ~, f~g < f=gpctp.

Decimos que f, — f en L' si || f, — f]l1 — 0.

5.4 El teorema de la convergencia dominada

Teorema 5.18 (Convergencia dominada, forma general). Sean f,, f : X — R medibles
con fn — f p-c.t.p. Supongamos que existen gn,g : X — R integrables con |fn] < gn
w-c.t.p., gn — g p-c.t.p. y [ gndp — [ gdu. Entonces f es integrable,

Jita=tlan=0y [ fadu— [ 1

Demostracion. Modificando todas las funciones en una unién numerable de conjuntos
nulos (lo que no altera las integrales) podemos suponer que las hip6tesis valen en todo
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5.4. El teorema de la convergencia dominada

punto. Entonces |f| < g, de modo que f es integrable. Las funciones g, + fn ¥ gn — fn
son no negativas, y el lema 5.12 da

/(g+f) §limninf/(gn+fn) =/g+limninf/fn,
/(g—f) < Hmninf/(gn —fa) = /g—limnsup/fn,

donde usamos [ g, — [ g € R. Restando [ g, finito,

limsup/fn < /f < limninf/fn,

es decir, [ f, — [ f. Para la convergencia en L', aplicamos lo ya probado a h, =
| fn— f| — 0, dominadas por G,, = g, + g, que son integrables, convergen a 2g y cumplen
J Gy — 2 [ g: resulta [|f, — f] — 0. |

Corolario 5.19 (Convergencia dominada). Sean fy,, f : X — R medibles con f, — f
p-c.t.p. Si existe g integrable con |f,| < g p-c.t.p. para todo n, entonces f es integrable,

o=l =0y [ fadp— [ fdp.
Demostraciéon. Tomar g, = g en el teorema 5.18. |

El ejemplo 5.13 muestra que la hipdtesis de dominacién no puede omitirse: alli
sup,, fn no es integrable, pues vale k en (k%Ll, Hy Xek(z - ﬁ) =Y ﬁ = 0o0.
Corolario 5.20 (Continuidad de la integral respecto del dominio). Sea f integrable.

(a) Si En 1T E o Ey, | E en 7, entonces [p fdp— [g fdu.
(b) Si D =;Aj con Aj € F, entonces [, fdp =3, fAj fdu, y la serie converge
absolutamente. ‘

Demostracion. (a) flg, — flg en todo punto y |f1g,| < |f]. (b) Por (a), [, f =
lim,, ijgnAj f=lm, 35, fAj Iy ZjUAj 1<% fAj’f’ = Jplfl < oo. u

Proposicién 5.21 (Integraciéon término a término). Sean f, integrables con
o2 1 [1fnl dp < co. Entonces:
(a) la serie Y, fn(x) converge absolutamente para p-casi todo x;

(b) la funcion S =", fn, definida como 0 donde la serie no converge absolutamente,
es integrable;

o0 oo
(c) /Z fndp = Z / fndu, y esta ultima serie converge absolutamente.
n=1 n=1

Demostracion. Sea G =, |fn] € M. Por el corolario 5.9(c), [G =3, [|fn] < o0,
de modo que X* = {G < oo} tiene complemento nulo: esto es (a). Las sumas parciales
Sk = 1x+ > ,<i fn son medibles, Sy — S en todo punto y |Si| < G1lx-«, integrable y
finita. Por el corolario 5.19, S es integrable y

/S:llin/sk:llinz:/fn,

n<k
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5.5. Integracién sobre subconjuntos

donde se usé que X* tiene complemento nulo. Finalmente, >, |[ fn] < >, [I1fn] <
00. |

La hipoétesis correcta. La hipdtesis es > [[fa] < 00, que no es lo mismo que pedir
> nlfn(®)] < oo para todo x: las funciones f, = 1(y nt1) = Lnt1,n42) sSObre (R, Br, m) satisfacen
> lfa(@)] < 2 en todo punto y la suma es telescopica, Y, fn = L(1,2); luego [>, fn = 1,
mientras que > [ f, = 0. Aqui >, [|fn] = .

5.5 Integracion sobre subconjuntos

maner integrar “sobr . restringir medi in cambiar
Hay dos maneras de integrar “sobre A”: rest la medida a A sin cambiar el
espacio, o cambiar el espacio por A. Ambas dan lo mismo.

Proposicion 5.22. Sea A€ F y pa(F) = pw(ENA). Para f € M (X,.7),

[ fdu= [ fdua,

y una funcion medible f : X — R es pua-integrable si y solo si f14 es u-integrable, en
cuyo caso vale la misma igualdad.

Demostracion. Para f = 1g, ambos lados valen u(E N A). Por linealidad vale para
f €8y, ysis, T f son simples, entonces s,14 T f14 y el teorema 5.8 aplicado a ambos
lados da la igualdad para f € M. El caso general se obtiene aplicando lo anterior a

%, pues (f14)* = f*14. u

Proposicién 5.23. Sea A € %, F4 ={F € F : E C A} y pla = plz,. Dada
f: A= R, sea f*: X = R su extension por cero (f* = f en Ay f* =0 en A°).
Entonces [ es Fa-medible si y solo si f* es F-medible; f es u|a-integrable si y solo si
f* es p-integrable; y en ese caso (o si f >0)

[ faula= [ rau= [ 1

Demostracion. Para B € Br, {f* € B} ={f € BJUA’si0 € By {f* € B} ={f € B}
si 0 ¢ B, mientras que {f € B} = AN{f* € B}; esto da la equivalencia de medibilidad.
Si f =1pgcon E € %4, ambos lados valen p(FE); por linealidad y convergencia monétona
se pasa a f > 0 medible, y aplicando esto a f* al caso integrable. |

Asi, por ejemplo, para arcsin : [—1,1] — R es lo mismo calcular f[_l ] arcsin dm en
el espacio ([-1,1], Z_; 1, m) que calcular [parcsin® dm en (R, Zk,m). En adelante,
para A € .Z y f definida en A, escribimos simplemente [, f du.

5.6 Medida imagen

Proposicion 5.24 (Medida imagen). Sea T : (X,.#) — (Y,¥) medible y p una medida
sobre (X,.%). Entonces

(T )(B)=u(T\(E), Ee€9,
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5.7. Medidas con densidad

es una medida sobre (Y,%), llamada medida imagen (o pushforward) de p por T. Para
toda f € ML(Y,9),

| sdwer )= [ foTdu

y una funcion medible f:Y — R es o T -integrable si y solo si f oT es p-integrable,
en cuyo caso vale la misma igualdad.

Demostracién. Las preimdgenes de conjuntos disjuntos son disjuntas y T-1(U,, En) =
U,, T~Y(E,), de modo que o T~! es una medida. La férmula se prueba con el procedi-
miento estdndar: para f = 1p se tiene 1goT = 1p-1(g) y ambos lados valen w(T~1H(E));
por linealidad vale para f € S;;si s, T f son simples, entonces s, oT T foT y el teore-
ma 5.8 da el caso f € M ; finalmente se aplica a |f| y a f*, usando (foT)* = fToT. W

Ejemplo 5.25 (Series como integrales). Sea p la medida de contar en (N, P(N)). Toda
sucesion a = (ay,) es una funcién medible a : N — R. Si a,, > 0, entonces [ady =
> n=1 @y (por la definicién 1.13, o por convergencia monétona aplicada a aly; .y T a).
En general, a es integrable si y solo si >, |a,| < 0o, y entonces [adu =", an.

Reordenamientos. Si m : N — N es biyectiva, la medida de contar es invariante:
L' = 1. Por la proposicién 5.24, para 3, |a,| < oo,

Z%m)Z/awdu:/ad(uofl):/adu:Zan.
n=1 n=1

Series dobles. Si Y, > rla(n, k)| < oo, aplicando la proposicién 5.21 a las funciones
fn(k) = a(n, k) se obtiene

pom”

Z Z a(n, k) = Z Z a(n, k),
n=1k=1

k=1n=1

y para a(n, k) > 0 la igualdad vale siempre (corolario 1.18). Es el germen de los teoremas
de Tonelli y Fubini del capitulo 6.

5.7 Medidas con densidad
Proposicién 5.26. Sea p € M (X,.7). Entonces
V(A)Z/pdu, Ae 7,
A

es una medida sobre (X, F), que denotamos dv = pdu; la funcién p se llama densidad
de v respecto de p. Para toda f € My (X,.%),

/de=/fpdu,

y f: X — R medible es v-integrable si y solo si fp es p-integrable, en cuyo caso vale la
misma igualdad.
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5.8. Ejercicios resueltos

Demostracion. v es una medida por el corolario 5.9(d). Para f =14 la férmula es la
definicién de v; se extiende a Sy por linealidad y a M por convergencia mondtona
(sp 1 f implica s,p 1 fp). Para el caso integrable se usa (fp)* = f*p, pues p>0. W

Definiciéon 5.27 (Continuidad absoluta). Sean u,r medidas sobre (X, .%#). Decimos
que v es absolutamente continua respecto de p, y escribimos v < p, si u(A) = 0 implica
v(A) =0.

Si dv = pdu, entonces v < pu: si u(A) = 0, entonces ply = 0 p-c.t.p. y v(A) =
J pladp = 0 por la proposicién 5.11(b). El reciproco es el teorema de Radon—Nikodym:

Observacion 5.28 (Teorema de Radon—Nikodym). Si py v son o-finitas y v < pu, existe
p € M (X, %), tnica p-c.t.p., con dv = pdu. Se escribe p = dv/du. Véase Folland [1,
teorema 3.8].

Ejemplo 5.29. Si F': R — R es de clase C'! y creciente, entonces dup = F’ dm: ambas
medidas valen F(b) — F(a) = ff F’" en cada (a,b] (observacion 3.3); esta integral de
Riemann coincide con la de Lebesgue f( ap F "dm por el teorema 8.11, que no depende
de este ejemplo. El teorema 3.6 da la igualdad. En cambio, la medida del ejercicio 3.22
no tiene densidad respecto de m: m({0}) = 0 pero ur({0}) = 3.

5.8 Ejercicios resueltos

Ejercicio 5.30. Pruebe que si f, — f en L', entonces [ f, — [ f v [[falli — I f]1-

Solucion. Por la proposicion 5.15, |[ fo — [ fI = |[(fn = )] < [|fn — f| = 0. Por la
desigualdad triangular inversa ||a| — [b|| < |a — b],

Wl =100l =] [ Al =10 < [l =111 < [1fa =510

Ejercicio 5.31. Pruebe que [ fdd, = f(a) para toda f € M, (X,P(X)), y que si
p;j > 0y a; € X, entonces ffd(szjéaj) = >, pif(aj).

Solucion. Para f = 1g, [1gdd, = 0.(F) = 1g(a); por linealidad vale para funcio-
nes simples y por convergencia mondtona para f € M,. La segunda afirmacién es
consecuencia de la primera y del ejercicio siguiente. |

Ejercicio 5.32. Sean p1, p2, ... medidas sobre (X, %) y v = 3, u; (ejemplo 2.10).
Pruebe que

(a) [ fdv =3, [ fdu; para toda f € M4 (X, F);
(b) una funcién medible f: X — R es v-integrable si y solo si 37, [|f|du; < co, y en
ese caso [ fdv=3; [ fdu;, donde la serie converge absolutamente.

Solucion. (a) Para f = 1g es la definicién de v. Por linealidad (las series de términos
no negativos se suman término a término) vale para f € S;. Si s, T f son simples,
[ sndv 1 [ fdv, mientras que >, [sndu; T 355 [ fduy: esto ltimo es el teorema
de convergencia monétona para la medida de contar en N aplicado a las funciones
J+ [ spduj, que crecen hacia j — [ fdu;.
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5.8. Ejercicios resueltos

(b) Por (a) aplicado a |f|, [|f[dv = 32, [If|du;. Si es finito, cada [ fEdu; es
finito y, por (a), [ fdv =3 [ fdu; —3; [ f~ dpj =35 [ f dpj, con 35 [ f dpjl <
> JIfldps < oo. [
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CAPITULO 6

Medida producto: los
teoremas de Tonelli y Fubini

6.1 La o-algebra producto

Sean X1, ..., X} conjuntos no vacios, X = Xj X --- X X} su producto cartesiano y
mj: X = Xj, mj(aq,...,ar) = aj, las proyecciones. Toda funcién f: Z — X se escribe
f=(fi,..., fx) con f; = mjo f:Z — Xj; reciprocamente, funciones f; : Z — X;

definen el acoplamiento f = (f1,..., f). Por ejemplo, R? =R x --- xR, y
(0,00) x S = {(r,u) : 7 >0, u e RY, |ul| =1}.

Definicién 6.1 (o-dlgebra producto). Dados espacios medibles (X;,.%;), j =1,...,k,
la o-dlgebra producto F1 ® - - - ® %, sobre X es la menor g-dlgebra que hace medibles a
todas las proyecciones:

91®'~-®§k20({W;1(Aj): Aje Fj, j=1,...,k}).

Proposicién 6.2. .71 ®---® .F es la o-dlgebra generada por los recténgulos medibles
Ay x - X Ay, Aj € F;, que forman un T-sistema.

Demostracion. Cada 7rj_1(Aj) = Xy x -+ x Aj x -+ x X}, es un rectangulo, y cada

rectdngulo es la interseccion finita (; 7rj_1(Aj); asi ambas familias generan la misma
o-algebra. Finalmente, (A1 X« - x Ag)N(By x-+-x By) = (A1NBy) X+ x (AxNBg). W

La notacién %, ® %5 recuerda que no se trata del producto cartesiano %1 x %5
(una familia de pares de conjuntos), sino de una o-algebra de subconjuntos de X; x X,
que contiene a muchos conjuntos que no son rectangulos.

Proposicion 6.3. Sea (Z,.7) un espacio medible y f = (f1,..., fx) : Z — X. Entonces
fes (A, 7@ ®F)-medible si y solo si cada fj: Z — X; es (J,.F;)-medible.

Demostracion. (=) f; = mj o f es composicién de medibles. (<) Por el corolario 4.3
basta verificar en los rectdangulos: f~1(A; x --- x Ag) = N, fj_l(Aj) € . [ |

Proposicién 6.4 (Asociatividad). St X = X; x Xo x X3, entonces, identificando X
con (X1 X Xg) X X3,
F1Q F2 @ F3=(F1QF2) ® Fs,

y lo mismo para cualquier agrupacion de cualquier nimero de factores.

40



6.2. Medidas producto

Demostracion. Basta ver que la identidad es medible en ambos sentidos, y por la
proposicién 6.3 basta mirar componentes. Con (F#; ® %3) ® F3 en el dominio, las
proyecciones sobre X7 y X7 son composicién de las proyecciones X — X7 x X — Xj,
y la proyeccién sobre X3 es medible; luego la identidad es medible hacia .1 ® %2 @ F3.
Con #1 ® %9 @ F3 en el dominio, la aplicacién (ai, as,as) — (a1, a2) es medible hacia
F1 ® Fo (sus componentes lo son) y la proyeccién sobre X3 también. |

Proposiciéon 6.5. Para m,n > 1, Brm @ Brn = Brm+n. En particular PBra =
PBr Q- PBr (d factores).

Demostracion. Las proyecciones R™*" — R™ y R™*" — R™ son continuas, luego
borelianas, de modo que HBrm @ HBrn C PBrm+n. Reciprocamente, toda caja abierta
de R™™™ es producto de una caja abierta de R™ y una de R", luego es un rectangulo
medible, y las cajas abiertas generan &Brm+n (proposicién 2.21). La segunda afirmacién
sigue por induccién y asociatividad. |

6.2 Medidas producto

Definicién 6.6. Sean (X, .%#;, ), j = 1,...,k, espacios de medida. Una medida 6
sobre (X, % ® -+ ® %) es una medida producto de ui, ..., ug si

(A1 X -+ x Ag) = p1(Ay) - - ug(Ag) para todos A; € Z;,
con la convencién 0 - co = 0.

Proposicién 6.7. Si cada p; es o-finita, existe a lo sumo una medida producto de
H1s-ees B

Demostracion. Dos medidas producto coinciden en el w-sistema de los rectangulos, que
genera la o-dlgebra producto. Por la proposicién 2.7, existen Ag»n) € Z; con A;n) TX;
Y U (Ag")) < o0; los rectangulos E(™ = Ag") X oee X A,(Cn) satisfacen E(™ 4 X y ambas
medidas les asignan el valor finito []; ,uj(Ag»n)). Se aplica el teorema 2.17. [

Sin o-finitud la teoria se degrada: la unicidad puede fallar y, como muestra el
ejercicio 6.19, las dos integrales iteradas de una misma funcién pueden ser distintas.
Si 6 es una medida producto de probabilidades, entonces sus marginales son las ji;:
fomyt(A) =0(Ax Xg x -+ x Xy) = p1(A); para medidas arbitrarias esto es falso, pues
el factor po(X2) - - - ugp(Xg) no tiene por qué valer 1.

6.3 La integral como funcional

Para construir la medida producto conviene caracterizar las medidas a través de sus
integrales.

Definicién 6.8. Una funcién I : My (X,.%) — [0, +00] es una integral si
(1) 1(0) = 0;
(i) I(cf 4 g) = cI(f) + I(g) para todos f,g € My y ¢ = 0;
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6.4. Secciones e integrales iteradas

(1) si fr, T f en My, entonces I(fn) T I(f).

Por los resultados del capitulo 5, I,,(f) = [ f du es una integral para toda medida p.
El reciproco también es cierto.

Teorema 6.9. Si [: M4 (X, #) — [0,+00] es una integral, existe una unica medida
sobre (X,.7) tal que I(f) = [ fdu para toda f € M (X, F); a saber, p(A) = I(14).

Demostracion. La unicidad es clara, pues necesariamente u(A) = [1adpu = I(14).
Veamos que p(A) = I(14) es una medida: p(0) = I(0) =0, y si A =, A, entonces
Yn<kLa, T1ay, por (i) y (iif),

p(A) = li,gnl( >1a,) = lim > p(An) =D p(An).

n<k n<k

Por definicién I(14) = [1adp; por (ii) la igualdad se extiende a S4, y por (iii), la
proposicién 4.15 y el teorema 5.8, a todo M. ]

6.4 Secciones e integrales iteradas

Fijemos espacios de medida (X, .#,u) e (Y,9,v). Para f : X XY — [0, +o0] yx € X,
la seccion fy 1Y — [0,400] es fz(y) = f(z,y); andlogamente fY(x) = f(z,y). Para
EcCcXxY,E;,={y:(z,y) € E}, de modo que (1g); = 1g,.

Lema 6.10. Si f : X XY — [0, +00] es .F ® ¥ -medible, entonces f5 es &-medible para
todo x € X y fY es F-medible para todo y € Y. En particular, si E € F ¥, entonces
E,. €9 yFEYc Z.

Demostracion. fy, = f oy, donde ¢, : Y — X XY, 1,(y) = (z,y), es medible por la
proposicién 6.3 (sus componentes son una constante y la identidad). |

Por ejemplo, si D € Bre = Br @ HBr, cada seccion Dy, = {y € R: (z,y) € D} es un
boreliano de R.

Proposicién 6.11. Siv eso-finitay f: X XY — [0,400] es F @G -medible, entonces
la funcién

r— /Y f(@,y) v(dy)

es F-medible (a walores en [0,+00]). Simétricamente, si p es o-finita, y
Jx f(z,y) p(dr) es G-medible.

Demostracion. Paso 1: v finita y f = 1p. Sea

#={DeFe9: xr—H/(Dx):/

1p(x,y)v(dy) es ﬁ—medible}.
Y

Si D = A x B es un rectangulo, v(D;) = 14(x)v(B) es medible, luego % contiene

al m-sistema de los rectangulos. Ademaés 47 es un A-sistema: X XY € 5#;si D C E
estan en .7, entonces v((E \ D);) = v(E;) — v(Dy) es diferencia de funciones medibles
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6.5. El teorema de Tonelli

finitas; y si D, 1 D con D,, € J, entonces (Dy,)y T Dy y v(D,) = lim, v((Dy)s) es
limite de medibles. Por el teorema 2.15, 77 = % ® 4.

Paso 2: v finita y f general. Por linealidad el resultado vale para f € S&y. Si
sn T f son simples, para cada = se tiene (sy), T fr y, por convergencia monétona,
J(sn)zdv 1 [ frdv: la funcién buscada es limite de medibles.

Paso 3: v o-finita. Sean B, TY con v(B,) < ooy vp(E) = v(E N By,), que son
medidas finitas. Por el paso 2, 2 — [ f, dv, = [ fz1p, dv es medible, y por convergencia
mondétona converge a [ f, dv cuando n — oo. [

6.5 El teorema de Tonelli

Teorema 6.12 (Tonelli). Sean (X,.7,u) e (Y,9,v) espacios de medida o-finitos.
Entonces:

(a) existe una unica medida producto p @ v sobre (X XY, F @%9);

(b) para toda f: X xY — [0,+00] medible,

/X(/Yf(x,y)l/(dy))#(d:v)Z/Xxyfd(u®u):/y(/Xf(m,y)u(dm))y(dy).

Demostracion. Por la proposicién 6.11, las integrales iteradas

n=[ ([ sa)dn  np=[ ([ sau)a

estan bien definidas para f € M (X x Y, .# ®¥). Ambas son integrales en el sentido
de la definicién 6.8: I;(0) = 0, la linealidad se sigue de la linealidad de cada integral
interior y exterior, y si f, T f, dos aplicaciones del teorema 5.8 dan I;(f) 1 I;(f). Por
el teorema 6.9 existen medidas 61,62 con I;(f) = [ f df;. Para un rectangulo,

(A% B) = [ 1a@)v(B) u(de) = (A(B) = 6a(A x B),

de modo que ambas son medidas producto. Por la proposicién 6.7, 61 = 6 =: p® v, lo
que prueba (a) y (b). [

Observacion 6.13. (a) Por la asociatividad (proposicién 6.4) y la unicidad, para medi-
das o-finitas (1 @ p2) @ ug = p1 @ (U2 ® ps), y el teorema se extiende a cualquier
numero finito de factores: la integral respecto de 1 ® - - - ® g se calcula integrando
sucesivamente en cada variable, en cualquier orden.

(b) Para f a valores en [0, +00] no hace falta suponer f finita: las funciones f An 1 f
son medibles y el teorema 5.8 permite pasar al limite en cada miembro.

6.6 El teorema de Fubini

Teorema 6.14 (Fubini). Sean (X, %, u) e (Y,9,v) espacios de medida o-finitos y
f: X xY = R una funcion F @ 4-medible con [y, |f|d(p® v) < co. Entonces:

(a) para p-casi todo x, la seccion f, es v-integrable; para v-casi todo y, la seccion fY
es p-integrable;
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6.7. La medida de Lebesgue en R¢

(b) las funciones x — [y f(z,y)v(dy) ey — [y f(x,y) p(dx), definidas como 0 en los
conjuntos nulos donde las secciones no son integrables, son medibles e integrables;

(c) se tiene

/X(/Yf(a:,y) V(dy))u(da:) :/Xxyfd(u@w):/Y(/Xf(x,y)ﬂ(dﬁ))y(dy)_

Demostracion. Por Tonelli aplicado a |f|, [y ([y|fz] dv)dp = [f|d(p @ v) < oo, de
modo que el conjunto medible Xg = {z : [, |fz| dv < oo} tiene complemento p-nulo
(proposicién 5.11(a)); esto es (a) para x. Sobre Xj,

F(z) = /Y F(@,y) v(dy) = /Y () v(dy) - /Y (. y) v(dy)

es diferencia de dos funciones medibles finitas (proposiciéon 6.11), y F' = 0 fuera de Xj;
luego F' es medible, y |F| < [y|fz| dv es integrable. Por Tonelli aplicado a f*y f~,y
como X es nulo,

Joran=[ [ rtavan— [ [ g
= [srauey) - [ 1 duey = [1dwen.

El razonamiento para la otra variable es simétrico. |

Como se usan Tonelli y Fubini

Para intercambiar el orden de integracién en [ [ f dv du:

1. si f > 0, se puede siempre (Tonelli), aunque el resultado sea +oo;

2. si f cambia de signo, se calcula primero, con Tonelli, alguna integral iterada de
|f|; si es finita, Fubini autoriza el intercambio para f.

En ambos casos las medidas deben ser o-finitas.

6.7 La medida de Lebesgue en R

Definicién 6.15 (Medida de Lebesgue en RY). La medida de Lebesgue en R? es la
medida producto
Mmg=me®- - Qm (d factores)

sobre PBra = Br @ --- @ HBr, que existe y es tnica por el teorema 6.12, pues m es
o-finita. Cuando la dimensién es clara escribimos m en lugar de my, y [ f(x)dz en
lugar de [ f dmy.

Proposicién 6.16. (a) mg es la inica medida sobre Bga tal que mq([];(a;,b5]) =
[L;(bj — aj), y también es la tinica que asigna a cada caja cerrada [];]a;,bj] el
valor [1;(bj — aj).

(b) mg es invariante por traslaciones, y es la unica medida sobre PBya invariante por
traslaciones con mg((0,1]%) = 1. Toda medida de Lebesgue—Stieltjes sobre PBga
invariante por traslaciones es de la forma cmyg, ¢ > 0.
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6.8. Ejercicios resueltos

(c) Si d = di + da, entonces mq = mg, ® mq,; en particular my(A x B) =
mq, (A) mq,(B) para A € Bra,, B € Bpa,.

Demostracion. (a) mg es una medida producto y m no carga puntos, de modo que el
valor en cajas cerradas o semiabiertas es el producto de las longitudes; la unicidad
es el corolario 2.24. (b) Para z € R? A + mg(A + ) es una medida sobre %Bpa
(proposicién 2.22) que vale [[;(bj — a;) en cada caja semiabierta; por (a) coincide con
mg. El resto es el teorema 2.25. (c¢) Por asociatividad, mg, ® mg, es una medida sobre
PBra, @ Bra, = Bra que vale [];(b; — a;) en las cajas semiabiertas; por (a) es mg. W

Asi, por ejemplo, si d = di + do + d3 y A, B,C son borelianos de R% R R%,
entonces A X B x C' € PBpa y, por Tonelli,

ma(Ax BxC) = [ 1a(@)1p(y)1o() dody dz = ma, (4) ma, (B) ma, (O).

Definicién 6.17 (o-algebra de Lebesgue). La o-dlgebra de Lebesgue de RY es la
complecién Fpa = Bra* (proposicién 3.17); sus elementos son los conjuntos Lebesgue
medibles, y seguimos denotando my (o m) a la medida completada. Para D C R?
ponemos Zp ={END: E € Lpa};si D€ ZLya, entonces Lp ={E € Lpa : E C D}.

6.8 Ejercicios resueltos

Ejercicio 6.18. Sean D C R™ y E C R¥. Pruebe que #p @ Br = Bpxr. Deduzca
que la aplicacién @ : (0,00) x S¥1 — R\ {0}, ®(r,u) = ru, es una biyeccién medible
con inversa medible cuando se consideran las o-dlgebras (g o) ® Bga1 y Bra (0} -

Solucion. Por la proposicién 6.2, Zp ® B estd generada por los rectangulos (DN A) x
(ENB)=(DxE)N(Ax B), con A€ PBrm, B € Bpr. Aplicando la proposicion 4.2 a
la inclusién D x E < R™t* y al 7-sistema C de los rectangulos A x B,

Bp® By =0{(DxE)NR: ReC}={(DxE)NG: Gea(C)}

Por la proposicién 6.5, 0(C) = PBrm+k, y €l miembro derecho es Bp« . Para la segunda
parte, ® es continua con inversa continua z — (||z||, z/||z||), de modo que es boreliana en
ambos sentidos (proposicién 4.6) respecto de B0,00)xsi-1 Y Pra\ oy Por lo ya probado,
%(O’w)xgd—l = %(0700) & %qu. [ |

Ejercicio 6.19. Sean X =Y = [0,1] con los borelianos, 1 = m y v la medida de
contar, y sea D = {(z,x) : x € [0,1]} la diagonal. Pruebe que D € Zr ® Br y que las
dos integrales iteradas de 1p son distintas. ;Qué hipotesis de Tonelli falla?

Solucién. D es cerrado en [0, 1]?, luego boreliano, y B2 = PBlo,)) @ Pjo,1) por el
ejercicio anterior. Para cada x, D, = {«}, de modo que [, 1p(z,y)v(dy) =v({z}) =1
y la primera iterada vale fol ldz = 1. Para cada y, DY = {y} y [y 1p(z,y) m(dx) =
m({y}) = 0, de modo que la segunda iterada vale 0. Falla la o-finitud de v (ejemplo 2.9):
la demostracién de Tonelli la usa tanto en el argumento de A-sistemas de la proposi-
ci6n 6.11 (donde se restan medidas finitas) como en la unicidad de la medida producto,
y aqui la conclusién es falsa. |
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6.8. Ejercicios resueltos

Ejercicio 6.20. Sea a(n,k) =1sik=n, a(n,k) =—-1sik=n+1ya(n,k)=0en
otro caso (n, k € N). Pruebe que Y, > pa(n, k) # >, >, a(n, k) y explique por qué no
contradice el teorema de Fubini.

Solucion. Para cada n, >, a(n, k) =1—1=0, de modo que >, > a(n, k) = 0. Para
k=1,5>,a(n1) =a(l,1) =1, y para k > 2, >, a(n, k) = a(k, k) + a(k — 1,k) = 0;
luego >, >, a(n, k) = 1. Con la medida de contar en N (que es o-finita) y N x N, se
tiene >, |a(n, k)| = oc: la funcién no es integrable respecto de la medida producto, y
Fubini no se aplica. [ |

Ejercicio 6.21. Pruebe que £gm ® Zn C Lmin.

Solucion. Basta ver que A X R™ € Zym+n para todo A € Zgm (y lo andlogo en la otra
variable), pues los rectdngulos A x B = (A x R") N (R™ x B) generan la o-algebra
producto. Escribamos A = EUN con E € $Bprm y N C Z, Z € PBrm, mp(Z) = 0.
Entonces A xR"™ = (ExR")U(N xR"), donde E x R™ es boreliano y N xR™ C Z xR",
que es boreliano con My, (Z X R™) = mp,(Z) mp,(R™) =0- 00 = 0. [ |
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PARTE Il e La medida de Lebesgue en R?

CAPITULO 7

La medida de Lebesgue en
Rd

Salvo mencién en contrario, m denota a my.

7.1 Conjuntos y funciones Lebesgue medibles

Por definicién (definicion 6.17), A € Zpa siy solosi A = EUN con E € Bya
y N C Z para algin boreliano Z con m(Z) = 0. Tomando complementos se ve que
también A = E'\ N’ con £/ = EU Z boreliano y N' = Z\ A C Z. Una funcién
f:R?Y = R es Lebesque medible si es (ZLya, Br)-medible.

Lema 7.1. Toda funcién Lebesque medible f : R — R coincide m-c.t.p. con una
funcion boreliana g : R4 — R.

Demostracion. Si f = 14 con A = EUN como arriba, basta tomar ¢ = 1g, pues
{f # g} C Z. Por linealidad, toda funcién simple Lebesgue medible coincide c.t.p.
con una simple boreliana. En general, sea s, simple Lebesgue medible con s, — f
(corolario 4.16), y t,, simple boreliana con s, = t,, fuera de un boreliano nulo Z,,. Sea
Z =U,, Zn, boreliano nulo. La funcién g = 1z limsup,, t,, (con la convencién de tomar
g = 0 donde el lim sup no es finito) es boreliana, y fuera de Z vale lim,, s,, = f. |

Observacion 7.2. El lema vale también para f : D — R Lebesgue medible, con D €
Pra. Se extiende f por 0 fuera de D y se compone con el homeomorfismo creciente
arctan : R — [—m/2,7/2] (con arctan(4o00) = £7/2). La funcién real arctan of coincide
c.t.p. con una boreliana g, que podemos suponer con valores en [—m /2, 7/2] truncédndola.
Entonces g = arctan™! o g, restringida a D, es boreliana y coincide c.t.p. con f.

7.2 Regularidad

Teorema 7.3 (Regularidad). Sea p una medida de Lebesque—Stieltjes sobre PBga. Para
todo A € Pra y todo € > 0 existen un cerrado F y un abierto U con

FCACU, uw(U\ A) < e, WA\ F) <e.
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7.2. Regularidad

Demostracion. Paso 1: p finita. Sea s la familia de los A € PBra que cumplen la
conclusion para todo £ > 0.

Los cerrados estan en 7. Si A es cerrado, tomamos F'= Ay U, = {z : dist(z, A) <
1/n}, que es abierto. Como A es cerrado, Uy, | A, y por continuidad por arriba (u es
finita) p(Uy \ A) — 0.

A es un \-sistema. Claramente R? € J#. Sean A C D en J# y £ > 0; elijamos
FCACUyGCDCcCO (F,G cerrados, U, O abiertos) con errores menores que £/2.
Entonces G \ U es cerrado, O \ F es abierto,

G\U c D\A C O\F,

(DNAN(GA\U) C(D\G)U (U A),
(O\NF)\(D\ A) C(O\D)U(A\F),

de modo que ambos errores son menores que £: D\ A € 7. Por ultimo, sea A, T A
con A, € A,y elijamos F,, C A, C U, con errores menores que € 2~ "1, El abierto
U=U,U, contienea Ay u(U\ A) <>, u(Uy, \ An) < . Ademas, por continuidad
por abajo existe ng con u(A\ An,) < €/2, y el cerrado F = F,, cumple u(A\ F) <
P(AN Apg) 4+ p(Ang \ Fg) <e.

Los cerrados forman un 7w-sistema que genera PBpa, luego Bra C F por el teore-
ma 2.15.

Paso 2: aproximacion por abiertos, p de Lebesque—Stieltjes. Sea A € PBra y Ap =
AN B(0,n). La medida pun(E) = pw(E N B(0,n)) es finita, de modo que por el paso
1 existe un abierto V,, D A, con u,(V, \ A,) < €27 ". El abierto U, = V,, N B(0,n)
contiene a A, y u(U, \ Ap) = pin (Vi \ An) < 27" Asi U = |J,, Uy, es un abierto que
contiene a A con u(U\ A) <Y, w(Up \ Apn) < e.

Paso 3: aproximacion por cerrados. Aplicando el paso 2 a A€, existe un abierto
O D A° con p(O\ A°) < g; el cerrado F' = O€ esté contenidoen Ay A\F =0\ A°. R

Corolario 7.4. Sea p una medida de Lebesque—Stieltjes sobre Bya. Para todo A € PBra,

w(A) =inf{p(U) : U D A abierto}
=sup{u(F): F C A cerrado} = sup{p(K) : K C A compacto}.

En particular, si u(A) < oo, para todo e > 0 existe un compacto K C A con u(A\K) < e.
Todo lo anterior vale también para la medida de Lebesgue sobre Zpa.

Demostracion. Las dos primeras igualdades son consecuencia inmediata del teorema.
Para la tercera, si F' C A es cerrado, los compactos F' N B(0,n) crecen hacia F' y
u(FNB(0,n)) = p(F).

Para A € ZRa, escribamos A = F U N con E boreliano y N C Z, Z boreliano nulo.
Aplicando el teorema a FU Z y a E obtenemos un abierto U D FUZ D Ay un
cerrado F C EC Acon m(U\ (EUZ)) <eym(E\F) < ¢; entonces m(U \ A) <
mU\ (BFUZ))+m(Z)<eym(A\F)<m(E\ F)+m(Z) <e. [ ]
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7.3. Conjuntos de medida nula

Corolario 7.5. A C R?% es Lebesgue medible si y solo si existen G, interseccion
numerable de abiertos, y F', unién numerable de cerrados, con FF C A C G ym(G\F) =

0.

Demostracion. Si A € Zpa, por el corolario 7.4 existen abiertos U, D A y cerrados
F, C Acon m(U,\ A) <1/nym(A\F,) <1/n.Basta tomar G =, U,y F =U, Fn.
El reciproco es claro: A= F U (A\ F) con A\ F C G\ F nulo. [ |

7.3 Conjuntos de medida nula

La nocién de conjunto de medida nula es anterior a la de medida: puede formularse
solo con voliimenes de cajas, y es la que aparece en el criterio de integrabilidad de
Riemann (capitulo 8).

Definicién 7.6. Un conjunto A C R? tiene medida nula si para todo £ > 0 existen
cajas Ry, Rs,... con

AclJR; v D vol(Rj) <e.
j=1 i=1

Proposicién 7.7. Para A C R, son equivalentes:

(1) A tiene medida nula en el sentido de la definicion 7.6;
(11) A e ZLpa ym(A)=0;
(111) para todo € > 0 existen cubos C1,Ca, ... con A CU; Cj y 3°;vol(Cj) < e.

En (i) y (iii) es indiferente que las cajas o los cubos sean abiertos, cerrados o semiabier-
tos.

Demostracion. (1)=(ii). Para cada k sea B¥ = U; Ré? D A un cubrimiento por cajas con
> VOI(R;?) < 1/k. Como m(R) = vol(R) para toda caja (proposicién 6.16), m(B¥) <
1/k. El boreliano D = (0, B¥ contiene a A y tiene medida nula, luego A € Lpa y
m(A) = 0.

(ii)=>(iii). Por el corolario 7.4 existe un abierto U D A con m(U) < €. Por el lema 2.20,
U es unién disjunta numerable de cubos diddicos Q;, y >=; vol(Q;) = 32, m(Q;) =
m(U) < e.

(iii)=-(i) es trivial. Finalmente, toda caja R estd contenida en una caja abierta de
volumen menor que vol(R) +&277, y contenida en su clausura, del mismo volumen; esto
permite cambiar el tipo de cajas o cubos a voluntad. |

Observacion 7.8. En consecuencia: todo punto y todo conjunto numerable de R? tiene
medida nula; todo subconjunto de un conjunto de medida nula tiene medida nula; y una
unién numerable de conjuntos de medida nula tiene medida nula (por la o-subaditividad
de m, o directamente, cubriendo el j-ésimo conjunto con cajas de volumen total menor
que £277).

Proposicion 7.9. Una caja acotada R = []; la;, bj] tiene medida nula siy solo si es
degenerada, es decir, a; = b; para algun j. Mds generalmente, si X C R4 gy p € R%,
entonces X x {p} tiene medida nula en R4+,
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7.3. Conjuntos de medida nula

Demostracion. m(R) = [[;(bj — a;). Para la segunda afirmacién, X x {p} C R4 x {p}
Y M, +d, (RE x {p}) = mg, (R") mg, ({p}) = 0o -0 = 0 (proposicién 6.16(c)). [

7.3.1 Imagenes de conjuntos de medida nula

En esta subseccién usamos en R? la norma del maximo, para la cual las bolas
cerradas son cubos. Una funcién f : A — RF es lipschitziana si existe L > 0 con
If(x) = f(¥)]loo < L||z — y||so para todos z,y € A; como todas las normas de R¢ son

equivalentes, la nociéon no depende de la norma (solo la constante).

Proposicién 7.10. Sea A C R¢ de medida nula y f : A — RF lipschitziana, con k > d.
Entonces f(A) tiene medida nula en R,

Demostracion. Sea 0 < ¢ < 1y C1,Cs,... cubos cerrados que cubren A con
> vol(Cj) < &; si ¢; es el lado de Cj, entonces E;-i =vol(Cj) < 1. Siz,y € ANCj,
entonces ||f(z) — f(y)]|oc < L¢;, de modo que f(ANCj) estd contenido en un cubo
cerrado D; C R¥ de lado L¢;. Asi f(A) C U; Dj y, como k >dy £; <1,

> vol(Dj) = LFY 05 < LFY 49 < LFe. u
J J J

Una funcién f : A — R* es localmente lipschitziana si todo x € A tiene un entorno
abierto V;, (relativo a A) tal que f|y, es lipschitziana.

Corolario 7.11. La proposicion 7.10 vale también para f localmente lipschitziana.

Demostracion. Por la propiedad de Lindelof de R? (seccién A.1), del cubrimiento
A C Ugea Ve se extrae un subcubrimiento numerable A C (J; V;,. Cada f(ANV,,)
tiene medida nula, y f(A) = U; f(ANV,,) es unién numerable de conjuntos de medida
nula. |

Corolario 7.12. Sea U C R? abierto y f € CY(U,R?). Si A C U tiene medida nula,
entonces f(A) tiene medida nula. En particular, si ¢ : U — V es un difeomorfismo de
clase C' entre abiertos de R?, entonces ¢(A) € Lra para todo A € Lga con A C U.

Demostracion. Basta ver que f es localmente lipschitziana. Dado x € U, sea r > 0 con
B(z,r) CU y Ky =max{||Df(y)| : y € B(x,r)} < oo, que existe por continuidad de
Df y compacidad. Por la desigualdad del valor medio sobre la bola convexa B(x,r),
lf(y) — f(2)|| < K|y — z|| para y,z € B(x,r). Para la segunda afirmacion, escribamos
A= FEUN con E boreliano y N de medida nula: ¢(FE) es boreliano porque ¢(FE)

(e H7Y(E) con ¢! continua, y ¢(N) tiene medida nula. [ |

Proposicién 7.13. Sea U C R% abierto y f € CY(U,R?) con dy < d. Entonces f(U)
tiene medida nula en RY.

Demostracion. Sea W = U x R4 abierto de R, y g : W — R%, g(z,y) = f(x),
que es de clase C!. Entonces f(U) = g(U x {0}), y U x {0} tiene medida nula en R?
(proposicién 7.9); se aplica el corolario 7.12. |

Por ejemplo, las curvas C! en R? y las superficies C' en R? (imégenes de abiertos
de dimensién menor) tienen medida de Lebesgue nula.
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7.4. Transformaciones lineales

7.4 Transformaciones lineales

Teorema 7.14. Sea T : R — R? lineal y v € R?. Para todo A € Zya, el conjunto
v+ T(A) es Lebesgue medible y

m(v + T(A)) = |det T| m(A).
Si T es invertible y A € Bra, entonces v+ T(A) € PBpa.

La demostracién ocupa el resto de la seccién. Por la invariancia por traslaciones
(proposicién 6.16) basta tratar el caso v = 0.

Lema 7.15. Sea T invertible. Entonces T(A) € PBra para todo A € Pra, y existe
cr € (0,00) tal que m(T(A)) = erm(A) para todo A € PBra. Ademds csT = cser para
S, T invertibles.

Demostracion. T(A) = (T~!)7(A) es boreliano porque T~ es continua. La funcién
v(A) =m(T(A)) es una medida sobre ZBpa (T es biyectiva), invariante por traslaciones,
pues T'(A+x) =T(A)+ Tz, y de Lebesgue-Stieltjes, pues T lleva acotados en acotados.
Por la proposicién 6.16(b), v = ¢y m con ¢ = m(T((0,1]%)), que es positivo porque

v # 0. Finalmente, cs7m(A) = m(S(T(A))) = csm(T(A)) = cserm(A). [
Lema 7.16. (a) Si D es diagonal con entradas A1, ..., \g no nulas, cp = |\ -+ A\g| =
|det D).

(b) Si Q es ortogonal (una isometria lineal), cg = 1.

(c) Si P es autoadjunta y definida positiva, cp = det P.

Demostracion. (a) D((0,1]%) es una caja de lados |A1], ..., |Ag|. (b) Q preserva la norma
euclidea, luego Q(B(0,1)) = B(0, 1) para la bola euclidea y m(B(0,1)) = cg m(B(0,1));
como 0 < m(B(0,1)) < oo, ¢cg = 1. (c) Por el teorema espectral (secciéon A.2),
P = Q7 'DQ con Q ortogonal y D diagonal con entradas \; > 0; por (a), (b) y
el lema 7.15, cp = cg-1cpcg = Ay -+ Ag = det P. [

Demostracion del teorema 7.14. T invertible y A boreliano. Por la descomposicién polar
(seccién A.2), T = QP con P = /T*T autoadjunta definida positiva y Q = TP~}
ortogonal. Por los dos lemas,

er = cqep = det P = \/det(T*T) = \/(det T)? = [det T'.

T invertible y A Lebesgue medible. Si A = EUN con N C Z boreliano nulo,
entonces T(A) =T(E)UT(N) con T(N) C T(Z) y m(T(Z)) = |det T'|m(Z) = 0; luego
T(A) € Lray m(T(A)) =m(T(FE)) = |det T|m(A).

T no invertible. Entonces det T = 0 y T(R?) est4 contenido en un hiperplano W. Si
Q es una isometria lineal que lleva W en R%~! x {0}, entonces m(W) = m(Q(W)) <
m(R4! x {0}) = 0 (proposicién 7.9), de modo que T'(A), subconjunto de un conjunto
nulo, es Lebesgue medible y m(T'(A)) = 0 = |det T'|m(A). [

Corolario 7.17. Para A\ € R y A € Zga, m(AA) = |N4m(A). En particular,
m(B(z,r)) = r?m(B(0,1)), y todo subespacio vectorial propio de R? tiene medida nula.
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7.5. Ejercicios resueltos

Por qué la descomposicién polar. El andlogo en dimensién uno es la forma polar z = |z
de un complejo no nulo: todo isomorfismo es una transformacién ortogonal (rotacién o reflexién,
que no cambia volimenes) compuesta con una “dilatacién positiva” P (que multiplica volimenes
por det P). Asi, la fé6rmula m(T(A)) = |det T|m(A) se reduce a los dos casos en que es evidente.

7.5 Ejercicios resueltos

Ejercicio 7.18. Pruebe directamente, sin usar la férmula del determinante, que todo
subespacio W C R? con dim W < d tiene medida nula.

Solucion. Sea eq,..., e, una base ortonormal de W (k < d), completada a una base
ortonormal e,...,eq de R%, y sea @ la isometria lineal con Q(ej) igual al j-ésimo
vector canénico. Entonces Q(W) = R* x {0} ¢ R%! x {0}, que tiene medida nula
(proposicién 7.9), y por el lema 7.16(b), m(W) = m(Q(W)) = 0. Alternativamente, W es
la imagen de R¥ por una aplicacién lineal, que es C, y se aplica la proposicién 7.13. W

Ejercicio 7.19. Sea T invertible y P = /T*T. Pruebe que Q = TP~ es una isometria
lineal. (Observe que, en cambio, P~'T no tiene por qué serlo.)

Solucién. P es autoadjunta e invertible, luego Q*Q = (P~1)*T*TP~! = p~1p2p-!
I. En cambio, (P7T)*(P~T) = T*P~2T = T*(T*T)~'T = T*T~Y(T*)~'T, que en
general no es la identidad (t6mese, por ejemplo, T' = (§1)). [ |
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CAPITULO 8

Las integrales de Riemann y
de Lebesgue

8.1 Funciones semicontinuas

Trabajamos sobre un subconjunto X C R? con la topologia relativa: U C X es
abierto en X si para todo « € U existe r > 0 con B(z,r)NX C U.

Definicion 8.1. Sea f : X — Ry xg € X. Decimos que f es semicontinua inferiormente
(s.c.i.) en z¢ si para todo £ > 0 existe un abierto U 3 ¢ de X con

f(z) > f(zo) — e para todo x € U,

y semicontinua superiormente (s.c.s.) en xq si para todo € > 0 existe un abierto V' 3 zg
con f(x) < f(xg) + ¢ para todo x € V. Decimos que f es s.c.i. (resp. s.c.s.) si lo es en
todo punto de X.

Es claro que f es continua en xg si y solo si es s.c.i. y s.c.s. en xg, y que f es s.c.i. si
y solo si —f es s.c.s.

o r—
| |
| |
|
— —
| |
1 1
To Zo

semicontinua inferiormente semicontinua superiormente

Figura 8.1: En un salto, una funcién s.c.i. toma el valor de abajo: cerca de g no puede caer
mucho por debajo de f(zg), aunque s puede subir. Una funcién s.c.s. toma el valor de arriba.

Proposiciéon 8.2. f: X — R es s.c.i. si y solo si {f > a} es abierto en X para
todo o € R, y es s.c.s. si y solo si {f < a} es abierto para todo o. En particular, las
funciones semicontinuas son borelianas.

Demostracion. Si f es s.ci. y f(zg) > «a, tomando ¢ = f(z9) — o obtenemos un
abierto U 3 zg con f > a en U: {f > a} es abierto. Reciprocamente, dado € > 0,
U ={f > f(zo) — ¢} es un abierto que contiene a xy. El caso s.c.s. es andlogo, y la
medibilidad se sigue de la proposicién 4.10. |
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8.2. La integral de Riemann en una caja

Para x¢p € X punto de acumulaciéon de X definimos

liminf f(x) = sup inf f(x), limsup f(x) = inf sup f(x).
r—rx0 ( ) r>0 x€B(xo,r)NX\{z0} ( ) T—T0 ( ) >0 2€B(z0,r)NX\{z0} ( )
Como en el capitulo 1, liminf,_,,, f(z) es el menor valor limite de f(z,) sobre las
sucesiones x, — xg con x, € X \ {x0}: para toda tal sucesién, liminf, f(z,) >
liminf, 4, f(z), y existe una tal sucesién con f(z,) — liminf,_,;, f(x).

Definicién 8.3 (Envolventes semicontinuas). Sea f : X — R acotada. Definimos
L? : X — R por

r) =su inf z), f(z) = inf su z).
f@) =swp it 5G) T@)=j sw ()

Noétese que aqui, a diferencia del lim inf, se incluye el punto z; en particular f < f < f.

Proposicion 8.4. Sea f: X — R acotada. Entonces:

(a) f ess.ci.y f es s.c.s.; en particular ambas son borelianas;
(b) f(z) = f(x) siysolosifess.ci enx,yf(x)=f(x)siysolosif ess.cs. enx;

(c) [ es continua en z si y solo si f(z) = f(z).

Demostracion. (a) Sea f(z) > a. Existe r > 0 con infg, ,)nx f > a. Siy € B(x,r/2)N
X, entonces B(y,r/2) C B(x,r)y f(y) > infpy,onx f = Infpe)nx f > a. Asi
{f > a} es abierto. El caso de f es simétrico.

(b) f(z) = f(z) significa que para todo ¢ > 0 existe r > 0 con Inf g, ;) x f > f(7)—¢,
que es la definicién de s.c.i. en z con U = B(z,r) N X.

(c) Por (b), f(z) = f(z) equivale a que f sea s.c.i. y s.c.s. en x, pues f(z) < f(x)

<
F(a). .

8.2 La integral de Riemann en una caja

Sea R = H?Zl[aj, b;] una caja con a; < bj. Una particion de [a,b] es un conjunto

finito P = {tg,...,tx} cona =ty < t; < -+ < tp = b, y una particién de R es un
producto P = P; x --- x P; de particiones de los lados. Denotamos por P la familia
de las subcajas I' x --- x I¢, donde cada I’ es uno de los intervalos [t;_1,t;] de P,

y por ||P]| la mayor longitud de esos intervalos. Para particiones P, de R ponemos
P+Q=(PLUQq) x - X (PgUQq), que refina a ambas, y card(Q) = 3_; card(Q;).

Definiciéon 8.5 (Integral de Riemann). Sea f: R — R acotada. Para una particién P
de R definimos las sumas superior e inferior

U(f,P) = (supf)vol(B),  L(f,P) = (fnf f)vol(B),
- B “ \' B
BeP BeP
v las integrales superior e inferior

[ =wivwp). [ r=swrg ).
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8.2. La integral de Riemann en una caja

Decimos que f es Riemann integrable si i R f= TR f, v a ese valor comtn lo llamamos
integral de Riemann de f, denotada [g f(z) dx.

Si Q refina a P, entonces L(f, P) < L(f,Q) < U(f,Q) < U(f, P), pues al partir una
caja el supremo sobre cada pedazo no supera al supremo sobre la caja y el infimo no
baja. Tomando el refinamiento comin P + @ se obtiene L(f, P) < U(f,Q) para todo
par de particiones, luego L%f < TRf. Ademas L(f,P) = —U(—f,P), de modo que

in = _TR(_f)-

Lema 8.6. Sea f: R — R acotada, M = supp|f| y V = méax; [[,;(by — a1). Para todo
par de particiones P,(Q de R,

0<U(f,P)=U(f, P+ Q) < 2MV card(Q) | P|.

Demostracién. Supongamos primero que P’ se obtiene de P agregando un punto s a
la particién del j-ésimo lado, con t;—1 < s < t; (si s ya estaba, P’ = P). Las tnicas
subcajas afectadas son las de la forma B = I' x -+ x [t;_1,t;] X -+ x I que se parten
en dos, B’ y B”, y para cada una

0< (s%p f) vol(B) — (sg/p f) vol(B') — (sg/;/) f) vol(B")

= Z (supf — sup f) vol(C) < 2M vol(B).
ce{p By B ¢

Sumando sobre las cajas afectadas, cuyos volimenes suman (t; — t;—1) [1,2;(bi — a;) <
|P||V, resulta 0 < U(f, P) —U(f, P') < 2MV||P||. Se agregan uno a uno los puntos de
Q; como cada particion intermedia refina a P, su norma es a lo sumo || P||, y se suman
las card(Q) estimaciones. [ |

Proposicién 8.7. Si (P,) son particiones de R con ||P,|| — 0, entonces U(f, P,) —

TRf Z/L(f,Pn)_)in-

Demostracion. Sea € > 0y @ una particién con U(f,Q) < TRf + . Por el lema 8.6 y
porque P, + @ refina a @,

[ J SUWLP) S UG Pa+ Q) +2MY card(Q)IPal] < U(S.Q)+2MV card(Q) [Pl

de modo que [,f < liminf, U(f, P,) < limsup, U(f, P,) < [rf + ¢. La afirmacién
sobre L se obtiene aplicando la anterior a —f. |

Observacion 8.8 (Sumas diddicas). Un caso particular importante son las particiones
por cubos diddicos de lado 27%. Si f : R? — R es acotada y de soporte acotado, las
sumas

— o —kd . ; —kd

Stk = X (s f)2 S = 3 (, of, 5)2

tea—kzd E+[0,27F] te2-k7d ’

tienen finitos términos no nulos, y por la proposicion 8.7 (aplicada en una caja diddica
que contenga al soporte con holgura) S(f,k) — [f vy S(f, k) — J f. Asi, definir la
integral de Riemann con sumas diddicas, como en Salamon [5, seccién 2.2], es equivalente
a la definicion 8.5.
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8.3. Riemann y Lebesgue

8.3 Riemann y Lebesgue

Teorema 8.9. Sea f: R — R acotada. Entonces

[ = famw [ g= [ gim

donde las envolventes se toman respecto de X = R y las integrales de la derecha son de
Lebesgue (las funciones son borelianas y acotadas, luego integrables sobre R).

Demostracion. Para una particién P sea pp = 3 p p(supg f)1pe. Como las fronteras
de las subcajas tienen medida nula (proposicion 7.9), [ epdm = U(f, P). Sea (P,)
una sucesion de particiones con || P,|| — 0, y sea N la unién de las fronteras de todas
las subcajas de todas las P,, que es un conjunto nulo. Fijemos = € R\ N. Para cada
n existe una tnica B, € P, con © € By, vy ¢p,(x) = supg_ f. Por un lado, existe
rn > 0 con B(z,ry) C By, de modo que supg, f > supp,nrf = f(x). Por otro
lado, dado r > 0, como diam(B,,) < Vd||P,|| — 0, se tiene B,, C B(x,r) para n grande,
y limsup,, supp, f < supp(nr f; tomando infimo en r, limsup,, pp, (z) < f(x). Asi
@p, — f en casi todo punto de R, con |¢p, | < M y m(R) < co. Por la proposicién 8.7
y convergencia dominada,

/f—th f, P —hm/ wp, dm = /fdm

La otra igualdad se obtiene aplicando esta a —f, pues f = —(=f). |

Teorema 8.10 (Criterio de Lebesgue). Una funcion acotada f : R — R es Riemann
integrable si y solo si el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida nula.

Demostracion. Por la proposicién 8.4(c), el conjunto de discontinuidades es {f < e
Por el teorema 8.9, f es Riemann integrable si y solo si [p(f — f)dm = 0, y como
f— [ >0, esto equivale a m{f < f} = 0 (proposicién 5.11(b)). [ |

Teorema 8.11. 5i f : R — R es Riemann integrable, entonces f es Lebesque medible y

/Rf(x)dx:/Rfdm.

Demostracion. Sea Z = {f < f}, boreliano de medida nula por el criterio de Lebesgue.
Fuera de Z se tiene f = f, de modo que, para todo B € %,

{feBy=({feBInz)U({feB}nZ),

unién de un boreliano y de un subconjunto de un conjunto nulo: {f € B} € Zgr. Como
f=7Fctp,elteorema 89 da [, fdm= [ fdmn= [pf =[5 f(z)dx. [ |

La idea en una frase

Riemann ve a f a través de sus envolventes f < f < f: integra la mejor aproximacion
semicontinua por abajo y por arriba. Ambas coinciden c.t.p. exactamente cuando
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8.4. Conjuntos Jordan medibles

f es continua c.t.p.; la integral de Lebesgue, en cambio, no necesita ninguna
regularidad de f.

8.4 Conjuntos Jordan medibles

Para A C R? y una caja R, las envolventes de 14 : R — R son
1Iy=1y, 14 =14
(interior y clausura relativos a R), y 14 es discontinua exactamente en 0A: si x € 0A,

toda bola centrada en x corta a A y a su complemento, mientras que 14 es constante
en los abiertos A° y (A4)°.

Definicién 8.12 (Conjuntos Jordan medibles). Un conjunto acotado A C R es Jordan
medible si 14 es Riemann integrable sobre una caja R cuyo interior contiene a A. Su
medida de Jordan (o contenido) es c¢(A) = [ 1a(x)dx. Mas generalmente, llamamos
contenido exterior e interior de A ac(A) = [play c(A) = iRlA'

Proposicién 8.13. Sea A C R% acotado y R una caja con A C R°. Entonces
e(A) =m(A),  c(A) =m(A°),
y en particular estos valores no dependen de R. En consecuencia:

(a) A es Jordan medible si y solo si m(0A) = 0;
(b) si A es Jordan medible, entonces A € Lpa y c(A) = m(A);

(c) uniones, intersecciones y diferencias finitas de conjuntos Jordan medibles son
Jordan medibles.

Demostracion. La primera afirmacion es el teorema 8.9 aplicado a 14. (a) Por lo anterior,
¢(A) —c(A) = m(A\ A°) = m(0A). (b) Es el teorema 8.11. (c) Se sigue de (a), pues
J(AUB), (AN B)y d(A\ B) estan contenidos en dA U dB. [ |

Observacion 8.14. Si A es Jordan medible y tiene interior vacio, entonces m(A) =
c(A) = ¢(A) = m(A°) = 0. El reciproco del apartado (b) es falso: el conjunto Q N [0, 1]
es Lebesgue medible (de medida nula), pero su frontera es [0, 1], de modo que no es
Jordan medible. La medida de Jordan solo “ve” interiores y clausuras.

Ejemplo 8.15 (Un compacto de interior vacio y medida positiva). Sea ¢1,¢2, ... una
enumeracion de QN [0,1], 0 < e < %, y

K=[0,10\ (gn—€27", gn+277).
n>1

K es cerrado y acotado, luego compacto; no contiene ningin racional, luego tiene interior
vacio; y m(K) > 1—3,2e27" =1 —2¢ > 0. Como 0K = K, el conjunto K no es
Jordan medible, y 1x es una funciéon que no es Riemann integrable pese a ser nula salvo
en un conjunto sin interior. Nétese que [0, 1] \ Q tiene interior vacio y medida 1, pero
no sirve como ejemplo porque no es cerrado. Construcciones del tipo “Cantor gordo”,
en las que se quitan en cada paso intervalos centrales cada vez més cortos, dan otros
ejemplos.
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8.5. Ejercicios resueltos

8.5 Ejercicios resueltos

Ejercicio 8.16. Sea X C R%, zy € X punto de acumulacién de X y f : X — R. Pruebe
que f es s.c.i. en zg si y solo si f(xp) < liminf,,,, f(x), y s.c.s. en zg si y solo si

f(@o) = limsup,, ., f ().

Solucion. Si f es s.ci. en zgy e > 0, existe r > 0 con f > f(xg) — € en B(zg,r) N X;
luego liminf,,,, f(x) > f(xog) — €, y € es arbitrario. Reciprocamente, si f(zg) <
liminf, ., f(z) y € > 0, existe r > 0 con Inf () r)nx\{z0} [ > f(z0) — &, y como el
propio x( también satisface la desigualdad, f > f(z¢) — e en B(xp,r) N X. El caso s.c.s.
se obtiene aplicando lo anterior a — f. |

Ejercicio 8.17. Pruebe que un conjunto acotado A C R? es Jordan medible si y solo
si su frontera tiene contenido exterior nulo, es decir, si para todo € > 0 existen finitas
cajas que cubren a JA con volumen total menor que &.

Solucion. Por la proposicién 8.13, A es Jordan medible si y solo si m(9A) = 0. Si 0A
estd cubierto por finitas cajas de volumen total menor que € para todo €, entonces
tiene medida nula (proposicién 7.7). Reciprocamente, si m(0A) = 0, dado € > 0 existen
cajas abiertas Ry, Ra, ... que cubren a 0A con volumen total menor que €; como 0A es
cerrado y acotado, es compacto, y finitas de esas cajas bastan para cubrirlo. En general,
un compacto tiene medida nula si y solo si tiene contenido exterior nulo; para conjuntos
no compactos esto es falso (Q N[0, 1] tiene medida nula y contenido exterior 1). n

Ejercicio 8.18. Pruebe que toda funcién mondtona f : [a,b] — R es Riemann integra-
ble.

Solucion. Supongamos f creciente (si no, se considera —f); es acotada, por f(a) y
f(b). En cada punto existen los limites laterales, y f es discontinua en x si y solo si
f(@™) < f(x*) (con las convenciones f(a™) = f(a) y f(b") = f(b)). Los intervalos
(f(z7), f(x™)) asociados a los puntos de discontinuidad son disjuntos dos a dos y estdn
contenidos en [f(a), f(b)]; cada uno contiene un racional distinto, de modo que las
discontinuidades son numerables, luego de medida nula. Se aplica el teorema 8.10.
(Compérese con el corolario 3.5.) [
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CAPITULO 9

Cambio de variable

9.1 El enunciado

Para U C R? abierto y ¢ : U — R? de clase C! escribimos
Jo() = |det Dp(a)|, @ €U,
para el jacobiano de . Recordemos que By = {A € Bra : A C U} (ejemplo 4.5).

Teorema 9.1 (Cambio de variable). Sean U,V C R? abiertos y ¢ : U — V un
difeomorfismo de clase C*. Para toda f : V — [0, +oc0] medible (boreliana o Lebesgue
medible),

| twdy= [ (o) Jo(a)do.

Una funcion medible f : V — R es integrable si y solo si (f o @)J, lo es sobre U, y en
ese caso vale la misma igualdad.

Proposiciéon 9.2 (Reduccion). El teorema 9.1 es consecuencia de la igualdad

m(p(Q)) = / Jpdm para todo cubo diddico Q con Q C U. (9.1)
Q

Demostracion. De cubos a borelianos. Como ¢ es un homeomorfismo, p(A) € Ay
para todo A € By, y A — m(p(A)) es una medida sobre (U, %y ); también lo es
v(A) = [, J,dm (proposicién 5.26). La familia o7 de los cubos diddicos cuya clausura
estd en U, junto con (), es un 7-sistema que genera %y, y por el lema 2.20 U es unién

disjunta numerable de elementos de .7;. Para () € <%; ambas medidas son finitas: ¢(Q)
es compacto y J, es continua en el compacto Q. Por el teorema 2.17(ii), (9.1) implica

m(p(A)) = /A Jpdm para todo A € %y,

es decir, v o ™! = m sobre %y .

De conjuntos a funciones. Por la proposicion 5.24 y la proposicién 5.26, para f :
V' — [0, +0o0] boreliana,

| ram= [ rawoe = [ fopdv= [ (1o0)dm

y lo mismo para f integrable. Si f es solo Lebesgue medible, coincide c.t.p. con una
boreliana g (lema 7.1 y observacion 7.2), y fop = goy fuera de o~ *({f # g}), que tiene
medida nula por el corolario 7.12 aplicado a ¢~ !; ademés f o ¢ es Lebesgue medible
por el mismo corolario. Asi ambos lados no cambian al reemplazar f por g. |
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9.2. Dos lemas de aproximacién

9.2 Dos lemas de aproximacion

En esta seccién usamos la norma del méximo |||l en R? y la correspondiente
norma de operadores, ||T|| = sup{||Tv|| : [|v||cc < 1}. Las bolas cerradas son los cubos

Cr(a) ={z: |z - allee <7}, y m(Cr(a)) = (2r)%.

Lema 9.3 (Diferenciabilidad uniforme). Sea ¢ : U — R? de clase C' y K C U
compacto. Para todo > 0 existe § > 0 tal que, para todo a € K, se tiene Cs(a) C U y

le(z) = pla) = Dp(a)(z = a)lleo <nllz —alls  para todo x € Cs(a).

Demostracién. Sea dy > 0 tal que el compacto K' = {z : disteo(z, K) < o} estd
contenido en U. Como D¢ es uniformemente continua en K', existe 6 € (0,d¢] con
|Dp(z) — Dp(a)|| <nsizae K'y|z—ale <9d.Siae Kyuzxe Cs(a), el segmento
de a a z estd en el cubo convexo Cs(a) C K', y el teorema fundamental del célculo,
aplicado componente a componente, da

P(@) ~ pla) = Dpla)(w —a) = [ (Dila+1(z ~ ) - Dpla)) &~ a)
cuya norma es a lo sumo 7|z — al|cc- [

Lema 9.4 (Estimacién local). Sea ¢ : U — V un difeomorfismo C*, K C U compacto
y 0 <e < 1. Existe rg > 0 tal que, para todo a € K y todo 0 < r < rg,

(1 —e) Jp(a)m(Cra)) < m(p(Cr(a))) < (1+¢)Jp(a)m(Cr(a)).

Demostracion. Sea ¢ = ¢~ ' : V — U, también de clase C', y K = ¢(K), compacto.
Por continuidad existe M > 1 con |[Dp(a)|| < M para a € K y ||Dy(b)|| < M para
b € K; recordemos que D(¢(a)) = Dp(a)~!. Elijamos 7 > 0 con

A+nM)¥¢<14e vy  (A+ngM)™4>1-¢,

y sean &; y &y los dados por el lema 9.3 para (¢, K,n) y para (¢, K, 7). Tomemos ro > 0
conrg <81y Mro < ds. Fijemos a € K, b= ¢(a), L=Dyp(a) y 0 <r <.

Cota superior. Para x € Cy(a) escribimos p(z) = b+L(x—a)+p(x) con ||p(x)|ec < nr.
Entonces

p(z) =b+L((z —a) + L7 p(x)),  [IL7 p(x)lloc < M,
de modo que ¢(Cr(a)) C b+ L(C(14ry)-(0)). Por el teorema 7.14,
m(p(Cr(a))) < [det L| (1 + Mn)?m(Cr(a)) < (1+¢€) Jp(a) m(Cr(a)).

Cota inferior. Sea s = r/(1 + nM) y w € C4(0). El punto y = b+ Lw cumple
ly — blloc < Ms < dg, luego y € V' y, por el lema 9.3 para 1),

P(y) =a+ DY)y —b)+qg=a+w+q, gl <nlly —blloc <nMs.
Ast ||9(y) — alloo < s+nMs =1, es decir Y(y) € Cr(a) e y € p(Cy(a)). Hemos probado

que b+ L(Cs(0)) C ¢(Cr(a)), y por lo tanto
m(p(Cr(a))) > |det L| (1 +nM) ™ m(Cr(a)) = (1 —¢) Jp(a) m(Cr(a)). u
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9.3. Demostracién del teorema

b+ De(a)(Cs(0)) v b+ Do(a)(Catarn(0))

Figura 9.1: La estimacion local: a escala pequena, la imagen curvilinea de un cubo queda
atrapada entre dos paralelepipedos casi iguales, imdgenes de cubos por la aproximacién afin
b+ Dy(a)(- — a). Sus volimenes son J,(a) veces los de los cubos.

9.3 Demostracion del teorema

Demostracién de (9.1). Sea @ un cubo diddico con K = Q C U y fijemos 0 < & < 1.
La funcién J, es continua y positiva en el compacto K, luego ¢ = ming J, > 0y J,
es uniformemente continua en K: existe 1 > 0 con |Jy(z) — J,(y)| <ecsiz,ye Ky
|z — ylloo < r1. En particular, en ese caso

(1= ) Tp(y) < Jolw) < (1 +€)J, (). (0.2)

Sea 7¢ el del lema 9.4 para K y €. Partimos @) en los cubos diddicos Q1,...,Q, de un
orden N tan grande que su semilado 7 = 27V =1 cumple » < min(rg,71); asi Q; = Cr(a;),
con a; el centro de @Q;. Como Q; \ Q; esté en la frontera de Q;, que tiene medida nula,

el corolario 7.12 da m(¢(Q;)) = m(¢(Cyr(ai))). Como ¢ es inyectiva, ¢(Q) = ¥; p(Q:),
y por el lema 9.4 y (9.2),

m(e(Q) = 3 mle(Cr(a) < (1+2) Y Jplan) m(Q)

1 1
< *c Jpdm = +E/dem.
1—e=~Jg 1—-¢Jg
Del mismo modo, m(¢(Q)) > %%i Jg Jp dm. Como ¢ es arbitrario, vale (9.1), y por la
proposicién 9.2 queda probado el teorema 9.1. |

La idea en una frase

m(p(A)) = [, Jodm: la medida A — m(p(A)) tiene densidad J, respecto de
m. Localmente, ¢ multiplica volimenes por |det Dyp|; globalmente, se suman esos
factores con una integral.

9.4 Coordenadas polares en el plano
La aplicacién

@ :(0,00) x (0,27) = R?\ {(,0) : & > 0}, o(r,0) = (rcosf,rsind),
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9.5. Coordenadas polares en R4

cos —rsinf
sin€ rcos@

{(x,0) : z > 0} tiene medida nula, para toda f : R? — [0, +-oc] medible (o integrable)
el teorema 9.1 y Tonelli dan

es un difeomorfismo C* con Dip(r,6) = ( ) y Jo(r,0) = r. Como la semirrecta

2w poo
/2 f(z,y)dxdy :/ f(rcosf,rsinf)rdrdb. (9.3)
R o Jo

Por ejemplo, m(B(0, R)) = [ [[*rdrdf = 7R

Proposicién 9.5 (Integral gaussiana). Paraa >0 yd > 1,

/2
/ e du = /1 (0 / eellzl® gg = (E) .
R R a

Demostracion. Sea I = [ e~ du. Por Tonelli, Jg2 e~ ~v* dzdy = I2. Por otro lado,
por (9.3), Tonelli y convergencia mondtona,
¢

oo
/ e gy dy = 27r/ re™" dr = 27 lim [— %e—ﬂ} =,
R2 0 t—ro0 0

donde la integral de Lebesgue sobre [0, t] se calculé como integral de Riemann (teore-
ma 8.11). Asi I = /7. Por el teorema 9.1 con u = \/az, [p e~ dx = \/7/a, y por
Tonelli,

/ e—allzll® g, :/ ﬁ €% day - - drg = (/ e " dt>d - <E>d/2' "
Rd R 554 ® ¢

9.5 Coordenadas polares en R

Todo 2 € R?\ {0} se escribe de manera tinica como = ru con r = ||z|| > 0
v u = x/||z|| € S¥L. Por el ejercicio 6.18, la aplicaciéon ®(z) = (||z||,z/||z||) es un
isomorfismo medible entre (R%\ {0}, %) y ((0,00) x S, B(( o) @ Bga—1), con inversa
®~1(r,u) = ru. Sea p la medida sobre (0,00) con densidad r?~t, p(E) = [ r? Ldr.

Teorema 9.6 (Medida de superficie). FEziste una tunica medida de Borel o0 = 041 sobre
S tal que mo &1 = p® o; explicitamente,

o(E)=d-m(Er), Ei={ru: 0<r<1l,u€k}, FE€&€HBg.

En consecuencia, para toda f : R — [0, +00] boreliana, y para toda f integrable,
(o)
f(z)de = / f(ru) =t o (du) dr.
R4 0 Sd-1

Demostracion. o es una medida. E — E; = ®~1((0,1] x E) transforma uniones disjuntas
en uniones disjuntas, y o(S*1) = dm(B(0,1) \ {0}) < .

Valor en rectdngulos. Para a > 0 sea E, = {ru:0<r <a, u € E} = aFy; por el
corolario 7.17, m(E,) = a®m(E;). Para 0 < a < b,

bd_ad
d

(mo @71)((a, b x E) =m(E,\ E,) = o(E) = p((a,b]) o(E).
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9.6. Ejercicios resueltos

Unicidad. La familia P = {(a,b] x E: 0<a<b, E € Bga1}U{0} es un m-sistema.
Genera la o-dlgebra producto: para E fijo, la familia de los A € % ) con Ax E € o(P)
es una o-algebra (pues (0,00) x E = J,,(0,n] X E) que contiene a los intervalos (a, b],
luego a todos los borelianos de (0, 00); asi o(P) contiene a todos los rectdngulos medibles.
Ademis (0,7n] x S~ 4 (0,00) x S*! con medida finita m(B(0,n)). El teorema 2.17 da
mo®! =p®o. Sio esotra medida con la misma propiedad, evaluando en (0,1] x E
se obtiene o/(F)/d = m(FE1), luego o’ = 0.

La férmula. Como m({0}) = 0, por la proposicién 5.24, Tonelli (o Fubini) y la
proposicién 5.26,

/ fdm = /f 0d td(p®o) = /OO f(ru) o(du) ri= dr. [ |
R4 0 Jsd-1

Corolario 9.7 (Funciones radiales). Si f(z) = g(||z|) con g : (0,00) — [0, +00]
boreliana (o con f integrable), entonces

” f(x)dx = O'(Sd_l) /OOO g(r) r=1dr.

27d/2 _ O.(Sd—l) 7d/2

r(ajz) Y MBOL) = = = rg Ty donde

Proposicién 9.8. ¢(S?71) =

D(s) = [pot5 e dt.

Demostracion. Por la proposicion 9.5 y el corolario 9.7,

R4 0

d—1 oo d—1
_ o8 / /21—t gy _ 98T F(é)’
2 Jo 2 2

con el cambio de variable t = r% en (0,00). La segunda férmula es la definicién de o

con E =S¥ 1 junto con I'(s 4+ 1) = sT'(s). [ |

Asf o(S') = 27, 0(S?) = 47 y m(B(0,1)) = 37 en R3, como debe ser.
Observacion 9.9 (Medidas sobre superficies). Una parametrizacion r : W — S de una
superficie S C R3 (W C R? abierto) induce la medida imagen mor~! sobre S, pero esta
depende de la parametrizacion. Para el cilindro S = {2% + y? = 1}, la parametrizaciéon
7(0,h) = (cosf,sinf, h) es una isometria local y mor~! es la medida de 4rea natural; en
cambio, sobre la mitad {y > 0}, la parametrizacién (u,v) — (u, V1 —u?,v), u € (—1,1),
induce otra medida, cuya densidad respecto de la anterior es v/1 — 22 en el punto
(x,y, ). La medida de drea natural se obtiene incluyendo el factor y/det(Dr T Dr), y en
el caso de la esfera coincide con la o del teorema 9.6.

9.6 Ejercicios resueltos

Ejercicio 9.10. Pruebe que o es invariante por transformaciones ortogonales:
0(Q(FE)) = o(FE) para toda @ ortogonal y todo E € Bgi-1.
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9.6. Ejercicios resueltos

Solucion. Q preserva la norma, de modo que @ lleva S%~! en si misma y (Q(FE)); =
{rQu :0<r <1, ue E} = Q(E1). Por el lema 7.16(b), c(Q(E)) = dm(Q(E1)) =
dm(E1) = o(E). (Se puede probar ademas que toda medida finita sobre S¢~! invariante
por rotaciones es un multiplo de o.) |

Ejercicio 9.11. ;Para qué valores de a,b € R es integrable la funcién f(z) =
[z Inf|z||® sobre {z € R : x| < 3}? ;Y sobre {z € R?: ||z|| > 2}?

Solucidn. Por el corolario 9.7, sobre la bola {||z|| < 1} hay que estudiar

1/2 00
/ potd=1 In r|b dr = / e~ (atd)t 4b dt,
0 In2

con el cambio r = e~ t. Si a + d > 0 la integral converge para todo b, pues tPe—(a+d)t/2
estd acotada en [In2,00) y queda [e~(@+D4/2 gt < 00, Si a4 d < 0 el integrando tiende
a +00 y la integral diverge. Si a +d = 0 queda [>, t*dt, finita si y solo si b < —1. Asf,

f es integrable cerca del origen si y solo si
a > —d, o bien a=—-dyb<—1.

Sobre {||z]| > 2}, con r = et, [;°rotd=I(Inr)bdr = [2% @D P dt) v el mismo analisis
muestra que f es integrable si y solo si a < —d, o biena=—-dy b < —1. |
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CAPITULO 10

Convolucion y aproximaciéon
en L!

Trabajamos en (R, %4, m) y escribimos L' = LY(R?,m), || fll1 = [|f] dm.

10.1 Motivacion: suma de vectores aleatorios

Sea (§2,.7,P) un espacio de probabilidad. Un vector aleatorio es una funcién medible
X :Q = R9 y su ley es la medida imagen pux = Po X! es decir, ux(A4) = P{X € A}
para A € Bra. Dos vectores aleatorios X : Q — R4, Y : Q — R% son independientes si

P{X €A YeB}=P{X e A}P{Y € B} para todos A € Bra,, B € Bpa,.

Como pxy)(A x B) = P{X € A, Y € B} y los rectdngulos forman un 7-sistema
que genera HApa,+d, (proposiciéon 6.5), X e Y son independientes si y solo si H(x,y) =
px @ py. Decimos que X tiene densidad px € My (R?) si dux = px dm, es decir,
P{X € A} = [, px(x)dz.

Proposicién 10.1. Si X,Y : Q — R? son independientes con densidades px vy py,
entonces X +Y tiene densidad

px+y (u) = /Rd px(u—y) py(y) dy = (px * py)(u).
Demostracion. X+Y = ao(X,Y) con a(z,y) = x+y, de modo que pxty = M(va)oofl.

Para A € Ppa, por la proposicién 5.24, la independencia, Tonelli y la invariancia por
traslaciones (z = u — y),

P{X +Y € A} = /IA(:c+y) px (dz) py (dy) = /Rd (/Rd 1a(z +y)px(x) d:v)py(y) dy
= [ (], 1a@px(u=y)du)oy () dy

- /A (/Rd px(u—y)py(y) dy) du.

65



10.2. La convolucién en L!

10.2 La convolucién en L!

Lema 10.2. Si f,g : R? — R son borelianas, la funcion F(z,y) = f(z —y)g(y) es
boreliana en R??. Si f es Lebesgue medible, para cada x € R? la funcién y — f(x —y)
es Lebesque medible.

Demostracion. G(u,y) = f(u)g(y) es boreliana en R?¢ = R?xRY (producto de funciones
borelianas de cada variable, proposicién 6.3), y F' = Go W con ¥(z,y) = (x —y,y) lineal.
Para la segunda afirmacién, si B € %g, entonces {y : f(z —y) € B} =z — f~1(B), que
es Lebesgue medible por el teorema 7.14 aplicado a y — = — y. |

Para f,g : R? - R Lebesgue medibles consideremos el conjunto

ef9)=faer® [ If@=y)llgwldy <o},

bien definido por el lema anterior.

Definicién 10.3 (Convolucion). Sean f,g : R? — R Lebesgue medibles. La convolucién
de f y g es la funcién

LS @) ey, w € E(f9),
0, z ¢ E(f,9)
Teorema 10.4. Sean f,g,h Lebesque medibles.

(a) Si f"=f yg =g m-ctp., entonces E(f',q)=E(f,g9) vy f'*xg = fx*g.
(b) E(g, f)=E(f.9) yg=f=fxg

(c) Si f,g son borelianas, E(f,g) es boreliano y f = g es boreliana. En general, f * g
es Lebesque medible.

(d) Si f,g € L', entonces E(f,g)¢ tiene medida nula, f g € L' y

1 glle < WA llgl
(e) Si f,g,h € L', entonces f * (g h) = (f * g) x h m-c.t.p.

(fxg)(x) =

Demostracion. (a) Sean A ={f # f'} y B={g # ¢'}, nulos. Para cada x, las funciones
y— fx—y)g(y) ey — f'(x —y)g'(y) coinciden fuera de (x — A) U B, que es nulo
(teorema 7.14). Luego ambas son integrables o ninguna lo es, y en el primer caso sus
integrales coinciden.

(b) El cambio de variable y — x — y, de jacobiano 1, transforma f(z — y)g(y) en
g(x —y)f(y) (teorema 9.1).

(c) Con F como en el lema 10.2, x — [|F(z,y)|dy es boreliana (proposicién 6.11),
luego £(f, g) es boreliano, y en él (f*g)(x) = [ F*(z,y)dy— [ F~ (x,y) dy es diferencia

de funciones borelianas finitas. En general, por el lema 7.1 existen f, g borelianas iguales

c.t.p. a f, g,y por (a), f*g = f* g es boreliana.
(d) Por (a) y (c) podemos suponer f, g borelianas. Por Tonelli y la invariancia de m

por traslaciones y por = — —x,
L L= lgwldydr = [ low)( [ £~ y)ldz)dy = £l gl < o.
R4JRd R4 R4
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10.3. Aproximacién en L'

Asi la funcién interior es finita c.t.p., es decir, m(E(f,9)) =0,y [|f*g| < [ [|f(z —

WllgW)l dy dz = [ fll1llgll-
(e) Podemos suponer f, g, h borelianas. Por Tonelli, como en (d), [[[|f(z —y —

2)|lg(2)||h(y)| dz dy dz = || f|[1]lg]|1||k]l1 < oo, de modo que para casi todo z la funcién
(y,2) = flx —y — 2)g(2)h(y) es integrable en R??. Para tales x, Fubini y el cambio
z =w — y en la integral interior dan

(Fr9)+h)@) = [ ([ £a—y—2)g()dz)h(y) dy

= // flz —w)g(w —y)h(y) dw dy

:/f@_ /gw Wh(y)dy)dw = (f+(g=h)(z). ™

En resumen, la convolucién # : L' x L' — L' est4 bien definida, es bilineal, conmu-
tativa, asociativa y cumple ||f # gll1 < [|f]l1gll1: (L', +, %, [|-]1) es un dlgebra normada
conmutativa.

Ejemg)lo 10.5 (Convolucién de gaussianas). Sean a,b > 0, f(z) = e~@l=1*/2 y g(z) =
e~ tl=II°/2 Completando el cuadrado,

a 2
allz = ylI* + bllyl* = =5 2l + (a4 b) jy — —pe

de modo que, por la invariancia por traslaciones y la proposicién 9.5,

e 2(a+b) ||JJH

sl / a2 T\ -
— 2(a+b) _—
(f*g)@)=e . dz= (=)

La convolucién de dos gaussianas centradas es otra gaussiana centrada; en términos
probabilisticos, la suma de dos vectores gaussianos independientes de varianzas 1/a y
1/b es gaussiana de varianza 1/a + 1/b = (a +b)/(ab).

10.3 Aproximacién en L'

Denotamos C.(R?) al espacio de las funciones continuas h : RY — R de soporte
compacto, donde supp h = {h # 0}.

Proposicién 10.6. Para toda f € L' 1y todo € > 0 existe s = Z?Zl ajla; simple, con
m(A;) < oo para todo j, tal que || f — s||1 <e.

Demostracién. Sea s, = ¢n o fT — @, 0 f~ como en el corolario 4.16: s,, — f en todo
punto y |f — sn| < |f], que es integrable. Por convergencia dominada, ||f — s,|1 — 0.
Cada conjunto de nivel {s, = ¢} con ¢ # 0 esta contenido en {|f| > |c|}, que tiene
medida finita por la desigualdad de Markov. |

Lema 10.7. Si A € Lpa, m(A) < 00 y e > 0, existe h € C,(R?) con0 < h <1y
|h —1al1 <e.
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10.4. Regularizacion por convolucion

Demostracion. Por el corolario 7.4 existen un compacto K C A y un abierto U D A con
m(A\K) <e/2ym(U\ A) < e/2. Como A puede no ser acotado, no achicamos U, sino
solo el soporte de h: sea R > 0 con K C B(0,R) y U' = U N B(0, R), abierto acotado
que contiene a K. Sea 6 > 0 menor que la distancia de K a (U’)¢ (que es positiva, pues
K es compacto y (U’)¢ cerrado) y

dist(z, K)
5 1}'

Entonces h es continua, 0 < h <1, h=1en K y h =0 fuera de {dist(-, K) < d} C U’;
en particular supph C U’ es compacto. Asi h=14=1en Ky h=14 =0 fuera de U

(pues U' C U y ACU): hely coinciden fuera de U \ K y ahi difieren a lo sumo en 1,
luego [[h — 1all1 < MU\ K)=m(U\ A)+m(A\K) <e. [ |

h(z)=1-— ml’n{

Teorema 10.8. C.(RY) es denso en L': para toda f € L' y todo € > 0 existe h € C.(RY)
con ||f —hl[1 <e.

Demostracion. Por la proposiciéon 10.6 existe s = Z;‘-”:l ajla;, con m(A;) < oo, tal
que || f — s|[1 < &/2. Por el lema 10.7, para cada j existe h; € C. con [[hj — 14,1 <
e/(2k(laj| +1)). Entonces h =37, ajh; € Cey s —hl1 < 32;lall|1a; —hjlli <e/2. W

Para v € R? denotamos (7,f)(z) = f(z + v). Por la invariancia por traslaciones,

7o flle = [[f]]1-

Proposicién 10.9 (Continuidad de las traslaciones). Para toda f € L, |7 f — fll1 — 0
cuando v — 0.

Demostracion. Si h € C.(R?), sea K = {z : dist(z,supph) < 1}, compacto. Como h
es uniformemente continua, dado n > 0 existe § € (0,1) con |h(x + v) — h(z)| <7
para |[v|]| < d; y para |v|| < 1 la funcién h(- + v) — h se anula fuera de K. Asi
|7oh — hll1 < npm(K) para ||v|]| < 6. Para f € L' ye > 0,sea h € Cecon ||f —hll1 < &/3
(teorema 10.8). Entonces

Imof = Fllv < l7(f = W)l +lI7oh = Bllu + [l = flln < 5+ Ik = hlli + § <e

para v suficientemente pequeno. |

10.4 Regularizaciéon por convolucion

Una funcién Lebesgue medible f es localmente integrable si [ |f|dm < oo para todo
compacto K C R?. Para g Lebesgue medible definimos

lgllo = ME{A >0 |g] <A m-ct.p.},

el supremo esencial de |g|. El infimo se alcanza, pues {|g| > [|g9llco} = U,{lg| >
llglloc + 1/n} es nulo; asi |g| < ||g]|oo c-t.p. El conjunto L> de las g con ||g|lecc < o0 es
un espacio vectorial y ||-||oo €s una seminorma, que es norma sobre el cociente por la
igualdad c.t.p. Si f € L' y g € L™, entonces fg € L'y

£l < 1f 1l llglloo- (10.1)
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10.5. Convolucion de medidas

Proposicién 10.10. Sea f localmente integrable y g € L*™° nula fuera de un compacto
S. Entonces E(f,g) =R% y f x g es continua.

Demostracion. Para todo x, con el cambio z =z — y,

J15@=g)ldy < lgll [ 1F@=)ldy = lgle [ 17()]dz < o0,

Tr—

pues x — S es compacto. Para la continuidad en xg, sea K = {z : dist(z,z9 — 5) < 2},
compacto, y f = flgx € L*. Para ||z — 29| < 1y |lv|]| <1, los puntos # —y y x +v — y
con y € S estdn en K, de modo que

[(fxg)(@+v) = (frg)()] < IIQIIOO/S\f(ﬂ:Jrv—y) — fl@ =)l dy < llgll I7of = flh1.

que tiende a 0 cuando v — 0 por la proposiciéon 10.9, uniformemente en x € B(xg,1). W

Proposicién 10.11. Si f es localmente integrable y g € C*(R?) tiene soporte compacto,
entonces fx g€ CHRY) y 0;(f xg) = f*0jg para j =1,...,d.

Demostracion. Escribamos (f * g)(z) = (g * f)(z) = [g(z — y) f(y) dy y fijemos z¢ y j.
Para 0 < [t| <1,

(f xg)wo +te;) = (Fx9)wo) _ [9(@otte; —y) —glmo—y) o

dy.
" . y) dy

Por el teorema del valor medio, el cociente del integrando esté acotado por ||0;g||ec, ¥ se
anula salvo si y € K = {y : dist(xg — y,supp g) < 1}, compacto. Asi el integrando esta
dominado por ||0;9|ls|f|1Kk, integrable, y converge a 0jg9(xo — y)f(y) cuando t — 0.
Por convergencia dominada (aplicada a cualquier sucesion t, — 0), 9;(f * g)(xo) =
(059 * f)(x0) = (f * 0j9)(x0). Como 0;g es continua de soporte compacto, f * J;g es
continua por la proposiciéon 10.10. [ |

Por induccién, si g € C* con soporte compacto, entonces f * g € C*: la convolucién
hereda la regularidad del factor méas regular.

Ejemplo 10.12. Sean f = 1|y ), que es discontinua en 0, y g = 19 . Entonces

1
(f * g)(m) = A 1[0,00)(3j - y) dy = m([oa 1] N (—0071‘]) = min{méx{x, 0}7 1}7

que es continua (figura 10.1). Si g es la densidad de una variable aleatoria Y, entonces
(f*xg)(x) = [ f(x—y) py(dy) = E[f(z—Y)]: convolucionar es promediar los trasladados
de f segin la ley de Y.

10.5 Convolucion de medidas

Definicién 10.13. Sean u,v medidas finitas sobre (R%, %Bga) v a(z,y) = = +y. La
convolucion de p y v es la medida imagen

/,L*I/Z(N(XJV)OO[_I, es decir, (o v)( /Rd/ 1g(z +y) p(dr) v(dy).
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10.5. Convolucion de medidas

Figura 10.1: Regularizacion: la convolucion del escalén 1jg o) con 1 1) es una rampa continua.
(El factor g se dibuja a media altura para no superponerlo.)

Proposicion 10.14. Sean p,v, A medidas finitas sobre Bya.

(a) Para toda h : R* — [0, 40c] boreliana, y para toda h boreliana acotada,

[ndtusv)= [ [ o+ y) (o) vidy).

(b)) pxv=vspy Axp)*sv=>~Ax(u*v).

(¢) (s v)(RY) = pu(R) p(RY).

(d) Sidu= fdm ydv=gdm con f,g > 0 integrables, entonces d(uv) = (f*g)dm.
(e) p+do=p Yy da* 0 = datb-

Demostracion. (a) Es la proposicién 5.24 junto con el teorema de Tonelli (o Fubini,
para h acotada: p ® v es finita). (b) La conmutatividad se sigue de (a) y de Tonelli,
que permite intercambiar el orden de integracién. Para la asociatividad, por (a) ambas
medidas asignan a E el valor [[[1g(z + y+ z) A(dx) p(dy) v(dz). (c) Tomar h =1 en
(a). (d) Por (a), Tonelli y el cambio z — x — y, para h > 0 boreliana,

[nagew) = [ [ narp @) drdy= [ [ b s@-g)dzdy = [ (rxg)dm.

(€) [hd(pxdo) = [ h(z+0)uldz) y [ hd(ba*d) = h(a+b). u

Por el razonamiento de la proposicién 10.1, la ley de la suma de dos vectores aleatorios
independientes es la convolucion de sus leyes: ux+y = px * gy, tengan o no densidad.
La convolucién se extiende a medidas con signo finitas, con ||u* v| < ||u||||v| para la
norma de variacién total; véase Folland [1, seccién 8.2]. A diferencia de L', el espacio
de las medidas finitas si tiene unidad para la convolucién: .

Resumen del capitulo

B fxg(x) = [ f(z — y)g(y) dy esté definida c.t.p. para f,g € L1, y [|f % glls <
Ilf1l1llg]l1; la convolucién es conmutativa y asociativa.

B C,(R?) es denso en L', y las traslaciones son continuas en L'.

B f x g es tan regular como el mas regular de los factores: continua si g € L™
tiene soporte compacto, C* si g € Cff.

B Si X, Y son independientes, pux+y = px *py,y con densidades, px+y = px *py.
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APENDICE A

Resultados auxiliares

A.1 Topologia de R? y calculo

Teorema A.1 (Heine Borel). Un subconjunto de R® es compacto si y solo si es cerrado
y acotado. Todo cubrimiento abierto de un compacto admite un subcubrimiento finito.

Teorema A.2 (Propiedad de Lindelof). Todo cubrimiento abierto de un subconjunto
A C RY admite un subcubrimiento numerable. Si {Uy}aen son abiertos (relativos a A),
existe I C A numerable con Upep Ua = Uaer Ua-

Idea. La familia de las bolas B(q,r) con ¢ € Q¢ y r € Q¢ es numerable, y todo abierto
es union de las bolas de esa familia que contiene. Para cada tal bola contenida en algin
U, se elige uno de esos a. |

Teorema A.3 (Continuidad uniforme). Toda funcion continua sobre un compacto
K C R? es uniformemente continua y alcanza su mdzimo y su minimo en K.

Teorema A.4 (Desigualdad del valor medio). Sea U C RY abierto, f € C1(U,R¥) y
x,y € U tales que el segmento [x,y| estd contenido en U. Entonces

1 (y) = f@) < sup [Df(2)]l[ly — =,

z€[z,y]

para cualquier par de normas en R% y R*, con la norma de operadores correspondiente.

Ademds f(y) — f(z) = Jo Df(x + tly — 2))(y — =) dt.

A.2 Algebra lineal

En R? con el producto interno usual, la adjunta de T : R* — R? lineal es la tnica
T* lineal con (u,Tv) = (T™u,v) para todos u,v; en la base candnica, su matriz es la
traspuesta. T' es autoadjunta si T* =T,y (semidefinida) positiva si ademés (Tv,v) >0
para todo v (definida positiva si la desigualdad es estricta para v # 0). Q es ortogonal
(una isometria lineal) si Q*Q = I, lo que equivale a ||Qu| = ||v|| para todo v; entonces
|det Q| = 1.

Teorema A.5 (Teorema espectral). Si T es autoadjunta, existen @ ortogonal y D
diagonal con T = Q~*DQ. Si T es positiva (resp. definida positiva), las entradas de D
son >0 (resp. > 0).
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A.3. La funcién Gamma

Proposicién A.6 (Rafz cuadrada). Si T es positiva, existe una tnica /T positiva con
VT o VT =T; si T =Q 'DQ como arriba, VT = Q~'/DQ, donde /D toma la raiz

de cada entrada.

Teorema A.7 (Descomposicién polar). Si T : R? — R es invertible, entonces T*T es
definida positiva, P = /T*T es invertible, y Q = TP~ es ortogonal. Asi T = QP, con
det P = /det(T*T') = |det T|.

Demostracion. (T*Tv,v) = ||Tv||> > 0 para v # 0, y Q*Q = P 'T*TP~! =
P~1P2P~1 = [ (véase también el ejercicio 7.19). |

A.3 La funcion Gamma
Para s > 0, I'(s) = [;°t*"le~! dt es finita (la integral converge en 0 porque s—1 > —1
y en oo por el decaimiento exponencial). Integrando por partes, I'(s + 1) = sT'(s), y

I'(1) = 1, de modo que I'(n + 1) = n!. Con el cambio ¢t = u? y la proposicién 9.5,

I(}) = fpe ™ du= /7.
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