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1. El modelo

A continuación, tomando como base al modelo de ciclos económicos reales, vamos a incorporar

el gasto público en el modelo, de tal manera que éste sea complementario al capital privado como

insumo productivo. Consideraremos que todo el gasto público es inversión pública, y que esta se

acumula en el tiempo para formar capital público (infraestructura). Esta última se deprecia a una

tasa diferente y algo menos que el capital del sector privado. Finalmente, asumimos que la inversión

pública se �nancia con impuestos, que son cobrados a las familias. Estos impuestos no generan

distorsiones, son de suma alzada1.

1.1. Las familias

Empezamos por las familias. Sus preferencias sobre el espacio de consumo

ℓ∞ × ℓ∞ =

{
(Ct)t≥0 ⊂ R+ : sup

t
|Ct| <∞

}
×
{
(Nt)t≥0 ⊂ R+ : sup

t
|Nt| <∞

}
,

vienen representadas por

Vt = Et

[ ∞∑
k=0

βk (u(Ct+k)− v(Nt+k))

]
donde

▶ β ∈ (0, 1) es el factor de descuento subjetivo, i.e. β = 1
1+ϱ con ϱ la tasa de descuento subjetiva,

▶ Et[·] denota la esperanza condicional dado el conjunto de información en el tiempo t, o sea

Et[·] = E[·|Ft] donde Ft es una �ltración,

▶ u(Ct+k) es la utilidad que brinda el consumo en t+ k, siendo u(·) una función de utilidad tipo

Bernouilli (estrictamente creciente y cóncava), y �nalmente,

▶ v(Nt+k) es la desutilidad generada por el trabajo (N denota horas de trabajo), con v(·) estric-
tamente creciente y convexa.

Para simpli�car las derivaciones, consideramos como de costumbre

u(C) =
C1−σ − 1

1− σ
, σ ≥ 0, σ ̸= 1 (función de utilidad CRRA)

v(N) =
N1+ν

1 + ν
,

1Los impuestos de suma alzada son pagos �jos que el Estado cobra a los individuos, independientemente de su
nivel de ingreso, consumo o trabajo. No afectan los incentivos económicos y, por tanto, no generan distorsiones en las
decisiones de los agentes.
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siendo σ la aversión relativa al riesgo y ν la inversa de la elasticidad de la oferta del trabajo. Cuando

σ = 1, se extiende naturalmente u(C) a lnC usando la regla del Hôpital.

La restricción presupuestaria de las familias en cada t ∈ Z+ viene dada por

Ct +Bt = WtNt︸ ︷︷ ︸
Renta del trabajo.

+ Πt︸︷︷︸
Participación en las �rmas.

− Tt︸︷︷︸
Impuestos.

+ (1 + rt−1)Bt−1︸ ︷︷ ︸
Rendimiento de los activos.

(1)

donde Tt = IGt con IGt la inversión pública.

1.1.1. Condiciones de primer orden

Para derivar las condiciones de primer orden, vamos a utilizar dos enfoques. El primero es el del

Lagrangiano in�nito, y el segundo el de la ecuación de Bellman (Lucas et al., 1989; Sargent and

Ljungqvist, 2004). El problema de considerar el Lagrangiano in�nito, es que debemos asegurar la

convergencia uniforme de la serie para poder permutar la derivada con la suma. No obstante, Ben-

veniste and Scheinkman (1979); Marcet and Marimon (2011) aseguran la equivalencia. Existe una

condición más que surge del hecho que para poder igualar el número de endógenas con ecuaciones

linealmente independientes, se requiere un criterio de optimalidad sobre IGt . Esta condición la vi-

sualizaremos más adelante. Un enfoque alternativo involucra IGt exógeno (para simular shocks como

los de At).

Proposición 1.1. Las condiciones de primer orden (formulando un Lagrangiano in�nito o ecuación

de Bellman) de las familias están dadas por

C−σ
t = βEt[C

−σ
t+1(1 + rt)] (2)

C−σ
t Wt = Nν

t . (3)

Demostración. Formamos el Lagrangiano, cuya convergencia uniforme se asegura vía β ∈ (0, 1) -

esto por el teorema de la convergencia dominada permite derivar el Lagrangiano:

L = Et

∞∑
k=0

βk

[
C1−σ
t+k − 1

1− σ
−
N1+ν

t+k

1 + ν
+ λt+k (Wt+kNt+k +Πt+k − Tt+k + (1 + rt+k−1)Bt+k−1 − Ct+k −Bt+k)

]
.

Fijando k = 0, las CPO proveen Las condiciones de primer orden son:

∂L
∂Ct

= 0 : C−σ
t = λt

∂L
∂Nt

= 0 : λtWt = Nν
t
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∂L
∂Bt

= 0 : λt = βEt[λt+1(1 + rt)].

Note que usamos que Et[Xt] = Xt. Sustituyendo λt = C−σ
t , se obtienen las condiciones óptimas:

(Ecuación de Euler) C−σ
t = βEt

[
C−σ
t+1(1 + rt)

]
(4)

(Ecuación del trabajo) C−σ
t Wt = Nν

t . (5)

Observación. Respecto al modelo clásico de RBC, lo único que cambia es que en la restricción

Tt ̸= Gt pero más bien Tt = IGt . Como las preferencias se ven inalteradas, las CPO son las mismas.

Observación. Respecto a la ecuación de Bellman, se de�ne:

V (Bt−1) = máx
Ct,Nt,Bt

{
C1−σ
t − 1

1− σ
− N1+ν

t

1 + ν
+ βEt [V (Bt)]

}
sujeto a:

Ct +Bt =WtNt +Πt − Tt + (1 + rt−1)Bt−1.

Sustituyendo la restricción en la función objetivo:

Vt(Bt−1) = máx
Nt,Bt

{
(WtNt +Πt − Tt + (1 + rt−1)Bt−1 −Bt)

1−σ − 1

1− σ
− N1+ν

t

1 + ν
+ βEt [Vt+1(Bt)]

}
.

Las condiciones de primer orden (CPO) son:

Con respecto a Bt (ahorro): −C−σ
t + βEt [V

′(Bt)] = 0.

Con respecto a Nt (trabajo): C
−σ
t Wt = Nν

t .

La derivada de la función valor respecto al estado Bt−1 se obtiene usando el Teorema de la Envolvente

(Milgrom and Shannon, 1994):

V ′(Bt−1) = C−σ
t (1 + rt−1).

Además, reemplazando en la CPO de ahorro:

C−σ
t = βEt

[
C−σ
t+1(1 + rt)

]
,

lo cual coincide con (4) y (5).
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1.2. Las �rmas

Observación. Antes de analizar el modelamiento de IGt , nos enfocamos únicamente en las CPO al

haber incorporado el gasto como capital complementario en la función de producción.

Respecto a las �rmas, sus utilidades vienen dadas por

Ωt = Et

[ ∞∑
k=0

βk
(
Ct+k

Ct

)−σ

(Yt+k −Wt+kHt+k − IPt+k)

]

▶
(
Ct+k

Ct

)−σ
representa el descuento estocástico estandarizado de utilidad marginal del consumo

desde el punto de vista de los hogares (las empresas le pertenecen a las familias, que reciben

un �ujo incierto de pagos). Formalmente:

(
Ct

Ct+k

)−σ

=
k∏

j=1

(
Ct+j−1

Ct+j

)σ

=
k∏

j=1

[β(1 + rt+j−1)] = βk
k−1∏
j=0

(1 + rt+j).

Por lo que (
Ct+k

Ct

)−σ

=
1

βk
∏k−1

j=0(1 + rr+j)
.

▶ Yt+k = At+kK
α
t+k−1H

γ
t+kG

θ
t+k−1 con α + γ ≤ 1, 0 < α, γ < 1, θ ≥ 0 asegurando así la cuasi-

concavidad estricta y diferenciabilidad sobre R3
++, (Turnovsky and Fisher, 1995; Cassou and

Lansing, 1998). Si bien otras especi�caciones son plausibles, como funciones CES

Yt = At ·
[
Gγ

t−1 · ω
(
aKK

ρ−1
ρ

t−1 + aHH
ρ−1
ρ

t

) ρ
ρ−1

+ (1− ω)Gt−1

]η

la forma funcional escogida simpli�ca el análisis considerablemente, permitiendo realizar álge-

bra cerrado, y es un supuesto razonable (Hsieh and Klenow, 2009).

▶ Wt+k denota los salarios,

▶ Ht+k denota la demanda de trabajo (horas de trabajo contratadas) que es un insumo,

▶ Kt+k−1 es el capital privado de la �rma, que se toma como dado un periodo adelante,

▶ Gt+k−1 es el gasto público, opera como un insumo complementario productivo de carácter

exógeno, que potencia la e�ciencia marginal del capital y el trabajo privado.

▶ IPt representa la inversión privada.
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Finalmente, se cumple que (Lansing, 1994):

Kt = (1− δ)Kt−1 + IPt

Gt = (1− δG)Gt−1 + IGt ,

con δG < δ, y que la ley del movimiento de la productividad viene dada por el proceso AR(1)

lnAt = ρ lnAt−1 + εt, εt ∼ N(0, σ2), ρ ∈ (0, 1].

Observación. La inversión pública se �nancia con impuestos, que son cobrados a las familias, es por

eso que IGt no aparece en la estructura de costos de la �rma.

Observación. Notemos que el modelo podría generalizarse un poco más considerando que G se

destina tanto a las �rmas como insumo así como a las familias como bien público. En dicho caso,

tendríamos G = GH+GF y V : R3
+ → R, V = V(C,N,G) la utilidad de los consumidores extendidas

(ver por ejemplo Sargent and Ljungqvist (2004)).

En este modelo, el capital público Gt se incorpora como un insumo complementario que incremen-

ta la productividad total de los factores, pero que no es elegido ni �nanciado por las �rmas. Esta

formulación es consistente con la visión propuesta por Nordhaus (1969), quien argumenta que el

parámetro de productividad At representa el resultado de avances tecnológicos, conocimiento acu-

mulado y factores institucionales exógenos a la empresa, y por tanto no debe modelarse como un

insumo optimizable. De manera análoga, el capital público puede entenderse como parte del entorno

tecnológico efectivo, al in�uir positivamente sobre el producto sin alterar directamente las condicio-

nes de elección de los agentes privados. Esta interpretación es reforzada empíricamente por Aschauer

(1998), quien muestra que el stock de infraestructura pública posee un efecto signi�cativo y posi-

tivo sobre el desempeño económico agregado, actuando como un determinante de la productividad

multifactorial. Asimismo, en línea con el enfoque de Klenow and Rodríguez-Clare (2005), puede

pensarse que parte del crecimiento económico no atribuido directamente a los insumos tradicionales

puede capturarse a través de mejoras institucionales y de infraestructura, como el capital público,

que operan indirectamente sobre la e�ciencia de la economía. Por tanto, su inclusión en la función de

producción no responde a un criterio de optimización por parte de las �rmas, sino al reconocimiento

de su rol como externalidad tecnológica agregada.
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t = 0 t = 1 t = 2

G0 G1 G2

δGG0 δGG1
IG1 IG2

Y1 Y2

G0 → Y1 G1 → Y2

T1 = IG1 T2 = IG2

Figura 1: Dinámica de Gt.

1.2.1. Condiciones de primer orden

En este caso la optimización es irrestricta pero condicionada a dinámicas, i.e., similar a los

problemas de control óptimo con horizonte de tiempo �nito en tiempo continuo. En este caso, como

la relación entre It y Kt,Kt−1 es lineal, podemos reemplazar directamente en la función objetivo

(Cerdá Tena, 1991)

Ωt = Et

∞∑
k=0

βk
(
Ct+k

Ct

)−σ

[Yt+k −Wt+kHt+k − (Kt+k − (1− δ)Kt+k−1)].

La �rma recibe Gt �nanciado por las familias pero no decide sobre esta variable. Por lo tanto, las

CPO son sobre Kt y Ht únicamente. De este modo, obtenemos

∂Ωt

∂Ht
= γAtK

α
t−1H

γ−1
t Gθ

t−1 −Wt = 0

∂Ωt

∂Kt
= −1 + βEt

{(
Ct+1

Ct

)−σ [
αAt+1K

α−1
t Hγ

t+1G
θ
t + (1− δ)

]}
= 0.

2. Dinámica, equilibrio y log-linealización

2.1. Condiciones de equilibrio

(i) Bt = 0 (mercado de bonos)

(ii) Yt = Ct + IPt + IGt (identidad contable agregada)

(iii) Nt = Ht (mercado de trabajo)

(iv) Tt = IGt (presupuesto del gobierno)
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(v)


Kt = (1− δ)Kt−1 + IPt

Gt = (1− δG)Gt−1 + IGt

(leyes de movimiento del capital privado y público)

(vi) C−σ
t Wt = Hν

t (oferta de trabajo)

(vii) C−σ
t = βEt

[
C−σ
t+1(1 + rt)

]
(ecuación de Euler)

(viii) 1 = βEt

[(
Ct+1

Ct

)−σ (
α
Yt+1

Kt
+ 1− δ

)]
(Q de Tobin)

(ix) Wt = γ
Yt
Ht

(productividad marginal del trabajo)

(x) Yt = AtK
α
t−1H

γ
t G

θ
t−1 (tecnología agregada)

(xi) lnAt = ρ lnAt−1 + εt, εt ∼ N (0, σ2) (shock de productividad)

2.2. Estado estacionario

En el estado estacionario:

(i) B = 0 (ii) Y = C + IP + IG

(iii) N = H (iv) T = IG

(v) IP = δK (vi) IG = δGG

(vii) C−σW = Hν (viii) β =
1

1 + r

(ix) 1 = β

(
α
Y

K
+ 1− δ

)
(x) W = γ

Y

H

(xi) Y = KαHγGθ (xii) A = 1

Al �nal, todo se reduce a

(1) Y = C + δK + δGG

(2) HνCσ =
γY

H

(3) 1 = β

(
αY

K
+ 1− δ

)
(4) Y = KαHγGθ.
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Notamos que falta una ecuación, pues tenemos 5 endógenas {Y,C,K,H,G} y 4 ecuaciones li-

nealmente independientes. Para resolver este problema (y de hecho, la lógica del modelo), es necesario

analizar qué criterio de optimalidad sigue IGt . Vamos a presentar dos modelos:

1. Inversión pública endógena: se deriva de una condición de optimalidad.

2. Inversión pública exógena: sigue un AR(1). Esto es consistente y se alinea con los ejercicios de

FIR más adelante.

2.3. Inversión pública endógena

Siguiendo a Cassou and Lansing (1998), es razonable y consistente postular que el estado maxi-

miza la utilidad de las familias sujetas a la restricción de demanda agregada:

Yt = AKα
t−1H

γ
t G

θ
t−1 = Ct +Kt − (1− δ)Kt−1 +Gt − (1− δG)Gt−1︸ ︷︷ ︸

=Ct+IGt +IPt

.

Así, podemos de�nir

L = Et

∞∑
k=0

βk

[
C1−σ
t+k − 1

1− σ
− Nν

t+k

1 + ν
+ ψt+k

(
AKα

t−1H
γ
t G

θ
t−1 − Ct +Kt − (1− δ)Kt−1 +Gt − (1− δG)Gt−1

)]
.

Derivando respecto a Ct, Gt:

∂L

∂Ct
= C−σ

t − λt = 0

∂L

∂Gt
= βEt

[
λt+1θAt+1K

α
t H

γ
t G

θ
t−1 + (1− δG)

]
− λt = 0.

Con lo cual:

1 = βEt

[(
Ct+1

Ct

)−σ θYt+1

Gt
+ (1− δG)

]
.

De este modo, incorporando esta nueva condición de equilibrio, tenemos

1 = β
θY

G
+ (1− δG).

Finiquitemos el negocio resolviendo el sistema no lineal

(1) Y = C + δK + δGG

(2) HνCσ =
γY

H

10



(3) 1 = β

(
αY

K
+ 1− δ

)
(4) Y = KαHγGθ

(5) 1 = β

(
θY

G
+ 1− δG

)
.

Para resolver el sistema, podríamos emplear métodos numéricos que hacen uso de Lema de Shape

paramétrico, pero el problema es que el algoritmo que usa bases de Görbner depende de los pará-

metros que se escojan (Kubler and Schmedders, 2010). Por ende, usamos la identidades y buscamos

simpli�caciones algebraicas:

▶ Primero, de (3) y (5), podemos despejar

Y

K
=

1− β(1− δ)

αβ

Y

G
=

1− β(1− δG)

θβ
.

▶ De (1):
Y

K
=
C

K
+ δ +

δGG

K
.

Como tenemos Y/K y Y/G, automáticamente tenemos G/K:

G

K
=

Y
K
Y
G

=
θ

α

1− β(1− δ)

1− β(1− δG)
.

Así,
C

K
=

1− β(1− δ)

αβ
− δ − θδG

α

1− β(1− δ)

1− β(1− δG)
.

▶ Si tomamos Y
H por el momento como dado, de (2):

γY

H
= HνCσ

γY

H
= HνCσK

ν+σ

Kν+σ

K =

[
(1− α)

(
C

K

)−σ Y

H

(
H

K

)−ν
] 1

σ+ν

.

▶ Ahora bien, si asumimos σ = 1, i.e. u(C) = lnC:

H =

(
γ
Y

C

) 1
1+ν

=

(
γ
Y

K

K

C

) 1
1+ν

.
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▶ Falta solo entonces determinar Y/H:

Y

H
=
KαHγGθ

H

Y

H
=

(
Y

Y/K

)α

Hγ−1

(
Y

Y/G

)θ

Y

H
= Y α+θ(Y/K)−α(Y/G)−θHγ−1

Y 1−α−θ = (Y/K)−α(Y/G)−θHγ

Y =
[
(Y/K)−α(Y/G)−θHγ

] 1
1−α−θ

Y

H
=

[
(Y/K)−α(Y/G)−θ

(
γ Y
K

K
C

) γ
1+ν

] 1
1−α−θ

(
γ Y
K

K
C

) 1
1+ν

.

2.4. Exogeneidad en la inversión pública

Un modelo adicional que simulamos es uno donde

ln IGt = ς ln IGt−1 + ϵt

con ς ∈ (0, 1) y ϵt ∼ D(0, σ2). Ante esta modi�cación, no aparece la llamada G− de Tobin. Además,

en el estado estacionario:

B = 0

Y = C + IP + IG

N = H

T = IG

IP = δK

IG = 1

G =
1

δG

C−σW = Hν

β(1 + r) = 1

1 = β

(
α+

Y

K
+ 1− δ

)
W = (1− α)︸ ︷︷ ︸

=γ

Y

H
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Y = KαH1−αGθ

A = 1.

Al �nal todo se reduce en este caso al sistema no lineal de cuatro ecuaciones:

Y = C + δK + 1

HνCσ =
(1− α)Y

H

1 = β

(
αY

K
+ 1− δ

)
Y = KαH1−α(δG)−1.

En este caso, se recuperan las relaciones:

Y

K
=

1− β(1− δ)

βα

Y

H
=

(
βα

1− β(1− δ)

) α
1−α

(
1

δG

) 1
1−α

C

K
=
Y

K
− δ − 1

δGK

K =

[
(1− α)

(
C

K

)−σ Y

H

(
H

K

)−ν
] 1

σ+ν

.

t = 0 t = 1 t = 2

G0 G1 G2

δGG0 δGG1

IG1 exógeno IG2 exógeno

IG2 = ϕIG1 + εg2

Y1 Y2

G0 → Y1 G1 → Y2

T1 = IG1 T2 = IG2

Figura 2: Dinámica caso exógeno.
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2.5. Log-linealización: caso endógeno

Proposición 2.1. El sistema resultante de ecuaciones linealizadas en torno al estado estacionario

es el siguiente:

−σct + wt = νht (1: Oferta de trabajo) (6)

−σct = Et [−σct+1 + rt] (2: Ecuacion de Euler) (7)

yt = at + αkt−1 + γht + θgt−1 (3: Producción) (8)

yt − ht = wt (4: Demanda de trabajo) (9)

0 = Et [−σ(ct+1 − ct) + ξ(yt+1 − kt)] (5: Q-Tobin linealizado) (10)

0 = Et [−σ(ct+1 − ct) + η(yt+1 − gt)] (5.2: G-Tobin linealizado) (11)

yt =
C

Y
ct +

δK

Y
iPt +

δGG

Y
iGt (6: Identidad de recursos) (12)

kt = δiPt + (1− δ)kt−1 (7: Acumulacion de capital) (13)

gt = δGiGt + (1− δG)gt−1 (7.2: Acumulacion de capital publico) (14)

at = ρat−1 + εt (8: Proceso AR(1) para productividad) (15)

Donde:

ct, ht, yt, it, kt, wt, rt, at, gt son desviaciones logarítmicas de las variables respectivas respecto a

su estado estacionario.

ξ y η son expresiones auxiliares de�nidas como:

ξ :=
α · Y

K

α · Y
K + (1− δ)

y

η =
θ · Y

G

θ · Y
G + (1− δG)

.

Demostración. Todo es consecuencia inmediata de lo siguiente: Las variables se expresan como

desviaciones logarítmicas respecto a su valor de estado estacionario. Por ejemplo, siX es una variable,

se de�ne xt := ln(Xt)−ln(X̄), lo cual es una aproximación de primer orden de la variación porcentual:

lnXt ≈ ln X̄ +
Xt − X̄

X̄
⇒ xt ≈

Xt − X̄

X̄
.
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En efecto, por Taylor:

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k,

se sigue que

lnx ≃ lnx0 +
d

dx
[lnx]

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0).

Asimismo, si tuviéramos Φ : Rn → R, su�cientemente diferenciable, su expansión de Taylor en torno

a un punto x0 ∈ Rn, al variar en la dirección h ∈ Rn, está dada por:

Φ(x0 + h) =
∑
|ζ|≤m

1

ζ!
DζΦ(x0)h

ζ +Rm(x0, h),

donde:

ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Nn es un multiíndice,

|ζ| = ζ1 + · · ·+ ζn,

ζ! = ζ1! · · · ζn!,

hζ = hζ11 · · ·hζnn ,

DζΦ = ∂|ζ|Φ

∂x
ζ1
1 ···∂xζn

n

,

Rm(x0, h) es el término de residuo, de orden o(∥h∥m) cuando h→ 0.

En particular, si m = 2, se tiene:

Φ(x0 + h) = Φ(x0) +∇Φ(x0) · h+
1

2
h⊤D2Φ(x0)h+ o(∥h∥2)︸ ︷︷ ︸

.
=Φ(x)≃Φ(x0)+∇Φ(x0)(x−x0)+

1
2
(x−x0)THΦ(x0)(x−x0)

.

De este modo, haciendo siempre uso de las condiciones de equilibrio:

1. Para la oferta de trabajo:

C−σ
t Wt = Hν

t

−σ lnCt + lnWt = ν lnHt

−σ lnCt + σ lnC − σ lnC + lnWt − lnW + lnW = ν lnHt − ν lnH + ν lnH

−σct + wt = νht.
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2. Ecuación de Euler: si X es una v.a. tal que X = 0 casi seguramente, entonces Et[X] = 0 para

cualquier t. En consecuencia, podemos analizar

C−σ
t = βC−σ

t+1(1 + rt)

−σ lnCt = lnβ − σ lnCt+1 + ln(1 + rt)︸ ︷︷ ︸
≃rt

−σ lnCt + σ lnC = lnβ − σ lnCt+1 + σ lnCt+1 + rt − r + r

−σct = Et[−σct+1 + rt].

Un procedimiento directo conduce a:

C−σ
t ≃ C

−σ
[
1− σ

Ct − C

C

]
= C

−σ
(1− σCt)

1 + rt = 1 + r − r + rt

= 1 + r̂t + r

≃ (1 + r̂t)(1 + r)

C
−σ

(1− σct) = βEt

[
C

−σ
(1− σct+1)(1 + r)(1 + rt)

]
1− σct = Et[(1− σct+1)(1 + rt)]

1− σct ≃ Et[1− σct+1 + rt].

Alternativamente, asumiendo log-normalidad en el crecimiento del consumo (Cochrane, 2005),

y considerando los términos de orden dos négligeables: lnEt[X] ≃ Et[lnX].

3. Producción:

Yt = AtK
α
t−1H

γ
t G

θ
t−1

lnYt = lnAt + α lnKt−1 + γ lnHt + θ lnGt−1

lnYt − lnY + lnY = lnAt − ln 1 + ln 1 + α lnKt−1 − α lnK + α lnK

+ γ lnHt − γ lnH + γ lnH + θ lnGt−1 − θ lnG+ θ lnG

yt = at + αkt−1 + γht + θgt−1.
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4. Demanda de trabajo:

γ
Yt
Ht

=Wt

ln γ + lnYt − lnHt = lnWt

ln γ + lnYt − lnY − lnHt + lnH = lnWt − lnW + lnW

yt − ht = wt

5. Q−Tobin: por un argumento similar a lo analizado para la ecuación de Euler:

0 = lnβ + Et

[
−σ lnCt+1 + σ lnCt + ln

(
α
Yt+1

Kt
+ 1− δ

)]
.

Ahora bien,

ln

(
α
Yt+1

Kt
+ 1− δ

)
≃ ln

(
α
Y

K
+ 1− δ

)
+

 α/K

α Y
K
+1−δ

−αY/K2

α Y
K
+1−δ

[
Yt+1 − Y Kt −K

]

Dado que 
α/K

α Y
K
+1−δ

−αY/K2

α Y
K + 1− δ︸ ︷︷ ︸

=ξ


[
Yt+1 − Y Kt −K

]
=

αY/K

α Y
K + 1− δ

 Yt+1−Yt

Y

−
(
Kt−K

K

)
 ,

llegamos a:

0 = lnβ + Et

[
−σ lnCt+1 + σ lnCt + ln

(
α
Y

K
+ 1− δ

)
+ ξyt+1 − ξkt

]
.

Sumando y restando las desviaciones del logaritmo del consumo, concluimos. que:

0 = Et [−σ(ct+1 − ct) + ξ(yt+1 − kt)] .

6. G− de Tobin: es análogo al caso anterior.

7. Identidad de recursos:

Yt − Y + Y = Ct − C + C + IPt − IP + IP + IGt − IG − IG

Yt − Y

Y
=
C

C

Ct − C

Y
+
IPt − IP

Y

IP

IP
+
IGt − IG

Y

IG

IG

17



yt =
C

Y
ct +

IP

Y
iPt +

IG

Y
iGt

yt =
C

Y
ct +

δK

Y
iPt +

δGG

Y
iGt .

8. Acumulación del capital privado:

Kt = (1− δ)Kt−1 + IPt

Kt −K +K = (1− δ)(Kt−1 −K +K) + IPt − IP + IP

Kt −K = (1− δ)(Kt−1 −K) + IPt − IP

Kt −K

K
= (1− δ)

Kt−1

K
+
IPt − IP

K

kt = (1− δ)kt−1 + δiPt .

9. Acumulación del capital público:

Gt = (1− δG)Gt−1 + IGt

Gt −G+G = (1− δG)(Gt−1 −G+G) + IGt − IG + IG

Gt −G = (1− δG)(Gt−1 −G) + IGt − IG

Gt −G

G
= (1− δG)

Gt−1

G
+
IGt − IG

G

gt = (1− δG)gt−1 + δGiGt .

10. AR(1) para la productividad:

lnAt = ρ lnAt−1 + εt

lnAt − ln 1 = ρ(lnAt−1 − ln 1) + εt

at = ρat−1 + εt.

2.6. Log-linealización: caso exógeno

Proposición 2.2. El sistema resultante de ecuaciones linealizadas en torno al estado estacionario

es el siguiente:

−σct + wt = νht (1: Oferta de trabajo) (16)
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−σct = Et [−σct+1 + rt] (2: Ecuacion de Euler) (17)

yt = at + αkt−1 + γht + θgt−1 (3: Producción) (18)

yt − ht = wt (4: Demanda de trabajo) (19)

0 = Et [−σ(ct+1 − ct) + ξ(yt+1 − kt)] (5: Q-Tobin linealizado) (20)

yt =
C

Y
ct +

δK

Y
iPt +

1

Y
iGt (6: Identidad de recursos) (21)

kt = δiPt + (1− δ)kt−1 (7: Acumulacion de capital) (22)

gt = δGiGt + (1− δG)gt−1 (7.2: Acumulacion de capital publico) (23)

at = ρat−1 + εt (8: Proceso AR(1) para productividad) (24)

iGt = φiGt−1 + ϵt (9: Proceso AR(1) para la inversión pública (25)

Donde:

ct, ht, yt, it, kt, wt, rt, at, gt son desviaciones logarítmicas de las variables respectivas respecto a

su estado estacionario.

y

ξ :=
α · Y

K

α · Y
K + (1− δ)

.

2.7. Identi�cación de variables

Siguiendo a Acemoglu (2009); Adda and Cooper (2003); Kamien and Schwartz (1991); Kreps (2012);

Sargent (1987); Stachurski (2009); Chiang (1992):

De�nición 1. Una variable de estado en un modelo dinámico es una variable que cumple con

las siguientes propiedades:

Resume toda la información relevante del pasado para predecir el futuro junto con las decisiones

actuales.

Está dada al inicio del periodo (es decir, el agente la toma como exógena al momento de

decidir).

Sigue una ecuación de transición (ley de movimiento) que la hace depender de su valor pasado

y de las variables de control.

Condiciona las decisiones actuales, ya que representa el punto de partida del problema dinámico

en cada periodo.
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De�nición 2. Una variable de control es una variable que:

Es elegida libremente por el agente en el periodo actual t, dadas las condiciones iniciales y las

restricciones del modelo.

Afecta el valor futuro de las variables de estado y también el �ujo de utilidad o ganancias.

Puede ajustarse instantáneamente (en contraste con las variables de estado, que evolucionan

con fricción).

Usando la notación y palabras de Stachurski (2009), �el vector de estado xt constitute una descrip-

ción completa de la posición actual del sistema [...] el vector de control ut contiene las variables bajo

control parcial del problem solver, que inciden sobre xt+1 dado xt�. En los modelos, usualmente

la atención es sobre la(s) variable(s) de control pues determinan la de estado dada una condición

inicial. Por ejemplo, en el caso continuo:

x′(t) = f(x(t),u(t), t) + vt,

donde vt es un término de error. En el caso discreto:

x(t+ 1) = f(x(t),u(t), t) + vt.

Así pues, en nuestro caso, en el periodo t:

▶ ut =
(
Ct, I

P
t , I

G
t , Nt(Ht)

)
constituye el vector de controles, y,

▶ xt = (Kt−1, Gt−1, At) el vector de estado, con dinámica:

xt+1 =


1− δ 0 0

0 1− δG 0

0 0 ρ

+


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




IPt

IGt

Ct

Nt

+


0

0

εt

 .

Hay tres variables del modelo que no aparecen en estas de�niciones: Wt, rt y Yt. ¾Por qué? Pues

estas son variables de equilibrio. Notar que las de�niciones dadas no engloban a estas últimas.

2.7.1. Exogeneidad de la inversión

En este caso, It sigue un AR(1) y es exógena. Por lo tanto, x(t) = (Kt−1, Gt−1, At, I
G
t ) y u(t) =

(Ct, I
P
t , H − t). Notar que IGt exógena es más consistente con las simulaciones, donde se

pide un shock externo.
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3. Calibración

Siguiendo fundamentalmente a Castillo and Rojas (2014) y complementando con una revisión del

estado del arte de la calibración (incluyendo por ejemplo ECON 202 UCB dictado por el Profesor

Yuriy Gorodnichenko:

Parámetro Valor Fuente

β 0.99 Sims (2017), Wellschmied (nd)
α 0.33 Wellschmied (nd)
γ 1− α Supuesto (rendimientos a escala)
δ 0.025 Sims (2017)
ρ 0.8 Castillo and Rojas (2014)
σ 1 Castillo and Rojas (2014)
ν 0.5 Notas de clase y Castillo and Rojas (2014)
δG {0.01, 0.02}, Leeper et al. (2010)

Cuadro 1: Parámetros calibrados del modelo

Note que solo falta especi�car θ. Dado que en el modelo considerado el gasto público Gt entra

como insumo productivo en la función de producción:

Yt = AtK
α
t−1H

γ
t G

θ
t−1,

con γ = 1− α, el parámetro θ representa la elasticidad del producto respecto al capital público. La

literatura no ofrece consenso sobre el valor empírico de esta elasticidad. Estudios tempranos como

Aschauer (1989) sugieren valores elevados (hasta 0.24), mientras que otros trabajos como Evans and

Karras (1994) y Kamps (2004) encuentran efectos nulos o incluso negativos. Siguiendo Leeper et al.

(2010), se adoptan los valores θ ∈ {0.05, 0.1} como referencia, en línea con Baxter and King (1993).

Cabe señalar que si se considera una forma funcional alternativa con complementariedad indiferen-

ciable entre capital privado y público, como Yt = At(KtGt)
αH1−α

t , se obtendría una interpretación

diferente, donde θ se puede absorber en α, de modo que θ = 0.33 es otra alternativa plausible.

Observación. En nuestras simulaciones, vamos a combinar distintos parámetros:

{θ, φ, ρ}

para comentar los distintos comportamientos.
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4. Funciones impulso respuesta

4.1. Choque de productividad con endogeneidad en al inversión pública

Figura 3: Choque de productividad: modelo 1. Comparación de diferentes valores de θ.

La Figura 3 presenta las funciones impulso-respuesta (IRFs) ante un choque positivo de pro-

ductividad total de los factores (TFP), bajo el supuesto de que la inversión pública IGt es

endógena y responde según una regla de decisión óptima del gobierno. Esta simulación se realiza

utilizando los parámetros calibrados base, y en particular se considera un proceso autoregresivo

para la productividad con persistencia ρ = 0.8. El nivel base es 0.

En este marco, el gobierno elige de forma óptima la trayectoria de inversión pública, decidiendo

cuánto invertir en cada periodo en función del retorno marginal del capital público. La función de

producción incorpora capital público, ponderado por el parámetro θ ∈ {0.05, 0.10, 0.15}, que mide

su importancia relativa en la generación de output.
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Se destacan las siguientes reacciones:

▶ Producto (Yt): Responde de forma inmediata al shock, con un alza signi�cativa seguida de

una caída gradual. El efecto inicial es mayor a mayor θ, ya que el capital público complementa al

capital privado y ampli�ca el impacto del TFP. Eventualmente, la producción cae por debajo

de su nivel de largo plazo debido al �n del impulso de productividad, a la depreciación del

capital y a la caída transitoria en la inversión.

▶ Consumo (Ct): Se observa una respuesta persistentemente creciente, sin caída inicial. Esto

ocurre a pesar de la ausencia de hábitos de consumo, y se debe a dos factores: (i) la elevada

persistencia del TFP, que prolonga el efecto ingreso esperado, y (ii) la mejora sostenida en el

stock de capital (privado y público), que incrementa la riqueza permanente.

▶ Empleo (Ht): Aumenta de forma inmediata, pero presenta una caída gradual. La mayor

demanda laboral en el corto plazo re�eja el aumento de productividad marginal del trabajo,

aunque a medida que se disipa el efecto del shock y los impuestos aumentan T = IG, el empleo

se reduce más de lo necesario transitoriamente.

▶ Salario real (wt): Reacciona positivamente al inicio, pues PMGH aumenta por el shock en los

complementos, pero luego cae de forma progresiva. Esto se debe a la desaparición del impulso

de TFP y al hecho de que el empleo aumenta inicialmente más rápido que la productividad

marginal, lo que comprime el salario en el mediano plazo.

▶ Tasa de interés real (rt): Presenta un aumento pronunciado inmediato, seguido de una caída

gradual que la lleva por debajo del nivel inicial. Esto re�eja una composición intertemporal

del consumo: la mayor productividad futura reduce el incentivo a postergar consumo, y por

tanto la tasa cae.

▶ Inversión privada (IPt ): Reacciona bruscamente con un pico inicial elevado y luego cae

de forma más que proporcional. Esta sobrecorrección obedece a la anticipación de menores

retornos marginales en el futuro cuando el efecto del TFP y del capital público se agota.

▶ Inversión pública (IGt ): Como es decidida por el gobierno, sube rápidamente en respuesta

al mayor retorno marginal del capital público. No obstante, puede observarse una leve caída

inicial debido al desfase temporal inherente en la ecuación de acumulación y a la compensa-

ción de equilibrio entre los componentes de la demanda agregada. Posteriormente, se ajusta

gradualmente a la baja, en la medida en que el bene�cio intertemporal de seguir invirtiendo se

reduce conforme el capital público se vuelve menos escaso.
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▶ Capital privado (Kt): Exhibe una trayectoria persistente creciente, sin caída inicial. Se

acumula con retardo respecto al pico de inversión. Aunque eventualmente converge, no cae por

debajo del valor inicial. Clásico comportamiento analizado en Romer (2019).

▶ Capital público (Gt): Al igual que el capital privado, muestra una respuesta monótona y

persistente. Se acumula progresivamente gracias al aumento inicial en IGt .

▶ Productividad (At): Su dinámica es exógena y sigue el proceso At = ρAt−1+εt, con ρ = 0.8,

lo que genera una trayectoria decreciente suavemente desde el pico del impacto.

En conjunto, la �gura evidencia que un mayor valor de θ genera respuestas más ampli�cadas en la

economía, debido al papel productivo del capital público. Además, incluso en ausencia de fricciones

en el consumo, la persistencia del shock y la acumulación de capitales inducen un comportamiento

suave en las decisiones agregadas, en particular el consumo y la inversión.

4.2. Choque de productividad con exogeneidad en al inversión pública

Figura 4: IRFs ante un choque de productividad con inversión pública exógena (θ = 0,05).

La Figura 4 muestra las respuestas del modelo cuando la inversión pública IGt se modela como un

proceso exógeno AR(1), manteniendo la calibración base y �jando θ = 0.05. Como puede apreciarse,

24



tanto la inversión pública como el capital público no presentan dinámica alguna: los valores numéricos

observados (del orden de 10−17 y 10−18) corresponden a ruido computacional y son efectivamente

cero para propósitos económicos. Este tipo de residuales son comunes en simulaciones numéricas con

procesos estocásticos y se deben a errores de redondeo en la resolución de sistemas lineales, como

se documenta en Süli and Mayers (2003). El resto de variables responde de forma similar al caso

con inversión endógena, aunque con menor intensidad en la fase expansiva y una contracción más

anticipada, debido a la ausencia de una respuesta activa de la inversión pública que ampli�que la

demanda agregada.

4.3. Choque de inversión pública bajo el régimen exógeno

Figura 5: IRFs ante un choque de inversión pública exógena (θ = 0,05).

La Figura 5 muestra las respuestas del modelo ante un choque positivo de inversión pública

IGt , considerado como exógeno y transitorio, con θ = 0.05. La dinámica exhibida es cualitativamente

diferente a la del choque de productividad. En este caso, se observa un efecto inicial contractivo sobre

el consumo, explicado por el �nanciamiento impositivo necesario para ejecutar la inversión. Dado

que no hay ajuste intertemporal por parte del gobierno, la inversión debe �nanciarse directamente

vía impuestos, reduciendo el ingreso disponible de los hogares. Este efecto se transmite a la inversión
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privada, que cae fuertemente en el impacto, anticipando retornos márginales decrecientes por la

acumulación de capital público y el aumento de la tasa de interés. En contraste, el empleo aumenta,

impulsado por la mayor demanda agregada inducida por la inversión gubernamental. El producto

también crece inicialmente, aunque de manera acotada. El capital público se acumula con rezago,

dado el efecto directo del shock sobre IGt , mientras que el capital privado se contrae transitoriamente,

en coherencia con la caída de la inversión privada. El salario real cae en el corto plazo por el aumento

en el empleo, y se recupera gradualmente. Finalmente, la productividad permanece constante, al ser

un proceso puramente exógeno no afectado por esta clase de shocks. Esta simulación muestra que,

cuando el gasto público no es optimizado intertemporalmente, el resultado puede incluir efectos

contractivos en algunas variables reales clave, debido a los efectos de desplazamiento y �nanciación

impositiva directa.

Figura 6: IRFs ante un choque de inversión pública exógena con θ = 0,10.

Comparando las Figuras 5 y 6, que muestran los efectos de un mismo choque de inversión pública

bajo distintos valores de θ, se aprecia que el impacto macroeconómico se ampli�ca moderadamente

a medida que aumenta la importancia del capital público en la función de producción. En particular,

el producto responde de manera algo más intensa cuando θ = 0.10, pues es más intenso el efecto

dado el término Gθ, aunque el efecto sigue siendo de corta duración. El consumo presenta una caída
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levemente más pronunciada en el corto plazo, dado que el incremento del gasto gubernamental genera

un desplazamiento más marcado del ingreso disponible hacia el sector público. En el mercado de

factores, el empleo y el salario real también presentan respuestas similares en forma, pero algo más

suaves en el caso de θ mayor, como consecuencia de una menor presión sobre el trabajo relativo

al capital. Cabe destacar que la inversión privada cae más fuertemente con θ = 0.10, ya que la

mayor e�ciencia del capital público hace que las empresas anticipen un efecto crowding-out más

fuerte sobre el capital privado. Esto se traduce en una caída inicial más profunda de IPt , con una

posterior convergencia suave. En consonancia, el capital privado cae más en el corto plazo, aunque

la recuperación es más progresiva. Finalmente, la tasa de interés real presenta un incremento inicial

menos pronunciado con θ alto, indicando que el efecto de demanda agregada neta es menor cuando

el capital público sustituye más e�cientemente al privado. En conjunto, un valor mayor de θ modera

los efectos de corto plazo sobre ciertas variables (como salarios o empleo), pero intensi�ca los efectos

de desplazamiento en la composición de la inversión. Esto refuerza la idea de que el capital público

puede actuar como sustituto parcial del capital privado en la generación de producto, pero no sin

costos transitorios sobre el consumo privado y la asignación de recursos.
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4.4. Choque de productividad con θ = 0.1

Figura 7: IRFs ante un choque de productividad con θ = 0,10.

La Figura 7 presenta las respuestas del modelo ante un choque positivo de productividad bajo el

supuesto de que la inversión pública es exógena y no responde a decisiones optimizadas del gobierno.

Se utiliza una mayor participación del capital público en la función de producción, �jando θ = 0.10.

En este caso, al igual que con θ = 0.05, tanto la inversión pública como el capital público no se

mueven signi�cativamente: las variaciones observadas están en el orden de 10−18, lo que constituye

un valor nulo desde el punto de vista computacional. Estas pequeñas �uctuaciones son atribuibles

a ruido numérico inherente a los procesos autoregresivos en la simulación dinámica (cf. Süli and

Mayers, 2003).

Sin embargo, las demás variables responden con mayor intensidad que en el caso con menor θ.

El producto y la inversión privada muestran picos iniciales más altos, ya que una mayor e�ciencia

del capital público hace más rentable la acumulación de capital privado, incluso en ausencia de

nuevas inversiones estatales. El consumo, en cambio, crece con más suavidad y cae más lentamente,

producto del aumento sostenido en el ingreso esperado. La tasa de interés real cae bruscamente y

luego se recupera, re�ejando la revalorización inicial del capital ante la mayor productividad, seguida
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por la convergencia intertemporal. El empleo y el salario real suben inicialmente, pero muestran una

corrección moderada. Este ejercicio con�rma que, incluso si el gobierno no responde activamente al

shock de productividad, un mayor peso de Gt en la tecnología de producción ampli�ca los efectos

agregados vía complementariedad con el capital privado. No obstante, la ausencia de una regla de

inversión pública limita la persistencia de estos efectos.

5. Discusión y análisis

En esta sección discutimos las implicancias, ventajas y desventajas de incluir inversión pública

en el modelo RBC estudiado. Extendemos la discusión al caso de hábitos de consumo en la sección

6.

El modelo estándar de Ciclos Económicos Reales suele incorporar al gobierno asumiendo que todo

el gasto público se canaliza vía consumo de bienes �nales. Sin embargo, esta hipótesis es limitada: en

la práctica, una proporción signi�cativa del gasto público corresponde a inversión en infraestructura

y otros bienes intermedios (Vasilev, 2021). Diversas investigaciones han mostrado que no es adecuado

tratar el gasto público como un bloque homogéneo, ya que sus distintos componentes generan efectos

dispares sobre la actividad económica (Konstantinou and Partheniou, 2021; Devadas and Pennings,

2018).

A diferencia del gasto en consumo, el cual incide principalmente sobre la demanda agregada sin

afectar directamente la capacidad productiva de la economía, la inversión pública in�uye tanto por

el lado de la demanda como por el de la oferta. Al incrementar la dotación de capital público, eleva

la productividad marginal del trabajo y del capital privado, y por tanto, la producción potencial.

Como consecuencia, el efecto riqueza negativo de un incremento del gasto público suele atenuarse,

generando incluso una respuesta positiva del consumo privado en ciertos escenarios (Tchakarov and

Straub, 2007).

Desde una perspectiva normativa, este mecanismo sugiere que una composición del gasto público

con mayor énfasis en inversión podría ser preferible. De hecho, la literatura ha defendido la regla

dorada de las �nanzas públicas, según la cual el gasto en consumo debe �nanciarse con impuestos co-

rrientes, mientras que la inversión puede justi�carse con endeudamiento, al tener efectos persistentes

sobre el producto (Perotti, 2004).

En términos de modelización, la incorporación explícita de la inversión pública en modelos RBC

permite capturar de forma más realista los mecanismos a través de los cuales la política �scal afecta

al ciclo económico y al crecimiento. Modelos que diferencian entre gasto en consumo e inversión

generan predicciones más acordes con la evidencia empírica y ofrecen orientaciones más pertinentes
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para el diseño de políticas (Lee, 2025). Esta diferenciación también resulta crítica para países en

desarrollo, donde los cuellos de botella en infraestructura limitan el crecimiento y donde los retornos

de la inversión pública tienden a ser más elevados (de Economía, 2018; Escobal, 2005).

No obstante, esta extensión trae consigo mayores exigencias técnicas y empíricas. El capital

público requiere una formulación cuidadosa en la función de producción, lo que implica seleccionar

tasas de depreciación plausibles y parámetros que re�ejen su complementariedad (o sustituibilidad)

con el capital privado. Además, la e�ciencia de la inversión pública varía entre contextos, di�cultando

la calibración de los modelos (Dabla-Norris et al., 2012). Esta heterogeneidad genera incertidumbre

en las predicciones y limita la robustez de las recomendaciones.

Muchos modelos RBC con inversión pública suponen e�ciencia perfecta en la asignación del

gasto, lo cual es problemático. La evidencia muestra que los proyectos públicos suelen enfrentar so-

brecostos, retrasos e ine�ciencias (Ogibayashi and Takashima, 2017; Azzimonti et al., 2009). Incluso

bajo supuestos de racionalidad gubernamental, la presencia de restricciones institucionales, proble-

mas de agencia y consideraciones políticas puede inducir comportamientos subóptimos (Azzimonti,

2005; Perotti, 2004). Ignorar estos factores lleva a sobrestimar los bene�cios de la inversión pública

y a una potencial mala orientación de la política �scal.

6. Hábitos de consumo

La noción de hábitos de consumo surge como una respuesta teórica y empírica a la necesidad

de capturar la persistencia observada en las decisiones de consumo agregadas. A lo largo de cinco

décadas, distintos autores han contribuido al desarrollo de esta idea. Desde los trabajos fundacionales

de Pollak (1970); Ryder and Heal (1973); Sundaresan (1989), hasta las extensiones aplicadas a

precios de activos y ciclos reales Abel (1990); Campbell and Cochrane (1999); Boldrin et al. (2001),

así como las formulaciones con utilidad comparativa y hábitos externos en Carroll et al. (1997), y

las evaluaciones empíricas más recientes como Chen and Ludvigson (2004); Leeper et al. (2010), se

ha consolidado un marco teórico donde el consumo no depende exclusivamente del nivel actual, sino

de una referencia dinámica in�uenciada por decisiones pasadas.

Adoptamos aquí el modelo clásico de hábitos de consumo con separabilidad entre consumo y

trabajo, en línea con la formulación de utilidad intertemporal que permite representar de manera

tractable la dinámica de las decisiones. Como decía Albert Einstein: �Si no puedes explicárselo a

un niño de seis años, es que tú mismo no lo entiendes�. Motivados por esa �losofía, optamos por la
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especi�cación2

(Ct − bCt−1)
1−σ − 1

1− σ
− N1+ν

t

1 + ν
,

que es un caso particular de:

F (u(Ct, Xt), Nt|Ξ), con Xt = f(Ct−1, Ct−2, . . . , C0), Ξ vector de parámetros.

Nuevamente por la regla del Hospital, se demuestra fácilmente que

ĺım
σ→1

(Ct − bCt−1)
1−σ − 1

1− σ
= ln(Ct − bCt−1). (26)

Por lo tanto, asumiendo siempre un espacio de trayectorias donde Ct − bCt−1 > 0, extendemos el

modelo al caso σ = 1 vía (26).

6.1. Condiciones de primer orden

El modelo solo se ve modi�cado por el lado de las preferencias de los consumidores. En general,

la ecuación de Euler siempre provee

u′(Ct) = βEt

[
u′(Ct+1)(1 + rt)

]
.

Por lo tanto, teniendo en cuenta esto, y que

u′(Ct) = (Ct − bCt−1)
−σ,

obtenemos :

2La función de utilidad
(Ct−bCt−1)

1−σ−1

1−σ
−N1+ν

t
1+ν

introduce hábitos de consumo internos de tipo aditivo. El parámetro
b ∈ [0, 1) mide el grado de hábito: cuanto más cercano a 1, mayor es la dependencia del consumo actual respecto al
consumo pasado. La forma aditiva (Ct− bCt−1) implica que el consumidor evalúa su nivel de satisfacción relativa a un
estándar interno basado en su propio consumo reciente. Esta especi�cación es tractable analíticamente y fundamentada
en, por ejemplo: Pollak (1970); Ryder and Heal (1973); Campbell and Cochrane (1999). La elección de una sola lag
(Ct−1) en lugar de un promedio móvil más largo como

∑K
k=1 ωkCt−k responde a motivos de parsimonia y simpli�cación.

No obstante, en algunos contextos como los ciclos de consumo estacional (por ejemplo, festividades como Navidad o
Fiestas Patrias), podría ser razonable modelar el hábito como dependiente de valores pasados especí�cos (por ejemplo,
Ct−12 en modelos mensuales), lo que introduce patrones de referencia con periodicidad calendario. Aquí, sin embargo,
se supone un entorno temporalmente homogéneo que va en acorde con la idea de un consumo suavizado y la memoria
a corto plazo.
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Cuadro 2: Condiciones de primer orden del modelo RBC con hábitos y capital público: IG endógena.

(i) Euler (hábitos) (Ct − bCt−1)
−σ = βEt [(Ct+1 − bCt)

−σ(1 + rt)]

(ii) Oferta laboral (Ct − bCt−1)
−σWt = Nν

t

(iii)
Inv. privada:
FOC

1 = βEt

[(
Ct+1−bCt

Ct−bCt−1

)−σ (
αYt+1

Kt
+ 1− δ

)]
(iv)

Inv. pública:
FOC

1 = βEt

[(
Ct+1−bCt

Ct−bCt−1

)−σ (
θ Yt+1

Gt
+ 1− δG

)]
(v) Capital privado Kt = (1− δ)Kt−1 + IPt

(vi) Capital público Gt = (1− δG)Gt−1 + IGt

(vii) Salario real Wt = γ Yt
Ht

(viii) Producción agregada Yt = AtK
α
t−1H

γ
t G

θ
t−1

(ix) Shock de productividad lnAt = ρ lnAt−1 + εt, εt ∼ N (0, σ2)

Cuando cambiamos la hipótesis de endogeneidad por exogeneidad (con la �nalidad de simular

shocks):

Cuadro 3: Condiciones de primer orden del modelo RBC con hábitos y capital público: IG exógena.

(i) Euler (hábitos) (Ct − bCt−1)
−σ = βEt [(Ct+1 − bCt)

−σ(1 + rt)]

(ii) Oferta laboral (Ct − bCt−1)
−σWt = Nν

t

(iii)
Inv. privada:
FOC

1 = βEt

[(
Ct+1−bCt

Ct−bCt−1

)−σ (
αYt+1

Kt
+ 1− δ

)]
(iv) Capital privado Kt = (1− δ)Kt−1 + IPt

(v) Capital público Gt = (1− δG)Gt−1 + IGt

(vi) Salario real Wt = γ Yt
Ht

(vii) Producción agregada Yt = AtK
α
t−1H

γ
t G

θ
t−1

(viii) Shock de productividad lnAt = ρ lnAt−1 + εt, εt ∼ N (0, σ2)

(ix) Shock de inversión pública ln IGt = φ ln IGt−1 + ϵt, ϵt ∼ N (0, σ2)

6.2. Equilibrio

La única modi�cación a las ecuaciones de equilibrio surge de la oferta laboral, pues ahora

C−σ(1− b)−σW = Hν .
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Las nuevas preferencias no alteran las demás ecuaciones pues en el equilibrio, el ratio de utilidades

marginales es igual a uno dada la inyectividad de u′(·).

Observación. Nuestro modelo es una simpli�cación de Leeper et al. (2010). En dicho artículo, se

incorpora tanto hábitos de consumo, el gasto público como insumo productivo, segmentado según su

uso, e impuestos más especí�cos. El trabajo nos induce a realizar simpli�caciones. Es sin embargo

importante precisar que un análisis más extendido consiste simplemente en replicar Leeper et al.

(2010).

6.3. Log-linealización endógena

Proposición 6.1. Las siguientes ecuaciones:

uc,t + wt = νht, uc,t = Et[uc,t+1 + rt]

yt = at + αkt−1 + γht + θgt−1, yt − ht = wt

0 = Et [uc,t+1 − uc,t + ξ(yt+1 − kt)] , ξ =
α Y

K

α Y
K + (1− δ)

0 = Et [uc,t+1 − uc,t + η(yt+1 − gt)] , η =
θ YG

θ YG + (1− δG)

yt =
C

Y
ct +

δK

Y
iPt +

δGG

Y
iGt , kt = δiPt + (1− δ)kt−1

gt = δGiGt + (1− δG)gt−1, at = ρat−1 + εt

donde

uc,t =
−σ
1− b

(ct − bct−1),

son resultado de la log-linealización.

Demostración. De�nimos St := Ct−bCt−1, y notamos que, en el equilibrio: S = C(1−b). Expandimos

S−σ
t alrededor de S:3

S−σ
t ≈ S

−σ
(
1− σ

St − S

S

)
3La expansión de primer orden de x−a alrededor de un punto x > 0 es:

x−a ≈ x−a

(
1− a · x− x

x

)
.

Para obtener este resultado, aplicamos la fórmula de Taylor de orden 1:

x−a ≈ x−a − ax−a−1(x− x) = x−a

(
1− a · x− x

x

)
.
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Observamos que:

St − S = (Ct − C)− b(Ct−1 − C) = C(ct − bct−1) ⇒ St − S

S
=
ct − bct−1

1− b
.

Por lo tanto:

uc,t := (Ct − bCt−1)
−σ ≈ S

−σ
(
1− σ

1− b
(ct − bct−1)

)
⇒ uc,t =

−σ
1− b

(ct − bct−1). (27)

Respecto a la condición de equilibrio en el mercado laboral, la FOC es:

(Ct − bCt−1)
−σWt = Hν

t .

Tomamos logaritmos en ambos lados:

−σ ln(Ct − bCt−1) + lnWt = ν lnHt

Aproximamos log-linealmente alrededor del estado estacionario. Sabemos que en equilibrio S :=

C(1− b), y de�nimos las variables logarítmicas:

ct := lnCt − lnC, wt := lnWt − lnW, ht := lnHt − lnH.

Luego, usamos la aproximación de primer orden:

ln(Ct − bCt−1) ≈ lnC(1− b) +
Ct − bCt−1 − C(1− b)

C(1− b)
= lnS +

ct − bct−1

1− b
.

Sustituimos en la ecuación:

−σ
(
lnS +

ct − bct−1

1− b

)
+ lnW + wt = ν(lnH + ht),

y cancelamos términos constantes. Reordenando:

− σ

1− b
(ct − bct−1) + wt = νht.

De�niendo:

uc,t :=
−σ
1− b

(ct − bct−1),

De�niendo la variable loglinealizada x̂ := x−x
x

, obtenemos �nalmente:

x−a ≈ x−a(1− ax̂).

34



obtenemos �nalmente:

uc,t + wt = νht.

Ahora la ecuación de Euler:

(Ct − bCt−1)
−σ = βEt

[
(Ct+1 − bCt)

−σ(1 + rt)
]
.

Aproximamos el lado derecho usando una expansión de primer orden alrededor del estado estacio-

nario S := C(1− b). Usamos la de�nición:

uc,t :=
−σ
1− b

(ct − bct−1).

Entonces, de (27):

(Ct+1 − bCt)
−σ ≈ S

−σ
(1 + uc,t+1), y (1 + rt) ≃ (1 + r̂t)(1 + r)

Multiplicamos los dos términos:

(Ct+1 − bCt)
−σ(1 + r)(1 + r̂t) ≈ S

−σ
(1 + uc,t+1)(1 + r)(1 + r̂t).

De igual forma, aproximamos el lado izquierdo:

(Ct − bCt−1)
−σ ≈ S

−σ
(1 + uc,t).

Sustituyendo en la ecuación de Euler:

S
−σ

(1 + uc,t) = βEt

[
S
−σ

(1 + uc,t+1)(1 + r)(1 + r̂t)
]
= βEt

[
S
−σ

((1 + uc,t+1)(1 + r)(1 + r̂t))
]
.

Como estamos loglinealizando alrededor del estado estacionario, podemos cancelar S
−σ

y, además,

eliminando términos de segundo orden, usando que β(1 + r) = 1 y denotando r̂t = rt:

1 + uc,t = Et[1 + uc,t+1 + rt].

Finalmente, con respecto a la Q de Tobin, partimos de:

1 = βEt

[(
Ct+1 − bCt

Ct − bCt−1

)−σ (
α
Yt+1

Kt
+ 1− δ

)]
.
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Como vimos antes:

ln

(
α
Yt+1

Kt
+ (1− δ)

)
≈ ln

(
α
Y

K
+ (1− δ)

)
+ η(yt+1 − kt), donde η =

α Y
K

α Y
K + (1− δ)

.

Usando las ecuaciones del estado estacionario y la propiedad del logaritmo y la esperanza condicional

(s.o.t. neglectable): 0 = Et[(uc,t+1 − uc,t) + η(yt+1 − kt)]. El resto de ecuaciones ya tienen estructura

lineal por lo que la log-linealización es directa, salvo la que involucra la condición de equilibrio en al

inversión pública. Sin embargo, es análoga la Q−de Tobin.

6.4. Log-linealización exógena

Proposición 6.2. Las siguientes ecuaciones:

uc,t + wt = νht, uc,t = Et[uc,t+1 + rt]

yt = at + αkt−1 + γht + θgt−1, yt − ht = wt

0 = Et [uc,t+1 − uc,t + ξ(yt+1 − kt)] , ξ =
α Y

K

α Y
K + (1− δ)

yt =
C

Y
ct +

δK

Y
iPt +

1

Y
iGt , kt = δiPt + (1− δ)kt−1

gt = δGiGt + (1− δG)gt−1, at = ρat−1 + εt

donde

uc,t =
−σ
1− b

(ct − bct−1),

y

ln iGt = φ ln iGt−1 + ϵt,

son resultado de la log-linealización.
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6.5. Funciones Impulso Respuesta

6.5.1. Choque de productividad

Figura 8: IRFs ante un choque de productividad con hábitos de consumo: transitorio (ρ→ 0).

La Figura 8 presenta las funciones impulso-respuesta ante un choque positivo de productividad

cuando las familias exhiben hábitos de consumo. En este entorno, el bienestar intertemporal depende

no solo del nivel corriente de consumo, sino también de su relación con el pasado, lo cual introduce

inercia adicional en la decisión de consumo y altera la transmisión de los shocks. El consumo reacciona

positivamente desde el inicio, y alcanza su punto máximo alrededor del quinto periodo. Esta respuesta

es más suave y persistente que en el caso sin hábitos, ya que los hogares internalizan el costo de

ajustar bruscamente su consumo, pre�riendo una senda más gradual. Esta fricción también se re�eja

en la utilidad marginal del consumo, que muestra una caída inicial que se revierte lentamente:

u′′(·) < 0 =⇒ u′(·) decreciente ⇔ C ↑↔ u′(C) ↓ .
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El producto también aumenta de forma inmediata, impulsado por el alza en la productividad total

de los factores. El empleo y el salario real se ajustan con rapidez, presentando un leve efecto de corto

plazo seguido de convergencia. La tasa de interés real cae inicialmente, lo cual incentiva la inversión

privada, que responde con fuerza positiva en el primer periodo y luego retorna progresivamente

a su valor estacionario. El capital privado se acumula en los primeros periodos, acompañando el

impulso inicial, pero comienza a desacelerarse una vez que la productividad retorna a su tendencia.

La inversión pública y el capital público no responden al shock debido a su carácter exógeno en esta

especi�cación, y los valores observados cercanos a cero re�ejan simplemente redondeo computacional.

La productividad, al ser la fuente del shock, aumenta abruptamente y luego se disipa, siguiendo su

proceso autoregresivo. Este comportamiento genera una reasignación temporal de recursos, que en

presencia de hábitos se traduce en una respuesta suavizada, especialmente en el consumo. En suma, el

modelo con hábitos de consumo genera efectos más persistentes pero más contenidos en las decisiones

intertemporales, y evidencia la importancia de las fricciones internas en la transmisión de shocks

de oferta. Note que para esta simulación se consideró un ρ chico, o sea se intentó simular un shock

no persistente. A pesar de eso, se observa la forma de campana en el consumo consistente con el

modelo.
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6.5.2. Choque de inversión pública

Figura 9: IRFs ante un choque de inversión pública con θ = 0,10 con hábitos de consumo. b = 0.75.

La Figura 9 muestra la respuesta de la economía ante un choque exógeno de inversión pública en

un entorno donde los hogares presentan hábitos de consumo. En este contexto, la utilidad marginal

depende tanto del nivel actual como del pasado, lo que introduce una fricción intertemporal adicio-

nal. El producto presenta una leve alza inicial que se disipa lentamente. La inversión pública sube

abruptamente y luego converge, acumulándose en el capital público, lo que genera efectos positivos,

aunque modestos, sobre la producción. El consumo cae inicialmente más que en el caso sin hábitos,

y su recuperación es más lenta. Esto se debe a que los hábitos ampli�can el impacto �scal sobre

el bienestar intertemporal, induciendo a los hogares a suavizar más agresivamente su ajuste. Este

comportamiento también se re�eja en la utilidad marginal del consumo, que se mantiene elevada

durante varios períodos. El empleo reacciona positivamente de forma inmediata y converge gradual-

mente. El salario real cae en el corto plazo, por la mayor oferta laboral, y luego se recupera. La

inversión privada disminuye por efecto desplazamiento, pero se recupera con rapidez, y el capital

privado sigue una trayectoria ascendente. La tasa de interés real sube inicialmente, re�ejando presión
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sobre el mercado de fondos prestables. En conjunto, la presencia de hábitos de consumo refuerza

los efectos contractivos iniciales y ampli�ca la persistencia del ajuste dinámico ante un impulso de

inversión pública.

6.5.3. Choque de inversión pública con más persistencia

Figura 10: IRFs ante un choque de inversión pública con θ = 0,10 con hábitos de consumo. b = 0.75
y φ = 0.5.

La Figura 10 representa la respuesta de la economía ante un choque exógeno de inversión pú-

blica bajo hábitos de consumo, con una mayor persistencia del gasto público (valor de φ más del

doble respecto al caso base). El cambio en la dinámica del impulso genera reacciones más intensas

y prolongadas en varias variables reales. El producto y el empleo aumentan con mayor magnitud

en el corto plazo, sostenidos por la persistencia del impulso �scal. La inversión pública se desace-

lera más lentamente, lo que favorece la acumulación continua de capital público. Esto extiende el

efecto multiplicador de la demanda agregada. El consumo cae con mayor intensidad en el impacto,

re�ejo de una carga �scal más persistente. Su recuperación es más lenta, y la utilidad marginal del
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consumo se mantiene elevada durante más tiempo, ampli�cando los efectos intertemporales de los

hábitos. El salario real y la inversión privada presentan respuestas en forma de U asimétrica:

caen inicialmente, pero revierten gradualmente a medida que el retorno marginal del capital privado

se estabiliza. El capital privado también alcanza un mínimo más profundo antes de recuperarse. La

tasa de interés real aumenta de forma más persistente, lo que es consistente con una presión soste-

nida sobre los mercados �nancieros ante la prolongación del impulso �scal. La productividad y la

inversión pública son exógenas en esta especi�cación, y no presentan dinámica propia. Este ejercicio

muestra que, ante una regla �scal más persistente, los efectos de corto plazo son más notorios y el

ajuste intertemporal se ampli�ca, especialmente en presencia de fricciones de comportamiento como

los hábitos de consumo.

6.5.4. Choque de productividad con más persistencia

Figura 11: IRFs ante un choque de productividad con θ = 0,10 con hábitos de consumo. b = 0.85 y
φ = 0.5.
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La Figura 11 resume el efecto de un choque de productividad en presencia de hábitos de con-

sumo. Como se observa, el impulso inicial es fuerte: el producto, el empleo, el consumo, el salario

real y la inversión privada reaccionan positivamente y con mayor magnitud en el corto plazo. El

capital privado se acumula más rápidamente, pero eventualmente converge. La utilidad marginal del

consumo cae de forma marcada al inicio, re�ejando la inercia generada por los hábitos. La tasa de

interés real disminuye brevemente, lo que estimula la inversión. Las variables �scales no se mueven,

dado que la inversión pública es exógena. El ajuste general es más persistente que en el caso sin

hábitos.

6.5.5. Choque de productividad con aún más persistencia

Figura 12: IRFs ante un choque de productividad con hábitos de consumo. b = 0.85, ρ = 0.8.
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Figura 13: IRFs ante un choque de productividad con hábitos de consumo. b = 0.95, ρ = 0.8.

Las Figuras 12 y 13 comparan la dinámica agregada ante un mismo choque de productividad

cuando los hogares presentan hábitos de consumo de distinta intensidad. A la izquierda, el caso con

b = 0.85; a la derecha, b = 0.95. La persistencia del shock se mantiene constante en ρ = 0.8. Un valor

más alto de b ampli�ca la fricción intertemporal: el consumo sube más lentamente y su desaceleración

es más gradual. Esto se re�eja en una caída más marcada de la utilidad marginal del consumo y

una recuperación más lenta. El resto de variables reacciona en la misma dirección, aunque con una

persistencia algo mayor para producto, capital y tasa de interés real cuando el hábito es más fuerte.

En conjunto, el modelo muestra que cuanto más intensos son los hábitos, más prolongados y suaves

son los efectos del choque, a costa de un menor ajuste inmediato del consumo.
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6.5.6. Choque de inversión pública con aún más persistencia

Figura 14: IRFs ante un choque de inversión pública con hábitos de consumo. b = 0.85, ρ = 0.8.
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Figura 15: IRFs ante un choque de inversión pública con hábitos de consumo. b = 0.95, ρ = 0.8.

Las Figuras 14 y 15 comparan la respuesta de la economía ante un mismo choque de inversión

pública, bajo dos niveles distintos de intensidad de hábitos de consumo: b = 0.85 (izquierda) y

b = 0.95 (derecha), manteniendo la persistencia del shock en ρ = 0.8. Con hábitos más marcados

(b = 0.95), el consumo presenta una caída inicial más pronunciada y una recuperación más lenta.

Esto re�eja una mayor rigidez intertemporal que obliga a los hogares a suavizar de manera más

agresiva sus decisiones. Como resultado, la utilidad marginal del consumo permanece elevada por

más tiempo. El efecto desplazamiento sobre la inversión privada también se ampli�ca: su caída inicial

es mayor y su recuperación más gradual. El impacto sobre el producto también es más contenido con

hábitos fuertes. Finalmente, la tasa de interés real responde más suavemente, re�ejando una menor

presión sobre el equilibrio intertemporal de fondos. En conjunto, un mayor valor de b ampli�ca

los efectos contractivos iniciales del impuesto y modera la reacción de la economía, dando lugar a

trayectorias más persistentes y suaves.
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Síntesis del modelo

Los incrementos en la productividad, cuando el modelo incluye inversión pública exógena, se

comportan como en el modelo clásico con hábitos de consumo. Por otro lado, los choques de

inversión pública se observa que frenan el consumo y la inversión privada, lo cual es consistente

con la ecuación de demanda agregada. Por un lado, esta inversión se �nancia con recursos de

las familias; por otro, existe un grado de sustitución entre el capital privado y el público. Sin

embargo, el incremento en la inversión pública también actúa, desde el lado de la industria,

como un choque de productividad, lo cual es coherente con la literatura. Existen muchos

otros esquemas de modelamiento posibles, incluyendo otro criterio de optimalidad para el

caso endógeno u otro tipo de proceso autorregresivo, pero ello será materia de un trabajo

posterior.

7. Conclusión

En este trabajo, hemos explorado una extensión del modelo estándar de Ciclos Económicos Reales

(RBC) al incorporar explícitamente la acumulación de capital público. En lugar de tratar la inversión

pública como una serie exógena o un simple parámetro, se modeló como una variable endógena sujeta

a decisiones óptimas de un gobierno plani�cador. Adicionalmente, se consideró un modelo alternativo

donde la inversión pública es exógena y obedece a una regla simple. Este segundo modelo fue útil

para simular respuestas de la economía ante distintos choques, como aquellos de productividad o de

política �scal. En ambos casos, se asumió que el gasto público no afecta directamente las preferencias

de los hogares, sino que su efecto se transmite principalmente a través del canal tributario. Esto

implica que el ajuste recae sobre las decisiones intertemporales de las familias, especialmente el

consumo y la oferta laboral. Las simulaciones con�rman que la inversión pública genera un impulso

inicial sobre la demanda agregada, seguido por efectos más persistentes en la oferta, re�ejados en la

acumulación de capital público y en mejoras de productividad.

En la sección 6, extendimos el modelo introduciendo hábitos de consumo, utilizando la espe-

ci�cación aditiva convencional. Esta fricción introduce inercia en el comportamiento del consumo,

generando respuestas más suaves y persistentes ante los choques. Esta idea, desarrollada original-

mente en el trabajo de Deaton (1992), se conecta con la literatura sobre consumo permanente de

Friedman (1957), el paseo aleatorio de Hall (1978), el CAPM (Echenique, 2024; Mehra and Pres-

cott, 1985) y con extensiones modernas que incluyen restricciones de liquidez (Zeldes, 1989), ahorro

precautorio (Carroll, 1997), y preferencias del tipo Epstein-Zin (Epstein and Zin, 1989).

En suma, al introducir la inversión pública y fricciones realistas en el comportamiento del con-
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sumo, los modelos RBC logran aproximarse mejor a los patrones observados en los datos. Sin em-

bargo, como toda herramienta teórica, estos modelos son simpli�caciones de una realidad compleja:

capturan ciertos mecanismos clave, pero omiten otros. Como sugiere el Principito de Antoine de

Saint-Exupéry4, Et puisque c'est beau, il est vraiment utile. En economía, un modelo útil no es

necesariamente el más completo, sino aquel que logra representar con elegancia lo fundamental.

4Ver la página personal del profesor de teoría microeconómica en Princeton Fedor Sandomirskiy.
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