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PUCP - Ecuaciones Diferenciales Aplicadas

I. Series de Potencias

Fundamento tedrico (puntos ordinarios y Frobenius)

Si P, @, R son analiticas y P(zg) # 0, ¢ es punto ordinario de P(z)y"+Q(z)y'+R(z)y =0y
existe solucién analitica y(z) = >, o an(x —x0)". Si 29 es singular regular, use Frobenius:
y(x) = 3,50 an(x — 20)™*"; 1 satisface la ecuacion indicial.

Ejercicio. Considere y” — xy = 0 en torno a xg = 0.

(a) Obtenga la recurrencia para a, y calcule los primeros 6 coeficientes no nulos de las dos

soluciones linealmente independientes (hasta 2'0).

(b) Determine el radio de convergencia.
Solucion. Reconocemos P(x) =1, Q(x) =0y R(x) = —x, entonces como P(z) = 1, cualquier

xo cumple P(x9) # 0y por lo tanto, xy es un punto ordinario. Vamos a resolver la EDO alrededor
de x¢g = 0. Asumimos que

oo
y(x) = Zanx”, |z| < o0.

n=0
Entonces,
oo oo
y' = Z n(n —1)az" 2 = Z(n +2)(n+ 1)ap22™.
n=2 n=0
Luego,
o> oo
Z(n +2)(n+ 1Dapqoz™ — x Z a,z" =0
n=0 n=0
(0.) oo
Z(n +2)(n+ 1)apt2z™ — Z anz™t =0
n=0 n=0

2a9 + Z[(n +2)(n+ 1)ant2 — ap—1]z"™ = 0.

n=1



Para que esto ocurra para todo z en un intervalo |x| < p, cada coeficiente debe ser cero.

200 =0 = a9 =0

(n+2)(n+1apt2 —an—1 =0,V >1

(n—1
=———— " n=1,2,..

)t 1)

Como a3 = 0,a5 =0,a8 =0 = asps2 =0,V n > 0. Ahora bien, fijando ag:

ap as ap ae ap
a = — N a = = y a = = .
57 3.2 6.5 6.5-3.22°° 9.8 0-8-6-5-3-2

Esto es,
ao

“r T Br)Bn—1)-Bn-1))Bm-1) -1)---3-2

Fijamos a;. Luego,

a_ala_a4_ ai a_a7_ ai
T3 T T 76431009 1097643
Asi,
Qo — “ Vn>1
T B+ DBR)-Br—1)+1)Bn—1))---4-3"
De este modo,
@) —a |1+ 23 . 26 - 230 1
YT =ao 2.3 (2-3)(5-6) (2-3)(5-6)--(3n—1)(3n) |
=y1(x)
P 174 N 137 N N :C3"+1 7]
! 3.4 (3-4)(6-7) (3-4)(6-7)---(3n)(3n+1) |

y;r(UC)
Esto es
y(z) = aoy1(x) + aryz2(z).
Queda una duda: ;dénde es vélido esto? Radio de convergencia:
3n+3

a3n+3T
a3n$3n

, Kl
= lim =0<1 = p=o0.

i
o n—oo (3n + 3)(3n + 2)

n—oo

Esto es, y1(z) converge para todo z € R. Andlogamente, ys(x) converge para todo x € R.
Ademés, se tiene y1(0) = 1, y2(0) = 0, y1(0) =0 y y5(0) = 1. Por lo tanto,

Yy Y2
Yi Y

y1(0) yz(O)‘__’1 0

Wlyr, yol(z) =

W (0) =

1(0) wa(0)] 0 1

Como el Wronskiano es diferente de cero un punto, yp,y2 son Li. y forman un conjunto funda-

‘:1#0

mental de soluciones.

Ejercicio. Resuelva por Frobenius alrededor de z = 0: 222%y” — 23/ + (1 + 2)y = 0(x).
(a) Halle la ecuacion indicial y sus raices.

(b) Para r = 1, obtenga la recurrencia y aj, as (normalice ag = 1).



Soluciéon. Si tuviéramos
2$2y// o xy/ +y=0,

que es de la forma
az’y” + pa’ +yy =0,

Cauchy-Euler

postulamos y(x) = z". Volviendo a (%)

T 1 1
=——— =——": lima! =——€eR
pa) =55 =g, map(@)=—5¢€
1+x ool tx 1
a(x) 22 il—%w 22 2 R
Planteamos
[e.9] oo
y(il‘) =z’ Z apxr" = Z arLI71+r
n=0 n=0
Luego,
o0
y/(x) = Z(n + r)anwnJrrfl
n=0
o0
y'(@)=> (n+r)(n+r— a2
n=0

Incorporando estas expresiones en (%),

2x2 Z(n + ) (n47—Daz" 2 -z Z(n + r)a,z" T
n n

+ Z anx™ " + Z ™t = 0.
n

Luego,
[e.e]
[2r(r — 1)ag — rag + aplz” + Z[A]x”” =0

n=1

F(r)
A=2(n+r)n+r—1a, — (n+7r)a, + ap, + an—1 = 0.

Obtenemos la ecuacion indicial F'(r) =0

2r(r—1)—=r+1)ag=0

v la férmula de recurrencia

[(n+7)(2n+2r —3) + 1]an + an-1 = 0.
Las raices de la ecuacion indicial son 1 = 1y ro = 1/2. Para cada r;, resolvemos por recurrencia

[(n+1)2n—1)+1]a, = —an—1
an—1

n = n2n+ 1)

ap es constante. Luego,
2-4---(2k)  (—1)*2%aq

ag _
(2k+ 1)1

ak:(71)kk(2k+1)(k—1)(2k—1)---1-32-4---(2k)
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Asi,
o0 1)kok
2%aq,
_ 12: Ok
)=z 2k+1 ’

=0

cuyo radio de convergencia es p = oo. Para ry = 1/2,

(2n+1)(n—1) + Dan = —an

___ Ono1

in = n(2n —1)
ao

= (—=1)*

a =D s @)
(—1)k2ka,
ap = ———————
(2k)!

Usando ag =1

X 1\kok
k=0

cuyo radio de convergencia es p = co. Finalmente, la solucién general es

y(x) = cry1 () + coya(x)

con radio de convergencia p = oo.

Fundamento (Euler—Cauchy)

Para 2%y + azy’ + By = 0, intente y = 2" y obtenga 7(r — 1) + ar + 8 = 0.
Casos: 11 # 1o € R = y = Ciz™ + Cox™; raiz doble = y = Cia” + Cox" Inz; a +ib = y =
z[Cy cos(blnx) + Cysin(bln ).

Ejercicio. Euler—Cauchy aplicado Resuelva z2y” 4+ zy’ — 4y = 0 en (0, 00) y clasifique.

Solucién. Indicial 72 —4 = 0 = 7 = £2. Entonces y = C12? + Coz 2 (reales distintas).



Teorema de Frobenius (caso singular regular)

Considere la EDO
2?2y’ + z(zp(2))y + (2%q(z))y = 2*(y"(z) + p(z)y (z) + q(2)y(z)) = 0,

donde x = 0 es punto singular regular, es decir,
o0 o0
ap(x) = anzz:”, 22q(z) = Z gz’ (series convergentes para |z| < p).
n=0 n=0

Sea la ecuacién indicial
F(r)=r(r—1)+por+q =0, con raices ri, rg (r; > 72 si son reales).

Entonces, en (0, p) o (—p,0) existe una solucion de la forma

(@) =l (14 Y an(rn)a”).
n=1

cuyos coeficientes satisfacen la recurrencia general

n—1

F(r+n)an+ Y ap((r+k)pni+qnk) =0, n>1
k=0

Para la segunda solucidn y se tiene:
1. Sirg —re ¢{0,1,2,...}, entonces

ya(a) = Jol"> (1 + ian(rg) z").
n=1

2. Siry = rg, existe

12(@) = 12(@) I fo] + fol (14 3 bu(ra) 2").

n=1

3. Siry —ry =N €N (entero positivo), entonces puede tomarse
oo
(@) = apn(@) el + [of" (1 +3 en(ra) 2",
n=1

pues en este caso aparecen resonancias (F(r +n) = 0 para algin n) que introducen el
término logaritmico.

Ejercicio. Bessel v = 0 (serie corta y Frobenius) A partir de la EDO

o’y +ay +aty=0 (v=0),

obtenga el desarrollo en serie de Jo(z) via Frobenius y escriba la serie hasta el término en .

Determine ademés el radio de convergencia.



Soluci6én. 1) Buscamos y = Y o jap,z™"". Entonces

o0 o0
y = Z(n + 7)apz™ T Yy = Z(n +7)(n 47— Daz" 2.
n=0 n=0

Sustituyendo en z2y” + xy/ + 2%y = 0:

(0. ] e.) o
n+r)n+r—1a,x + n-+nr)apx + anT = 0.
1 n+r n+r n+r+2 0
n=0 n=0 n=0
Agrupando los dos primeros sumandos:
(0.0 (0. 0]
Z(n + ,r,>2anxn+r + Z anxn+r+2 —0.
n=0 n=0
En el segundo sumando hacemos el shift n — n — 2:
(0.0] o
Z(n + 1) 2an2™ "+ Z ap—ox" " = 0.
n=0 n=2

2) Ecuacion indicial. El coeficiente de 2" (término con n = 0) da

r?ag =0 = 7 =0 (raiz doble, ag # 0),

2

en concordancia con 2 — 2 = 0 para v = 0.

3) Recurrencia. Para n > 1, el coeficiente de 2" produce
(n+ 'r)Qan 4+ an_o =0.

Como r = 0, queda

Ap—2
n?’

n2an—|—an,2:0 = ap,=— n > 2,

v ademas a; = 0. Por lo tanto, sélo aparecen términos pares. Normalizando ag = 1:

1 1 1
= ag = ———.

@2 =" 2304

4) Serie de Jy(x) hasta 2°. La solucién regular en 0 es

2t 8

o
_ _ 2k _ 1 _ %Y ...
Jo(z) = y(x) —kz_oagkzc =1 1 + 6l 2304—1-

y, en forma cerrada (por induccién a partir de la recurrencia),

oy 00 _1)k x\ 2k
agfzgk(k)z)z - JO(@:Z<</<!)>2 ()
k=0

5) Radio de convergencia. Del término general

2206+1) |z[2

A2(k+1) _ 0,
4(k‘ + 1)2 k—00

azk

2k

por lo que el radio de convergencia es infinito (p = 00).



6) Nota sobre la segunda solucién. Al ser la raiz indicial doble r = 0, existe una segunda
solucién independiente con término logarftmico,

2
Yo(x) = —(Jo(:v) In x + serie par),
s
pero no se requiere para este ejercicio.

Ejercicio. Segunda soluciéon con Inz para Bessel v = 0 Considere la ecuaciéon de Bessel

de orden cero

22y + xy + 2%y = 0.

Se sabe que Jy(z) =1 — %2 + g—z - % + -+ es la solucién regular en x = 0.

(a) Use Frobenius con raiz indicial doble (r = 0) para buscar una segunda solucién de la forma
ya2(x) = Jo(z) Inz + Z bz,
n=1

FEncuentre una recurrencia para los b, y calcule by y bo.

(b) Muestre que

(71)n+1Hn n
bn = 920 (nl)2 Hn = Z
k=1

| =

(¢) Defina

Yolw) = = (a(a) + (3~ n2) Jo(x) ).

™

donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni. Verifique que

2/ 2 = ()" H, .
o) = 2 ) o)+ 23 Gl
n=1 :

y deduzca la expansion dominante cuando x — 07.

Solucion. (a) Recurrencia para b, y primeros coeficientes. Plantee
oo
ya2(z) = Jo(z) Inx 4+ Z bpa".
n=1

Al derivar, use que Jy satisface la EDO y que - (Inz) = L. Al sustituir en 2%y” + 2y’ + 2%y =0
y cancelar los términos que contienen Inz (se anulan porque Jy es solucion), queda una ecuacion
para la parte sin logaritmo:

2 (J(’)(x).%)+a:.(Jo(x).%)—kxz() + x2Z(2n)(2n—1)bnaj2n_2 + xZ(Qn)bnxQ”_l + xzz bpz®™ = 0.

n>1 n>1 n>1

Es decir,

Jo(z) z + Jo(x) + Z(2n)(2n — Dby + 2(2”)511162”’ n Z b 2212 = ()

n>1 n>1 n>1
Agrupando, para m > 1 el coeficiente de 2™ da

(2m)2bm + b1 + [coef. de 2™ en Jo(z) z + ,]O(x)} =0.



1 k
Usando Jo(7) = 355 ng(k;)l) 225 se tiene

, —1)k 2k —1)k
Jo(z)x = Z (22’f()l<:!)2x2k’ Jo(z) = Z ng(k)!)szk'

k>1
Por tanto, el coeficiente de 2?™ en J|(z) z + Jo(x) es

Hm@Em) O™ )M Em+ 1)

22m(m!)2 22m(m|)2 o 22m(m|)2

La recurrencia queda

(—1)™(2m + 1)

(@m)%bn + b1 + g hr— =0, m 2,
con bp = 0. Param = 1:
(-1)'-3 3 3
4 LM g 4by — = = =_.
by + by + 9.1 0 = 1 1 0 = b 16
Para m = 2:
(-1)2-5 3 5 3 5
16by + by + 2o =0 = 16bg+ — +—— =0 = 16y + — +— =0
20t o e 2T 16 a1y 2T 76 Tea T
de donde 16by + 1255 = 0 = 16by + &5 = 0 = by = — 350

(b) Féormula cerrada. Se puede probar (por induccién o comparaciéon con series conocidas)
que

_ (=y"t'H, RO
b = 22n(pl)2 H"‘Z%'

) . (-1)?H; 1 (-1)%Hy, 53
Con esta férmula: bl_ﬁ_iy 9 = @2~ 164- 1

(c) Definicion estandar de Y y comportamiento para x — 07. Por definicion

2
Yo(@) = = (1) + (v~ n2) Jo(a)).
Sustituyendo ya(z) = Jo(z)Inz + 3, 5y bpz? y la formula de by, se obtiene
2 o n+1Hn 2n
Yo(z) = (ln —f—’y) Jo(z -l-ﬂ_nz::l 2 (n .
Como Jy(z) =1+ O(2?),

2
Yo(x) = ;(ln%—i—y) +0(z?), z— 0T,



Il. Sistemas Lineales Autdnomos

Fundamento (clasificaciéon por autovalores)

Para 2’ = Az en R?:
® A2 € R <0: nodo estable. e A2 € R > 0: nodo inestable. e signos opuestos: silla. e
a £ con a < 0: foco sumidero; o > 0: foco fuente; a« = 0: centro (lineal).

0 _J x y clasifique el equilibrio. Solucién. x1(t) = x1(0)e™>,

Ejercicio. Resuelva 2’ = [

zo(t) = x2(0)e~" = nodo estable.

11

Ejercicio. Silla Para 2’ = L )

] x: (a) autovalores/vectores y solucion general; (b) clasifica-

1

. 1 )
ciéon. Soluciéon. A =3,—1; v = {2], Vg = { 2]. x(t) = crvie3t + covge . Signos opuestos =

silla (inestable).

1
s . . . -3 1
Ejercicio. Foco sumidero Resuelva y clasifique 2’ = [ 2

1 _J z. Solucién. )\:—%j:i.

2
cost

st int . .
x(t) = e—t/2 (61 { Co‘?n J +c {sm D Foco espiral sumidero.

1
1
con (A — 2I)w = v y obtenga la soluciéon general. (c) Clasifique. Solucién. x()\) = (A — 2)2,

Ejercicio. Sea A = [ _31 (a) Muestre que A = 2 es raiz doble y halle v. (b) Encuentre w

1 -1 -1
v { 1} (4-21) = { 1 1 ]’ tome w = [_01] z = crve® + co(vt +w)e*’. Nodo degenerado

inestable.

Ejercicio. Reduccion de orden Transforme x” + 52’ +6x = 0 al sistema y' = Ay y clasifique.
0

Solucion. y; =z, yo =2’ = A= [—6

1
_5} Autovalores —2, —3: nodo estable.

Ejercicio. Matriz exponencial Explique por qué si 2’ = Az y x(0) = 2°, entonces z(t) =

k
eAtz9. Solucion. et = > k>0 % satisface 4eAl = AeA! y eA0 = I por unicidad, z(t)

(iAt.'L'O.

Ejercicio. Sistema 3 x 3 con autovalores reales. Resolver 2/(t) = Ax(t) con

Describa ademas la dindmica del sistema.

Solucién. 1) Autovalores. La suma de cada fila de A es 0, luego A\; = 0 con v; = (1,1,1)".
Para los vectores ortogonales a (1,1,1) (subespacio a + b+ ¢ = 0) se cumple Av = —3v. Por
tanto, los autovalores son Ay = 0, Ay = A3 = —3.



2) Autovectores.

1 1
vi= |1, va=[0|, vg=1]1
1 -1 -1
3) Solucion general.
1 1
z(t) = crv1e” 4 covoe ™+ czvze ™ = |1] +e2| 0 | e B 4eg| 1 | e
1 -1 -1

Ejercicio. Nodo estable 2 x 2 (basico-intermedio) Considere

[ -

Obtenga la solucién general y clasifique el equilibrio z = 0.

Solucién. 1) Autovalores y autovectores.

/\1 = —1, V1 = |:\}§:| N )\2 = —4, Vo = |:

2) Solucion general.

Sl

1
z(t) = cvre "t + covge ™M = ¢ [ﬁ] et 4 ¢ [

3) Clasificacién. Ambos autovalores son negativos = nodo estable (sumidero). Las trayecto-
rias se alinean asintoticamente con la direccion de v.

Figura 1: Nodo estable con direcciones propias vy y ve.
Ejercicio. Nodo degenerado inestable. Resolver
2 = -l x
I =
y clasificar el equilibrio « = 0.

10



Solucién. 1) Autovalores. El polinomio caracteristico A> — 4\ + 4 = 0 tiene raiz doble \ = 2.

2) Autovector y vector generalizado.

(A—QI):[_ll _11] v:{ll], (A—2I)B:v:>6:[01]

3) Soluciéon general.

z(t) = cv e?t + ¢y (tv + ,B)th =C [_11] et 4 ¢y < [_11] t+ [PJ) e2t.

4) Clasificacién. Como Re(\) =2 > 0, el origen es inestable. Al existir un tnico autovector,
se trata de un nodo degenerado inestable: las trayectorias emergen con cizallamiento.

Figura 2: Nodo degenerado inestable. Las trayectorias salen del origen casi paralelas al vector
v=(1,-1).

Ejercicio. Foco espiral sumidero. Considere el sistema lineal

1
1
x = { 2 1] x.
-1 -4

(a) Calcule los autovalores y un autovector complejo asociado.

(b) Obtenga dos soluciones reales linealmente independientes a partir del modo complejo y
escriba la solucién general real.

(c) Clasifique el equilibrio en = = 0 y comente la forma de las trayectorias.

_1
Solucién. (a) Espectro y autovector. Para A = [_i _1], tenemos traza 7 = —1 y deter-
2

minante A = i +1= g. Luego
o TEVTP—4A —1+£V1-5 1

A -4
12 2 2 7!

A—/\I:[_Z 1,], {_Z 1,”2]:0:>—z‘a+b:0:>b:ia.



. . 1
Tomamos, por ejemplo, el autovector complejo v = [] .
0

(b) Modos reales y solucién general. Un modo complejo es vel = [1 ezt = o3t [

1

Separando partes real e imaginaria obtenemos dos soluciones reales

xﬂ)(t):e-%f[co?t], x(z)(t):e_ét[smt .
—sint cost|

La solucién general real es

ci1cost + cosint

_ () @) (4) = 3t
x(t) c1x (t) +cox (t) e’ |:—cl sint + ¢y cost

cost +isint
1cost —sint

(c) Clasificacion y forma de trayectorias. Como Re(M12) = —% < 0, el origen es un foco
espiral sumidero (asintéticamente estable). Las trayectorias describen espirales que decaen

—t)2

como e mientras rotan con frecuencia 1 (por la parte imaginaria =+i).

Figura 3: Diagrama de fases: foco espiral sumidero.

12

|



