MAT218 — Ecuaciones Diferenciales Aplicadas

Profesor: Marcelo Flamarion
Jefe de practicas: Marcelo Gallardo

1 de octubre de 2025

Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Ejercicio 1. Resolver:

1.y —36y=0

2.y +9y =0

3.3y +2y +y=0
4-y" —y=0

5. 9" =5y 4+ 3y +9y =0
6.y +y' —2y=0

7. 16y® 4+ 24" + 9y = 0

Solucion.
1. 72 =36 =0=1r=46. y = C1e5 + Coe 5.
2. 124+ 9=0=r=43i. y = C; cos(3z) + Cy sin(3z).

—1+iv2
—oTwWE

3. 3r242r+1=0=17r = 3

= ¢ /3[Cy cos( ) +Casin(Y2x)).

4. -1=0=r=1 -1 :l:ig. y = Cre® + e‘“/Q[Cgcos(éx) +
Cysin(Lx)].

5. (r—3)2(r+1)=0. y = 013 + Cyxe®® + Cze %,

6. (r—1)(r +2) =0.y = Cre® + Cre~ 2.



T.16(r2)2 +24r2 49 = 0 = (424 3)2 = 0, r = +i%2 (doble). y

(C1 + Cax) cos(@x} + (C5 + Cyx) sin(@x).

Ecuaciones Diferenciales No Homogéneas

Ejercicio 2. Resolver:
Ly —y +iy=3+e/?
2. y'+y=2rsinx
3. y" 4+ 2y +y=sinx + 3cos 2z
4. 16y —y = /2
Solucion.

1. Ecuacién caracterfstica: (r — 3)? = 0. Entonces

yn = (C1 + Caz)e®/2.

Para la parte particular: y, = 12 + %1:269”/ 2 (esto luego del Ansatz

Kx2e%/?). Por tanto,

y = (C1 + Cox)e™? +12 + %$2€I/2.

1

yn = Crcosx + Cysinz, ypzi(axsina}—xQCos:E).

Esto pues, el Ansatz es
z[(ax 4+ b) cosx + (ax + ) sinx].

Entonces

y=Cicosx+ Cysinz + %(xsin:): — 22 cosx).

yn = (C1 4+ Cax)e™ ™, Yp = —% cos T — % cos 2x + % sin 2.

Asi,
9

y=(C1+ Coz)e ™ — S cosx — 55 €08 2T + ;—g sin 2z.



yn = Cre®/? + Coe /2 4+ Oy cos(%) + Cysin(%), Yp = %xe

En consecuencia,

Yy = Che®/? 4+ Cye /% + 4 cos(%) + Cy sin(%) + %mex/2.

Ecuaciones de Euler
Una ecuacién de la forma
2y +aty + By =0, t>0,
donde a y 8 son constantes, se llama ecuacién de Euler.
Ejercicio 3. Resuelva lo siguiente:
Py dy d’y
en términos de —= vy

dr? dr * da?’
b) Use los resultados de (a) para transformar la ecuacion en

d
a) Sea x =1Int y calcule ditJ Y

d*y dy

— -1)—= =0.
Solucion. Como z = Int, se tiene dz/dt = 1/t. Entonces

dy _ dydr _ 1dy

dt  dxdt tdx

dy _d (1dy\ _ 1 (d’ dy
dt2  dt\tdzx) 2 \dx?2 dx)’

Sustituyendo en la ecuacién original se obtiene

Ademss

Yzz + (a0 — 1)yz + By = 0.

Ejercicio 4. Resuelva las siguientes ecuaciones de Fuler para t > 0:

a) t2y" +ty' +y = 0.

b) t2y" 4 4ty’ + 2y = 0.

x/2.



Solucion. a) Aqui @ =1, f = 1. La ecuacién transformada es
Yax +y =0,
cuyo polinomio caracteristico es 72 + 1 = 0, r = +4. Por tanto
y(z) = Crcosx 4+ Cysin .

Como z = Int,

y(t) = Cicos(Int) + Cysin(Int), ¢ > 0.

b) Aqui a =4, 8 = 2. La ecuacién transformada es
Yoo + 3y +2y =0,
con caracteristica r2 4+ 3r +2 = 0, rafces r = —1, —2. Asf
y(x) = Cre™™ + Che 2",

Volviendo a t:
y(t) = Cit7 L+ Cot™2, t>0.

Problema de Valor Inicial
Ejercicio 5. Considere
mu” + yu' + ku = 0, u(0) = ug, u'(0) = vy,
con v < 4km (caso subamortiguado).
Solucion. La ecuacién caracteristica es
mr? +yr 4+ k=0,

cuyas raices son

VAmk — 2

r=——tip,  op=
2m

2m

Por tanto, la soluciéon general es

u(t) = e_%t (Acos(ut) + Bsin(ut)) .



Aplicando las condiciones iniciales:
ol
Vo + 5, U0
A = uy, B=_—2m_
I
De modo que la solucién puede escribirse como

u(t) = Re~amt cos(ut — ),

donde la amplitud y la fase inicial vienen dadas por

2
R fuz o (”0+27n“0> 5— arctan<W> .
0 7 ’ fiug

Dependencia de R con respecto a v

Recordemos que

4m? (vo + ﬁuof
dmk — 2

R? =ud +

» Para v = 0 (oscilador no amortiguado),

2
R(0) = \|ud + (\/%) :

» Cuando v — 2vkm , el denominador tiende a cero y R(7) — +oo.

La funcion Gamma

Se define ~
L(p) = / e “aPlda, p > 0.
0
Ejercicio 6. Demuestre las siguientes propiedades:

a) I'(p+1)=pl(p).
b) T(1) = 1.



c) Sin es un entero positivo, I'(n+ 1) = n!.
d) Parap >0,

F(p—i—n).

P+ 1) (p+2) - (ptn = 1) =~

e) Dado que T'(3) = /7, calcule T'(3) y T(4).

Solucion.

a) Usamos integracién por partes:
[e.@]
I'lp+1) = / e “aP dx.
0
Sea u = 2P, dv = e~ * dx, entonces du = pzP ' dx, v = —e™ . Asi,
00 oo
F'p+1) = [— :ztpe—x]o —I—p/ e 2Pl da.
0

El término de borde es cero (pues aPe™* — 0 cuando x — oo, y vale 0
en z = 0). Luego
I'(p+1)=pL(p).

b) Tomando p = 1:
o0
(1) = / e Ydr=1.
0
c) Sin € N, aplicando recursivamente la relacién (a):

F'n+1)=nl'(n)=Mn)(n—1)I'n—-1)=---=nl
d) Aplicando repetidamente (a):

Llp+n)=@+n-1(p+n-2)(p)T(p).

Por tanto,
I'(p+n)

Loy =P@+ 1) (e —1)



e) Usando I'(3) = /7 y la relacién de recurrencia:

Luego:

9.7-5-3-1 945
5 VT= g VT
JT 945
r(3) = 5 (%)237\/%

Transformada de Laplace de ¢’

Ejercicio 7. Considere la transformada de Laplace de tP, p > —1.

a) Muestre que

o T(p+1
L{tP}(s) = /0 e P dt = %)pjl), s> 0.

b) Para p = n entero positivo, deduzca que
n n!
E{t }(S) = W, s> 0.
¢) Calcule L{t=1/?}(s).
d) Muestre que
L2y (s) = VT

—2873/2, s> 0.

Solucion.



a) Por definicién,

(e 9]

L{tP}(s) = e P dt.

Hacemos el cambio z = st = t =%, dt =

S—

__dx.
L
/OO e SHP dt = /OO e’ (f)p d—m = ! /OO e TxP dx.
0 0 S S 8p+1 0
Pero
o0
/ e “xPdr =T(p+1).
0
Asi,

L{tP}(s) = F(ﬁ;j_—ll), s> 0.
b)

Si p=n €N, se sabe que I'(n + 1) = n!. Luego,

C{tm)(s) =

W, s> 0.

c) Parap= —%, tenemos

L{t2)(s) = -

Recordando que I'(3) = /7

{2y (s) = VI

) > 0.
s s

De forma alternativa, integrando directamente:

L{t72)(s) = / et Y2 dt.
0
Con z = /st, se llega a

L{Y2)(s) = \2 /0 T e da

/ e dg = ﬁ
0 2

Pero

Por tanto,

L{t™2}(s) =

, §>0.

SIS



d) Por la férmula general

ey =" s

tomando p = % se obtiene

ey (s = "2

Pero ['(3/2) = $T(1/2) = YT, Asf,

L{tY?}(s) = 28@2.

O

Ejercicio 8. (4) Suponga g(t) = fg f(r)dr. Si G(s), F(s) son las transfor-
madas de Laplace de g(t), f(t), demuestre que

Solucion. Por definicidn:

G(s):/ooo =g () dt:/oooe_St/Otf(T) dr dt.

Cambiando el orden de integracién (teorema de Fubini):

G(s) = /0 ~ i) < / e dt> dr.

La integral interna es
o e—S’T
[ ea=
- S

G(s) = 1/000 e Tf(r)dr =

Por tanto
F(s)

S S

Ejercicio 9. (5a) Use la serie de Taylor de sint:

a—y (_l)nt2n+l

sint = ZW,

n=0
y suponga que la transformada se puede calcular término a término. Com-
pruebe que

. 1
L{sint}(s) = 21

9



Solucion. Aplicando L{t™}(s) = S,Z%

L{sint}(s) = Z ()" @n+ 1) = Z ﬂ

| 2n+2 2n+2
n:0(2n—|—1). s2n — 52
Es una serie geométrica:
1 1.1 st
s2 st s 14 1/s2 0 2417
O
Ejercicio 10. (5b) Sea
sint
T t ;é 07
fit)y=9q ¢
1, t=0

Encuentre la serie de Taylor de f ent =0 y compruebe que

L{f(t)}(s) = arctanl, s> 1.

s
Solucion. Expandiendo sint =t — g—?; + g—f — .-+, se tiene
sin ¢ t2 > ”t2"
ey
t 3! n:O (2n+1)!

Aplicando la transformada término a término:

= (=0 2n)! & —1)n
L{f)}(s) = Za (2(n +)1)! ' §2n421 - Z()(Zn:—l))s?”Jfl

Esta es la serie de Taylor de arctan(1/s) para |1/s| < 1, es decir s > 1. Por
lo tanto,

L{f()}(s) = arctan™.

S

Ejercicio 11. (6) Si f(t) es periddica de periodo T, pruebe que

Jo e~ f () dt

1—esT

L{F)}(s) =

10



Solucion. Partimos de

/0 e Sf(t) dt = Z/n(nﬂ e~ F(t) dt

Cambio de variable t = u + nT en cada integral:

0 T
_ Z e—snT/ e—SUf(u) du
n=0 0

Factorizando la integral comun:
T o0
</ —suf ) Z —sT
0 n=0
La suma geométrica converge a

1
1 —esT’

Asi se obtiene la féormula.

Ejercicio 12. (7) Resuelva el PVI:

y// ty= f(t)7 y(()) =0, y’(O) =1,

con

/"

Con y(0) =0, ¥/(0) = 1:
(2 +1)Y(s) — 1 = F(s).

La funcién f(t) es un pulso rectangular (Heaviside). Su transformada:

w/2 _ —sm/2
F(s) = / e Stdt = 167.
0

S

11



Entonces

1 1 1— e 5m/2

Separando:

1 e—s7r/2 1

Yis) = s(s24+1)  s(s241) +s2—|—1'

Antitransformando término a término:

n L] {ﬁ} =1 —cost.

s2+1

. 5—1{ L }:sint.

e—5m/2

= El tercer término es desplazado: L1 {m} — u(t—%) [1 _ cos(t . g)]
Asi,
y(t) = (1 — cost) +sint — u(t — g) (1 — cos(t — %))
O

Ejercicio 13. Bonus (x*): Derivacion de la ecuacion de estado en
el modelo de Solow.
Considere una economia cerrada, sin gobierno, en tiempo continuo. Sean:

» K(t) el stock de capital fisico agregado en el tiempo t,
» L(t) la fuerza laboral (o poblacion que trabaja),
» Y(t) el producto agregado.

El producto se obtiene mediante una funcion de produccion neocldsica F' :
Ri — Ry, dos veces continuamente derivable, con retornos constantes a
escala y productividad marginal positiva pero decreciente en cada factor. No
hay progreso tecnologico.

Haga lo siguiente:

a) Explique y enuncie las hipdtesis de retornos constantes a escala y pro-
ductividad marginal decreciente. FEscriba la identidad contable de in-
gresos y el vinculo ahorro—inversion bajo una economia cerrada sin
gobierno.

12



b) Muestre que, bajo un esquema de ahorro exégeno con tasa s € (0,1) y
depreciacion proporcional del capital a tasa 6 > 0, la ley de movimiento

de K(t) es
K(t)=sY(t) — 0K (t).

c) Use la propiedad de retornos constantes a escala para definir variables
en unidades por trabajador:

K(1)

KO =T Y0 =T

y muestre que existe una funcion intensiva f tal que y(t) = f(k(t)).

d) Suponga crecimiento poblacional exdgeno a tasa constante n > 0, es
decir, L(t) = nL(t). A partir de la identidad

(t) = ;i(f((f))),

derive paso a paso la ecuacion diferencial auténoma de Solow para el
capital por trabajador:

k() = s f(k(t)) — (n + 0) k(t).
Indique con claridad en qué paso se usa cada supuesto.

e) Interprete econdmicamente cada término de la ecuacion obtenida y
explique en una oracion por qué es auténoma.

Solucion.
a) Supuestos tecnolégicos. Retornos constantes a escala: para todo A > 0,
F(AK,\L) = \F(K,L).

Productividades marginales: Fx > 0, F, > 0y Fxg < 0, Frp < 0.
Identidad de ingresos en economia cerrada sin gobierno: Y (t) = C(t)+
1(t). El ahorro agregado es S(t) = Y (t) — C(t) y, al no haber comercio
exterior ni gobierno, S(t) = I(t).

b) Regla de acumulacién del capital. Se asume ahorro exdgeno a tasa
s € (0,1): S(t) = sY(t). La inversién bruta repone depreciacién y
suma inversion neta:

I(t) = K(t) + 0K (t).

13



Como I(t) = S(t), resulta
Kt)+0K({t)=sY(t) = K(t)=sY(t)—-0K(1).
Aqui se usaron: identidad contable y depreciacién proporcional.

Variables intensivas y funcién f. Por retornos constantes a escala,

Y () = F(K(t), L(t) = L(t) F(5(3.1).
Definiendo k(t) = K(t)/L(t) y f(k):= F(k,1), se obtiene
Y (1)

y(t) = 0 = f(k(t))-

La funcién intensiva f hereda f' > 0y f” < 0 de F; si ademds F
satisface las condiciones de Inada, entonces f’(k) — oo cuando k | 0
y f'(k) — 0 cuando k 1 oc.

Derivacién de la ecuacion auténoma. Partimos de la identidad de co-

ciente:
k=G Z —[ L 1-1 FOm

donde se usé L/ L = n. Dividimos la ley de movimiento de K por Ly
usamos y = f(k):
K Y K

Sustituyendo en la expresién de k:

B(t) = [s S (R(8) = S R(®)] = nk(t) = 5 F(h(1) = (n + 8) K(t).

En esta cadena se emplean, respectivamente: ahorro exégeno y depre-
ciacién proporcional, definiciéon de variables per cépita, y crecimiento
poblacional exdgeno.

d(K)_LK—KL K K L K

Interpretacién y autonomia. El término s f(k) es la inversién por traba-
jador: una fraccién s del producto por trabajador se destina a invertir.
El término (n 4 )k es la inversiéon de mantenimiento necesaria para
sostener constante el capital por trabajador: §k repone la deprecia-
cion y nk compensa la dilucién del capital debido al crecimiento de la
poblacién. La ecuacién es auténoma porque el lado derecho depende
sélo del estado actual k(¢) y de pardmetros constantes (s,n,d), pero
no depende explicitamente del tiempo .

O]
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