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Nota: puede contener typos.

1. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea f: X — X una contracciéon: o sea, una
funcion tal que para cierto A € [0,1), vale que d(f(z), f(y)) < Ad(x,y) para
cualesquiera z,y € X.

(a) Sea xy € X arbitrario y para cada n € N denote x,, = f°"(x). Demuestre
que la sucesion (x,,) es de Cauchy.

(b) Dados g, yo € X, considere orbitas () y (y») correspondientes segun el
acépite anterior. Demuestre que d(zy,, y,) — 0.

(c) Use lo anterior para demostrar el teorema de punto fijo de Banach:

Teorema 1. Sea (X,d) un espacio métrico completo y sea f : X — X
una contraccion. Entonces, existe un inico punto a € X tal que f(a) =
a. Ademds, este punto fijo se obtiene como limite de la dorbita f°"(z),
cualesquiera que sea x € X

a) Sean m,n € N con m > n. Por la desigualdad triangular y usando la
propiedad de contraccion, como d(f°™(xg), f°"(x0)) = d(xm, zn), se sigue que
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Si f(zg) = o, por el € principio, se obtiene lo solicitado directamente. Caso
contrario, dado € > 0, existe en efecto N € N, dado por

N = max {1, {logm (W)J } ’

tal que, dados cualquiera m,n > N,
AT, Tp) < €.
O sea, (z,,) es de Cauchy.

b) Dados zo,y0 € X, [ : X = X, 2, = [ (x0) ¥ yn = f°"(y0). Por la
propiedad de contraccion,

d(z1,y1) < Ad(zo,Y0)
d($2,y2) S )‘d(xhyl) = )\Qd(IO,yO)

(@, yn) < A"d(20,Y0)-

Como 0 < A < 1 y suponiendo xg # 0, dado € > 0, tomando

N = maX{l, {logm <W)J}

se cumple que d(z,,y,) < €. O sea, d(xy,yn) — 0. Si xg = yo, el resultado es
inmediato pues d(xg,yo) = 0.

c) Teorema del punto fijo de Banach (1).

Prueba. Como (X, d) es un espacio métrico completo, toda sucesion de Cauchy
es convergente. Por ello, dado que (z,) es de Cauchy, (z,) es convergente,
limz,, = a. Note que x,, se construye a partir de un = € X arbitrario. Asi, por
la desigualdad triangular

d(a, f(a)) < d(a, zn) + d(zn, f(a))
= d(a,zn) + d(f(zn-1), f(a))
d(a,z,) + Ad(xp-1,a).

Luego, dado que x,, = a, z,—1 — a y A esta fijo
d(a,zy) + Ad(zp_1,a) = 0.

Por ello, como 0 < d(a, f(a)) < 0, concluimos que a = f(a). O sea, a es un punto
fijo. Queda por demostrar que este es tinico. Supongamos por contradiccion que
no es el caso. O sea, existe @ # a tal que @ = f(a). Entonces,

d(@,a) = d(f(@), f(a)) < Aa.
Sin embargo, dado que A € [0,1), d(a,a) =0, i.e., @ = a. O



2. Sea U C R? un abierto y sea f : U — R una funcién continua tal que, para
cierto ¢ > 0, vale que | f (¢, z) — f(t,y)| < c|x —y| para cualesquiera (¢, x), (¢,y) €
U. Considere un punto (tg,z) € U. Tome a,b > 0 tales que

R = [to—a,to-i-a] X [l‘o—b,.’L‘o-ﬁ-b]

esté contenido en U y sea M > 0 el méximo de |f| en R. Tome cualquier nimero
positivo § < min {2, 2} y considere los intervalos compactos I = [to — 6, to + ]
y J = [zo — b,z + b]. Sabemos que el espacio X = C(I,J) con la métrica del
supremo

p(f,9) = Sup |f(t) —9@)]; f.ge X (1)

es un espacio métrico completo. Si ¢ € X, observe que (s, ¢(s)) € R para todo
s € I y entonces podemos definir

t
P(t) =x0+ | f(s,0(s))ds; tel. (2)
to
(a) Dada ¢ € X, demuestre que ¢ € X. Por lo tanto, la correspondencia
¢ — ¢ define una funcion (operador) I' : X — X.

(b) Demuestre que I' : X — X es una contraccion y concluya que existe un
unica funcién ¢ : I — J, solucion de la ecuacion diferencial =’ = f(t,x)
tal que p(tg) = zo.

a) Para mostrar que ¢ € X = C(1, J), hay que probar que ¢ es continua y que
@ € J. Primero, f es continua. Luego, como ¢ € X, ¢ también es continua. De

este modo,
t

@:xO"'_ f(87<)0(8))d8

to
es a su vez continua. Queda probar que @(t) € J. En efecto, ya se tiene por la
definicion de (2) que t € I. Como 6 < b/M y aplicando las propiedades usuales
de ‘ : |a
t

|B(t) = @o| = |wo+ [ f(s,0(s))ds — xo
to

t

= [fls,p(s))ds

to
t

< || 1f(s0(s))lds

to
t
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to

= M|(t —to)]
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b
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b) Probemos primero que I' es una contraccion. Es decir, que existe A € [0,1)
tal que

p(T(¢1).T(2)) < Ap(ep1, 2).-

Recordemos que § < 1/cy para cierto ¢ > 0, vale que |f(t,x)— f(t,y)| < clx—y|
para cualesquiera (¢, x), (¢t,y) € U. Asi, dados ¢1, 92 € X, usando (2)

T (6)). T(pa(®)] = |20 + / F(s.01(s))ds — zo — / F(5,02(s))ds

=1 fls,p1(s))ds = [ [f(s,p2(s))ds

to

< / (5, 01(5)) — F (5, 0a(s))lds

< / clp1(s) — a(s)lds

to

Luego, por la definicién de p dada en (1),

< .

t
/ c- p(p1,p2)ds

to

/ lor(s) — als)|ds

to

Por ende,

0

(1 (8)), D(pa()] < ] [ dierts) = patolas

<

/ c- p(p1,p2)ds

to

= c|(t —to)|p(p1, v2)
< cdp(p1,p2)
< p(p1, p2)-

Esto implica que existe A € [0,1), A = ¢d tal que sin importar ¢ € I,

IT(p1(£)), T (2(t))| < cdp(ep1, p2) = Ap(1, 92).

O sea,
p(L(p1),T(p2)) = Sup IT(¢1(8)), D(2(t))| < Ap(e1, @2), A€ [0,1).

De este modo, puesto que I' : X — X define una contraccién, por el Teorema
(1), existe un tnico ¥ € X tal que I'(¥) = . Mas especificamente, existe una
unica funcion @ : I — J, con @(ty) = xo, B(t) € J V¢ € I, tal que I'(p) = &.
Esto es,

P(t) = xo Jr/t f(s,0(s))ds, t € 1.
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Luego, por el Teorema Fundamental del Calculo (o la Regla de Leibniz), para
teret

@) = f(t2(1)),

lo cual prueba que el problema de valor inicial

PVI: {x’ = f(t.2) (3)

.T(to) Zo

tiene solucion. En efecto, ciertamente B(ty) = z¢ pues

B(to) = xo + / ' f(s,%(8))ds = xg + 0 = x.

Finalmente, por la unicidad de @, se culmina con lo solicitado?.

3. Use el ejercicio anterior para demostrar el siguiente teorema de existencia de
unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias:

Teorema 2. Sea U C R? abierto y sea f : U — R una funcién continua tal
que, para cierto ¢ > 0, vale que |f(t,z) — f(t,y)| < c|lz — y| para cualesquiera
(t,x),(t,y) € U. Considere un punto (to,zo) € U. Entonces existe una solucién
p: I — R - donde I es un intervalo que contiene a ty en su interior - del
problema de valor inicial

2'(t) = f(t,x), x(toy) = zo.

Ademds, si o1, p2 son dos tales soluciones, ellas coinciden en una vecindad de
to.

Siguiendo los desarrollos previos, probas (2) de la siguiente manera.

Prueba. El primer paso es definir la siguiente sucesion

¥o To
t
(Pk+l(t) =xo+ fto f(sa Sﬁk(s))ds
Luego, tomemos a,b > 0 tales que
K= E(to,ﬂ,) X E(l‘o,b) cU,

y definamos
§ =min{1/c,b/M,a},

siendo

M = .
el

It € B(to,¢), 0 < e < 4.
2Fs sin embargo de interés preguntarse por la existencia de soluciones g ¢ X. Esto ser4



Note que es posible tomar el méximo pues f es continua y K es compacto
(producto cartesiano de compactos). Por convencion, si M = 0, b/M = oc.
Luego, sea Is = B(tg,8) y Q = I x B(xg,b). Por induccién, supongamos que
k es continua y bien definida sobre I5 con

max| i (1) — 0| < . (4)
3
Puesto que f es continua sobre I, por las propiedades de la integral de Riemann
t
punt) a0+ [ 15 0u(s))ds
to

esta bien definida y es continua sobre I5. Mas aun, como ¢ < b/M,

lrr1(t) — mo| < <MS§<b, tels.

/t (s, ou(s))|ds

Asi pues, queda establecido (4). Luego por la condicién

|f(t,$) - f(tay)| < C|1‘ - y‘7 V(t,Z), (t’y) € U?

se tiene que

lp2(t) — p1(t)] <

/t F(or(3) — Fpo(s)lds

<c

/t lo1(s) — go(s)lds

<ec- _
<c Igg?\@l(t) o

< ¢ob.
Ahora, por induccién veamos que

max (1) = o1 (t)] < ()b, €22, (5)
S5

Para cualquier t € I

lper1(t) —@e(t)] <

/t £ (5, 00(5)) — F(5, 011 (5))ds

t
lpe — ol —1|ds

to
cd max lpe(t) — pe-1(t)]

< cd(ed) b = (co) .

C

tratado en las demostraciones de los Teoremas (2) y (3)



Asi pues, (5) se cumple para todo ¢ natural. Note que, como § < 1/¢, ¢d < 1.
Enseguida, veamos que ¢, es de Cauchy. Dado € > 0, tomando m,n > N, con

oo (25)]

om(t) — on(t)|leo = max lom (1) — @n(t)] < e.

se cumple que

En efecto,

|§07n( ) @n S Z |§0€+1 ) (pg(t)|

[Per1(t) — we(t)]

~
Il
=z

(c6)’b

cN§N

1—co )

Como (p(t))een es de Cauchy y el espacio C(Is, B(zg, b)) es un espacio métrico
completo considerando || - || (analogo a (1)), (p¢(t))ren converge uniforme-

mente® a una funcién p(t), t € I5. Por ende, por la propiedad de permutacion
del limite con la integral en el caso de la convergencia uniforme:

ol

~
=z

P(t) = Hm (1)

t

wop1(t) =zo+ [ f(s,00(s))ds

to
t t
Jim s () = o+ tim [ fspr(s)ds = o+ [ (s, p(5)ds.
to to
=%(1)
Con lo cual, por el Teorema Fundamental del Calculo, concluimos que @ es
solucion del PVI (3) sobre I = I5 (con ty € B(tg,€), 0 < € < §). Falta verificar

que si ¢ es otra solucion de (3), P(t) = ¢(t) sobre una vecindad de ty. Para
esto, como g = @ — ¢ es continua, alcanza su méximo en algtn t € I5. Luego,

@ — ¢lloc = max [B(t) — &(t)]

3Sabemos que la norma || - ||oc €s equivalente a la convergencia uniforme.



t

|f(s,0(s)) = f(s,0(s))lds

<c

to

t
/t [(s) — ¢(s)lds
< 5 - max [P(t) — o(t)]

Como ¢d < 1, || — @]l = 0, i.e., § = ¢ sobre I, y en particular sobre la
vecindad V = (tg — 0/2,t0 + 6/2). O

4. Demuestre la siguiente version del teorema de existencia y unicidad de solu-
ciones de ecuaciones diferenciales ordinarias:

Teorema 3. Sea U C R? abierto y sea f : U — R una funcion e clase C'.
Considere un punto (tg,z9) € U. Entonces existe una solucion ¢ : I — R -
donde I es un intervalo que contiene a ty en su interior - del problema de valor
inicial

2(t) = f(t,x), x(to) = zo.
Ademds, si ©1,pa son dos tales soluciones, ellas coinciden en la interseccion de
sus dominios.

La diferencia entre (2) y (3) reside en la condicién de Lipschitz y la condicion
de unicidad. En efecto, en el caso del Teorema (2), se tiene que para cierto
¢ > 0, vale que |f(t,z) — f(t,y)| < c|Jz — y| para cualesquiera (t, z), (t,y) € U;
mientras que en el Teorema (3) se impone tinicamente que f sea clase C*. Con el
proposito de demostrar el Teorema (3), requerimos de los siguientes resultados
Perko (2001). Por otro lado, se pide ademés probar que si (1,92 son dos
soluciones (en particular ¢1(tg) = p2(to)), entonces ¢1(t) = @o(t) para todo
tel, Nig,.

Lema 4. Sean U es un abierto de R" y f : U — R™. Entonces, si f € C1(U),
f es localmente lipschitziana® sobre U.

Prueba. Como U es un abierto, para cualquier &y € U, existe una vecindad
Ve(xo)® contenida en U. Luego, definiendo el compacto

K(wo) = {z €U+ le— ol < e/2),
como f es continua, podemos tomar

L= max || Df @)]]

4En una vecindad de un punto xg € U, f cumple la propiedad de Lipschitz
We(zo) ={x €U : ||z —x0|| < €}



donde D es el operador derivada. Luego, V x,y € K(x(), como es un conjunto
convexo, (1 — )z + 0y = x + 6z € K(xg), siendo z = y — x. Definiendo
9(0) = f(x + 0z),

g (0) = Df(x + 02)=.

De este modo,

17 (y) = f(@)]] = [lg(1) — g(0)]]

| 1o

_ ' /01 Df(x + ez)zdeH

1
< [ Ipst@+ o)z

1
g/umw
0

< Llly — |-

O

Observacién. En (3), U C R? y f : U — R. En ese sentido, * = (t,z) y
y 2 (t,y). Mds atin, para los desarrollos posteriores, basta con establecer la
propiedad de lipschitz en la sequnda entrada, o sea,

|f(t, ) — f(t,y)] < Llz —y|.

Esto es consecuencia directa de lo establecido usando la equivalencia de normas
en R™.

Lema 5. (Marcelo Viana (2021)) Si f : U — R™ es continua y localmente
lipschitziana en x, entonces para cualquier compacto K C U, existe L = L(K) >
0 tal que

Prueba. Suponga que para todo n > 1 existe (tn,x,) ¥ (tn,yn) en K tal que
Lf (tns 2n) = ()l = nllzn — ynll-

Como f esta acotada sobre el compacto K, esto implica que ||z, — yn|| — O.
Nuevamente usando la compacidad, supongase que (¢, z,) — (£,%) € K. De
este modo, (t,,yn) — (t,Z). Pero entonces, f no es lipschitziana en ninguna
vecindad de (£,7) =<. O

Usando los lemas (4) y (5), probemos finalmente el Teorema, (3)

Prueba. La idea es esencialmente la misma. Para no repetir argumentos de la
prueba de (2), procedamos segtn el enfoque que hace uso del Teorema (1). Dado



(to, o) € U, fijemos § > 0 tal que
Rs = [t075,t0+5} X [:L'o 75,$0+5] cU.

Como f € C!, por (4), f es localmente lipschitziana en z sobre el compacto R.
De este modo, por (5), existe L(d) tal que

[f(t2) = f(& )| < LO)|x —yl, V(t,2), (ty) € R.

Asimismo, definimos®

M(5) = swp{lf(t, )] : (t2) € Rs}.
Luego, tomando € < §, el espacio de funciones continuas
X ={¢: (B(to,e) = B(xo,9)}
con ¢(tg) = xo, y la métrica

pler,p2) = sup  {Jei(t) — @2(t)[},
teB(to,e)

termina por formar un espacio métrico completo. Luego, definiendo el operador

L)) =20+ | f(50(s))ds,

to

podemos establecer que se trata de una contracciéon I' : X — X . Tomemos
€ < min o1 )
M(6)" L))
Por definicion, I'(p)(tg) = z¢ y por otro lado,

/tf(s,go(s))ds < M)t —to] < M(0)e <, ¥Yte Bltg,e).

I (@) (t) — ol | =

De este modo, I'()(t) € B(zo,0). Luego, dadas o1, 92 € X

D) - T{a)| = / F(5,01(5)) — F(5, 0a(s))ds

< | 1f(s01(s)) = f(s,02(s))lds

to

< / L(8)|1(5) — a(s)]ds

to

< L(d)ep(ep1, p2) < p(p1, p2).

SNote que por la compacidad de R, podemos tomar directamente el maximo.
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Por ende, por el Teorema (1), al ser I' una contraccion, existe un tnico @ tal
que I'(p) = p. Més ain, por la regla de Leibniz, @'(t) = f({,%) y ciertamente
D(tg) = xo- O sea, el problema =’ = f(t,z), z(tg) = xo tiene solucion. Queda
entonces pendiente el segundo punto, es decir, que si ¢1 y 2 son dos soluciones
de (3), entonces ¢1(t) = p2(t), para todo t € I,, N I,,. Como ¢1(ty) = wa(to),
definimos

I={tel, Nl o) = pa(t)}.

Por definicién, I es no vacio y cerrado en I, N I,, pues se trata de la pre-
imagen de un cerrado, el {0}, por una funcién continua, ¢(t) = ¢1(t) — w2(t).
Si probamos que I es también abierto en I, N I,,, podremos concluir que
I =1, NI, (pues I es conexo). Tomemos ty € I. Por definicion,

p1(to) = pa(to) = o.

De este modo, aplicando la misma construccién del punto fijo a (to, &), estable-
cemos que, para cierto v > 0 de modo que ¢,(t) € B(Zo,0) y

(1) = f(t,0;(t)), t € Blto, 7).

Acéd v juega el rol de € y 0 el rol de §. Sin embargo, por la unicidad del punto
fijo, 71(t) = 72(t) para todo t € B(to,7). Esto prueba que B(fy,7) C I para
cualquier ¢y € I, i.e., I es abierto en I, N1I,,. Como los Gnicos conjuntos
abiertos y cerrados a la vez en I, N I,, son el vacio o él mismo, tg € I,, NI,
y se trata de un conjunto conexo (intervalo), concluimos que I = I,, N I,,.

O

Lima, agosto del 2025.
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