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Problema 1. Ecuacion de Airy ¢ — 2y =0

Soluciéon. Buscamos una solucién en series de potencias centrada en x = 0 de la forma

y(x) = Z anx".
n=0

Entonces
y'(r) = i na,a" ", y'(r) = in(n — Daya"? = i(n +2)(n + 1)ay, 22"
n=1 n=2 n=0
La ecuacion y” — xzy = 0 produce
i(n +2)(n+ 1)ay 2™ — f: a, " = 0.
n=0 n—0

Tgualando coeficientes: para x° se obtiene (2)(1)ay = 0 = ay = 0; y para n > 1,

ap—1
n+2)(n+1)

m+2)(n+1Dapo—a,1 =0 =  ap2= (

Esto enlaza los coeficientes en bloques de paso 3; por tanto hay dos familias independientes
(dado que ay = 0):

yo(z) :ag =0, a; #0 — ay =

yi1(z) a9 #0, a3 =0 — a3:%7 a6:%a~-
() A R
r)=a .

n ‘T3 27 (653 2) ’
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Asi, la solucion general cerca de x = 0 es

y(r) = Cryi(z) + Caya(x),

que coincide (hasta constantes) con las combinaciones lineales de las funciones de Airy clasicas
Ai(x) y Bi(z). O

Problema 2. Reduccién de Bessel de orden 1/2

Solucion. Dada la ecuacion

22y + zy + <x2 - %)y =0, x>0,

considere el cambio y(x) = 27 /?v(x). Entonces
y = —%x_?’/% + 72y,
Y = a2y — g3 g,
Sustituyendo en la ecuacion y simplificando se obtiene
z 12 (%" +2%0) =0 = " +0v=0.
Por consiguiente, v(x) = Cycosz + Cysinz y
y(z) = x72(Cy cosz + Cysinz).

1/2 1/2

En particular, y;(z) = x=/?cosz e yo(x) = 2~ '/*sin x son soluciones. O

Problema 3. Solucién general de sistemas

-5 3
2 7

' = —bx + 3y,

SeaA:(
Yy =2x+ Ty.

Solucién. (a) Sistema { > . El polinomio caracteristico

es
p(A) =det(A — X)) = (=5 —=X)(7T—A) — 6=\ — 2\ — 41,
con autovalores
Ao = 1+V42.
Luego,

— 42 —6 — V42

5 3
(b) A= ( 5 5> , con traza 0 y determinante —19.

pA) =X —19 = A\ ,=+V10.

Por tanto,
-1 V1
X(t) = Cy 6\/@(5 A 9) +Cge‘@t(5 +2 9).
El origen es un punto silla inestable. 0



Problema 4. Inestabilidad del origen

1
Solucién. Considere A = ( Ml 1) , o # —1

p(AN) =A% — (u+ DA+ (u+1).
Sean T =p+1, A=p+1
» 4 < —1: A <0 = punto silla (inestable).
= 4 >—1: A >0, 7>0 = inestable.

e —1<pu<3: D= (u+1)(up—3) <0 = espiral fuente.
e 11> 3: D >0 = nodo fuente.

Por tanto, (0,0) es siempre inestable, silla si ;1 < —1 y espiral inestable si —1 < p < 3.

Problema 5. Calculo de e

1 1 1
Solucién. (a) A= 1 1 1 |.Como A? =0, la serie se trunca y
-2 =2 =2
et =T+ At.

2 1
(b) A= (1 2) , con autovalores 3 y 1, y autovectores (1,1) y (1,—1):

a 1/1 1\ 4, 1/1 =1\, 1/[/e"+e e —¢
e == e’ + = e = .
2\1 1 2\—-1 1 2 \edt —et 34 et



