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Lista 8

1. Encontrar la solucién general de los siguientes sistemas:

(a){x/:~—&r+3y, b){x’z«—&r+3y7 C){w’=<—§r+iy,

y =2z + Ty, y' = —2x + by, Y =—z— 1y,

2. Determine las condiciones de la constante real p tal que (0,0) sea un centro para el
sistema lineal

/ —_—

v = —px+y,
y'=—z+ py.

3. Sea X = X(t) la respuesta de un sistema dindmico lineal

a' = ax — By,
Y = Br + ay,

que satisface la condicién inicial X(0) = X,. Determine las condiciones sobre las
constantes reales a y # que aseguren que

tli)rgo X(t) = (0,0).
¢ Puede (0,0) ser un nodo o un punto silla?
4. Demuestre que el sistema lineal no homogéneo
X'=AX +F

tiene un punto critico inico X; cuando A = det A # 0. Concluyendo que, si X =
X(t) es una solucién del sistema no homogéneo, 7 < 0y A > 0, entonces

[Sugerencia: X(t) = X (t) + X;.]

5. Demuestre que (0,0) es un punto critico asintéticamente estable del sistema auté-
nomo no lineal

o' =ax = By +y?
y' = Br + ay — zy,

cuando a < 0 y un punto critico inestable cuando o > 0. [Sugerencia: Cambie a
coordenadas polares].



6. a) Demuestre que (0,0) es un punto critico aislado del sistema auténomo plano

=zt — 2xy3,
/I 3 4
y =27y =y,
pero que con la linealizacién no se obtiene informacion til acerca de la natu-
raleza de este punto critico.

b) Utilice el método del plano fase para demostrar que z®+y* = 3cxy. A esta curva
clasica se le llama hoja o folium de Descartes. Las ecuaciones paramétricas de
una de estas hojas son

3ct 3ct?
r=-——r =—.
[ EA S e
[Sugerencia: La ecuacién diferencial en z y y es homogénea.]

¢) Con un programa para graficar o un programa de solucién numérica, trace las
curvas soluciéon. Con base en sus graficas, jclasificaria el punto critico como
estable o como inestable? ; Clasificaria el punto critico como nodo, punto silla,
centro o punto espiral? Explique por qué.

7. La ecuacién no lineal
ma” + kx+kia* =0 parak >0

representa un modelo general de las oscilaciones libres no amortiguadas, de una
masa m fija a un resorte. Si k; > 0, el resorte se llama duro (vea el ejemplo 1 de la
seccién 5.3). Determine la naturaleza de las soluciones de

2+ 42 =0
en una vecindad de (0, 0).

8. Una solucién de la ecuaciéon diferencial no lineal de segundo orden
"4 —2=0

satisface z(0) = 0 y 2'(0) = vy. Aplique el método del plano fase para determinar
cuando la solucion resultante es periddica.

9. Péndulo amortiguado. Si suponemos que actiia una fuerza de amortiguamiento
en direccion opuesta a la del movimiento de un péndulo, con una magnitud direc-
tamente proporcional a la velocidad angular df/dt, el angulo de desplazamiento 6
del péndulo satisface la ecuacion diferencial no lineal de segundo orden

d*0 do
ml—- = —mgsinf — f—.
dr? g P
a) Escriba la ecuacién diferencial de segundo orden en forma de un sistema auté-
nomo plano y determine todos los puntos criticos.

b) Determine una condicién sobre m, Iy § que haga que (0, 0) sea un punto espiral
estable.



10. Una oscilaciéon no amortiguada satisface una ecuacién diferencial no lineal de segun-
do orden de la forma
"+ f(zx) =0,

donde f(0) =0y zf(z) >0 paraz # 0y —d < x < d. Utilice el método del plano
fase para investigar si es posible que el punto critico (0,0) sea un punto espiral
estable.

[Sugerencia: Sea F(z) = /x f(u) du y demuestre que y? + 2F(x) = c.]
0

11. En cada uno de los problemas (a)—(d) construya una funcién de Liapunov de la
forma V(z,y) = ax?® + cy?, determinando a y c¢. A continuacién, demuestre que el
punto critico en el origen es del tipo indicado.

dx

d
(a) = —2® + 2, i —2x%y — y>; asintéticamente estable.
d d
b)) & 1,3 + 21, 9 _ —y?: asintoticamente estable.
2
dt dt
d d
(c) dif = —2% + 23, d%{ = —2x1°; estable (al menos).
dx 3 3 dy 2 2 3 '
(d) o =13 — 3, o = 2zy° + 4xy + 217, inestable.
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