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Lista 6

1. Demuestre, a partir de la definicion, las transformadas de Laplace de la tabla dis-
cutida en clase.

2. La funcién gamma. La funcién gamma se denota por I'(p) y se define mediante
I'(p+1) = / e TP dx.
0

La integral converge cuando x — oo para todo p. Para p < 0 también es impropia en
x = 0, pues el integrando se vuelve no acotado al aproximarse z — 0; sin embargo,
puede demostrarse que converge en © = 0 para p > —1. Ademads, como ['(p) esta
definida para p no entero, esta funcién extiende el factorial a valores no enteros de
la variable independiente; es consistente tomar 0! = 1.

(a) Muestre que, para p > 0,
I'(p+1)=pL(p).

(b) Muestre que I'(1) = 1.

(c) Si p es un entero positivo n, muestre que
F(n+1)=nl
(d) Muestre que, para p > 0,

F(p+n).

P+ 1)p+2) - (ptn—1)=—F5

(e) Dado que F(%) = /7, calcule
i) v (s
3. Considere la transformada de Laplace de t?, donde p > —1.

(a) Remitase al problema anterior y muestre que

00 r 1
/ e P de = M, s> 0.
0 Sp+1

iy = | et dp —
0

sp+1



(b) Sea p =n (un entero positivo) en el inciso (a); muestre que

n!
gntl ’

L{t"} = s> 0.

(¢) Muestre que
2 o
L{t7V% = \/5/0 e du, s> 0.

Se sabe que / e dy = \/2%; por lo tanto,
0

L{V?y = ﬁ s> 0.
(d) Muestre que
L{t"?} = VT s> 0.

2 g3/27
4. Suponga que

o) = [ f(r)r

Si G(s) y F(s) son las transformadas de Laplace de g(t) y f(t), respectivamente,
demuestre que

5. Se pueden hallar de manera conveniente las transformadas de Laplace de ciertas
funciones a partir de sus desarrollos en serie de Taylor.

(a) Use la serie de Taylor para sint,

00 (_1)nt2n+1
sint = -t

nZ:o (2n + 1)!
y suponga que puede calcularse término a término la transformada de Laplace
de esta serie; compruebe que

) 1
5{81nt}282+1, s> 1.
(b) Sea
sint
T t# 07
f)y=4t
1, t=0

Encuentre la serie de Taylor de f alrededor de ¢ = 0. Suponga que la transfor-
mada de Laplace de esta funcién puede calcularse término a término y com-
pruebe que

L{f(t)} = arctani, s> 1.



6. Suponga que f(t+7T) = f(t) para todo t > 0 y para algin nimero positivo fijo T’
se dice que f es periddica con periodo 1" sobre 0 <t < co. Demuestre que

/ ' e St f(t)dt
L{f(t)} = Ol_ﬁ-

7. Resuelva el PVI (problema de valor inicial):

(a) v"+y=f(), w(0)=0, y(0)=1,

1, 7w <t< 27,
0, 0<t<myt2>2m.

(c) ¥ + 4y = sint — ug,(t) sin(t — 27w), y(0)=0, ¢'(0)=0.
(d) ¥’ + 4y =sint + ug(t)sin(t — 7)), y(0) =0, ¢(0)=0.
() " +wy=0(t=2), y0)=1, y(0)=0.

(f) v"+y=46(t —m)cost, y(0)=0, ¢(0)=1.

(8) ' +4y=25(t-7%), y(0)=0, y(0)=

8. Considere la ecuacién integral de Volterra

¢
o)+ [ (t =€) 9(&) dg = sin(2e).
(a) Demuestre que si u es una funciéon tal que u”(t) = ¢(t), entonces
u”’(t) +u(t) — tu'(0) — u(0) = sin(2t).
(b) Demuestre que la ecuacién integral dada es equivalente al problema de valor
inicial
u"(t) + u(t) = sin(2t), u(0) =0, ' (0)=0.

(c) Resuelva la ecuacién integral dada mediante la aplicacion de la transformada
de Laplace.

(d) Resuelva el problema con valor inicial del inciso (b) y compruebe que la soluciéon
coincide con la obtenida en (c).
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