Solucionario — Segunda practica, 2026

Pregunta 1. (6 puntos)

(1) Existencia del minimizador. (2 puntos)
Sea xo € R | con u(xg) > u (existe pues u € u(R", )) y considere

K={xecR}:ux)>up-x<p-Xo}.

Paso 1 (K es no vacio). xg € K.
Paso 2 (K es cerrado). Escribimos

K=R:Nnu*([g,00))N{x:p-x<p- X}

R y el semiespacio {p-x < p-Xo} son cerrados (preiméagenes de cerrados por funciones lineales continuas).
u~([u,00)) es cerrado por continuidad de u. La interseccién finita de cerrados es cerrada.
Paso 8 (K es acotado). Sea x € K, entonces z; > 0y p-x < p-xg. Como p; > 0 para cada i:
P Xo

pixigg pjTi =p-X<Pp-Xg — ;< p< .
. 7
J

Luego K C [[:-,[0, (p - x0)/p:], acotado.
Paso 4 (Reduccion a K). Six € R"} con u(x) > @ pero p-X > p - X, entonces X ya da menor gasto
y X no puede ser minimizador. Luego

e(p,u) = inf p-x.

Paso 5 (Weierstrass). La funcién x — p - x es continua, K es compacto (cerrado y acotado en R™,
por Heine-Borel) y no vacio. Por Weierstrass, existe x* € K que alcanza el minimo. [J

(2) Unicidad. (2 puntos)
Por contradiccion, supongamos que existen x*,y* € K ambos minimizadores con x* # y*:

p-x =p-y =epu), ux)=>u uly)=>u
Paso 1 (Punto medio). Sea z = 1x* + 1y*. Por estricta cuasiconcavidad de u y x* # y*:
u(z) > minfu(x"), u(y*)} > @
es decir, u(z) > u estrictamente. Ademaés:
p-z=3p-X +3p-y" = e(p, ).

Paso 2 (Reducir el gasto). Como u es continua y u(z) > @, existe una vecindad de z en la que u se
mantiene > 4. Tomemos ¢ > 0 pequefio tal que z; =z — t1 € R (donde 1 = (1,...,1)") y u(z;) > @.
Tal t existe: como z € R’ ! (combinacion convexa con coeficiente 1/2 en R”. donde al menos uno tiene
entradas estrictamente positivas, por la hipotesis o € u(R’ ) y la unicidad geométrica del 6ptimo), se

tiene min; z; > 0 y basta tomar ¢ < min; z; y ¢ tan pequenio que la condicién u(z;) > 4 se mantenga.
Paso 8 (Contradiccion). El gasto en z; es:

p-zi=p-z—ty p;<p-z=ep,u),

1
contradiciendo que e(p, u) es el infimo. Luego x* es tnico. O

(3) Concavidad de e(-,@). (2 puntos)
Sean py,p, € R}, y A€ [0,1]. Sea py = Ap; + (1 — A\)p,.
Paso 1. Sea x* el minimizador a precios p, (existe por la parte (1)). Entonces u(x*) > @, asi que x*
es factible para los problemas a precios p; y p, (el conjunto factible {x € R} : u(x) > @} no depende de
p). Por tanto:

e(Ppa) §P1'X*a e(Pmﬂ) SPz'X*~

1Si x* o y* tuvieran alguna componente nula, una nueva aplicacion de la estricta monotonia permite reducir el gasto
sin pasar por la combinacion convexa: existe w <z, w #z,con u(w) >0y p-w<p-z.



Paso 2. Multiplicando por A >0y 1 — A > 0 y sumando:

Ae(py, @) + (1 = A)e(pg,u) < Apy X" + (1 = A)py - X" =p, - x" =e(py,u). O

Idea economica. La funcién de gasto es el infimo de funciones lineales en p: para cada cesta factible x,
el mapa p — p - x es lineal en p, y e(p,u) = infx p - x. El infimo de funciones lineales (concavas) es
concavo.

Pregunta 2. (4 puntos)

(1) V1 + V4 es convexo. (2 puntos)
Sean z,z’ € Vi + V3, escritos como z = x1 +yy, Z = Xo +y, con x1,Xs € Vi, y;,y, € Vo. Sea
A€ 0,1].
Az + (1= N)z' = [xx; + (1= Nxo] + [Ay; + (1= Ny,

€ V1 (convexo) € Vi (convexo)

Luego Az + (1 — Nz’ € V1 + Vo, O

(2) X*(p,w) es convexo cuando u es céncava. (2 puntos)
Sean x,y € X*(p,w) y A € [0,1]. Por definicién, u(x) = u(y) = v(p,w) := sSupp(p ) U ¥ X,¥ €
B(p,w). Seaz = Ax + (1 — \)y.
Paso 1 (Factibilidad). B(p,w) es convexo (interseccion de R’} con un semiespacio), asi z € B(p,w).
Paso 2 (Optimalidad). Por concavidad de w:

u(z) = Au(x) + (1 = Mu(y) = v(p, w).
Por otro lado, z € B(p, w) implica u(z) < v(p,w). Luego u(z) = v(p,w), y z € X*(p,w). O
Comentario. Si ademds u es estrictamente céncava, la desigualdad anterior es estricta para x # y, lo
cual seria incompatible con que ambos sean 6ptimos: en ese caso, la demanda walrasiana es inica.

Pregunta 3. (6 puntos)

(1) Concavidad de f(z1,29,23) = alnz; + Blnzs + yInzs. (2 puntos)
Paso 1 (Hessiano). Las primeras derivadas son f,, = 0;/x; (con 6; = «a, 65 = 3, 03 = 7). Las
segundas:

0; .,
f:ri:ri :_Pa fivLZJ :0(2#-7)

Luego
. «
V3if(x) = dlag(—z, —ﬁg, —72> .

xi w®y a3

Paso 2 (Criterio de los menores principales lideres). Por el criterio de Sylvester, V2f es definida
negativa si y solo si los menores principales lideres alternan signo empezando en negativo:

|H1|<0, |H2|>O, |H3‘<0.

Calculamos directamente, usando que el Hessiano es diagonal:

a —a/x? 0 afl 2 aBy
Hi|=——, Hs| = det 1 = ——, Hs| = det(V = .
| 1‘ 1,% | 2 € |: 0 _6/$%:| :L’%JC% ‘ 3 et(V=f) x%xgzg

En R% ., las condiciones |Hi| < 0, |Ha| > 0, |Hs| < 0 equivalen a o > 0, 3 > 0, v > 0, respectivamente.
Bajo esas condiciones, f es estrictamente céncava.

Paso 3 (Caso semidefinida negativa). Para concavidad no estricta, V2 f debe ser semidefinida nega-
tiva, lo cual requiere que (—1)¥Mj, > 0 para todo menor principal M de orden k (no solo los lideres).
Como el Hessiano es diagonal, todo menor principal de orden k es producto de k entradas diagonales
—0;/z%; el patron (—1)kMj, > 0 se cumple para todos si y solo si cada entrada diagonal es < 0, es decir,
a,B,v7 2> 0.

Paso 4 (Conclusion).

fesconcavaen R3 . < a>0, >0, v>0,




y la concavidad es estricta si y solo si a, 3,y > 0.

Comentario. Para a, 8, > 0, esta es la transformacion logaritmica de la utilidad Cobb-Douglas f (x) =

a.B
x§rhal.

2 T1,%2,T3) = 122 + Inx3 no es cédncava. 2 puntos
g
Paso 1 (Hessiano).

0 1 0
v.q = (JUQ, Ty, 1/x3)T7 v2g(x) =10 0
0 0 —1/a3
Paso 2 (Criterio de los menores principales lideres). Para que V2g sea semidefinida negativa (condi-

cién necesaria para que g sea céncava), los menores principales lideres deben satisfacer (—1)¥ |Hy| > 0
para cada k = 1,2,3. Calculamos |Hs|:

|Hy| = det {0 1] S

10
Como |Hy| = —1 < 0, falla la condicién (—1)2|Ha| > 0, asi que VZg no es semidefinida negativa.
El mismo calculo descarta también la concavidad estricta: ésta exigiria |[Hq| < 0, |Hz| > 0, |H3| <0,
pero |Hy| =0y |Hz| = —1 < 0 violan ya las dos primeras desigualdades.

y ) 3
Paso 3 (Conclusion). g no es concava en R3 . O

Comentario. En la direccion v = (1,1,0) " se tiene v V2gv = 2 > 0 (curvatura positiva), mientras que
en la direccién v = (0,0,1)7 se tiene v V2gv = —1/22 < 0 (curvatura negativa). Esto evidencia el
caracter de silla de g.

(3) Limite de la media de potencias. (2 puntos)
Objetivo. Probar que para x € RY |,

o)+ b v
— 5 1
o= i (1) ()

Paso 1 (Pasar al logaritmo). Como z; > 0, M,(x) > 0 y podemos tomar logaritmo:
donde ¢(p) :=In(1 Y, 2?)

n :
Paso 2 (Indeterminacion 0/0). Como z = 1,

ez

y el denominador tiende a 0. Estamos en 0/0, asi que aplicamos la regla de L’Hopital.
Paso 3 (Derivada del numerador). Derivando bajo el logaritmo:

ap (i) 43l

/ dp
¢'(p) = =
%szf %szf ’
d.p_
dp

La? = 2P Ina; (valido pues x; > 0). La derivada del denominador p es 1.
Paso 4 (Evaluar el limite por L’Hépital). Tomando p — 0, 2 — 1 para cada i, asi que

1/n
I3 linz 1 -
11)1_%4,0() 711211 —gglnxizln 1:[13:1 .

In M (x)

’B\P—‘

donde se us6 que 7

Por L’Hopital,

p—0 D p—0

1/n
. o w(p)
P}lj}[%) In M,(x) = lim = lim ¢/(p) = In <H xl> .



Paso 5 (Volver via exponencial). La exponencial es continua, por lo que
n 1/n n 1/n
;lzii% Mpy(x) =exp| In <1_[1 xl> = (1_[1 xl> . O
1= 1=

Comentario. Las medias de potencias M), interpolan medias clasicas: M; (aritmética), M_; (armonica),
My (cuadréatica), y el caso limite p — 0 recupera la media geométrica. Como subproducto de la desigual-
dad de Jensen se tiene ademés M, no decreciente en p, lo cual implica de inmediato la desigualdad clasica
MA > MG > MH.

Pregunta 4. (4 puntos)

(1) 7(p) es convexa. (2 puntos)
Sean p;,p, € RE, y A €[0,1]. Sea py = Ap; + (1 — A)p,.
Para cualquier y € Y:

Py Y =2AP1 Y+ (1 =A)py-y <A7(py) + (1 = A) m(pa),

donde la desigualdad es por definiciéon de supremo: p; -y < 7w(p;) v P2y < 7(psy)-
Tomando supremo sobre y € Y del lado izquierdo (el lado derecho no depende de y):

m(py) = SUp Py * Y <Am(p) (1= A)7(py). O
yeE

Idea econdmica. La funcion de beneficio es el supremo de funciones lineales en p: para cada plan factible
yEY,p—p-yeslineal en p, y m(p) = sup, p - y. El supremo de funciones convexas (en particular,
lineales) es convexo.

(2) Existencia de precios soporte. (2 puntos)
Definamos A = {x € R} : u(x) > u(X)} (el conjunto estrictamente preferido).

Paso 1: A es no vacio y convezo.

No wvacio: por estricta monotonia, para cualquier vector canoénico e;, X +e; > X y X+ e; # X, asi que
u(X + €;) > u(x). Luego x+e; € A.

Convezo: sean X,y € Ay X € [0,1]. Por cuasiconcavidad,

uw(Ax + (1= A)y) = min{u(x), u(y)} > u(x),
asi Ax + (1 — Ny € A.

Paso 2: ©¢ A.
Trivialmente u(X) > u(X) es falso.

Paso 3: Aplicar el teorema de separacion.
Ay {x} son convexos disjuntos en R™ ({X} es ademas compacto). Por el teorema de separacion de
convezxos, existen p € R™\ {0} y ¢ € R tales que

p-x <c¢ < p-x, Vx € A. (%)

Paso Jj: c=p- z.
Por estricta monotonia, X + %el € A para todo k € N. Aplicando (*):

cgp-()’c—&-%el):pd’c—k%.

Tomando k — oco: ¢ < p - X. Combinando con p - X < ¢ de (*), obtenemos ¢ = p - X. La desigualdad (x)
queda:
P'X>p-X Vx € A. ()

Paso 5: p> 0.
Por contradiccion, suponga p; < 0 para algin ¢. Por estricta monotonia, X + te; € A para todo t > 0.
Aplicando (xx):
p-(X+te)>p-X <= tp;>0.



Perot >0y p; <0 dan tp; < 0, contradicciéon. Luego p > 0. Como p # 0, p € R} \ {0}.

Paso 6: Extender a {x: u(x) > u(z)}.
Sea x € R% con u(x) > u(x). Para k € N, considere x; = x + 1. Por estricta monotonfa,
u(xg) > u(x) > u(x), asi x; € A. Por (*x):

P X 2>PpP-X.

Como xp, — x cuando k - ooy y — p -y es continua, p-xX; — p-x. Luegop-x>p-x. O

Discusion. La cuasiconcavidad garantiza la convexidad de A (necesaria para separar), la estricta mono-
tonia garantiza precios no negativos (los bienes son “bienes” y no “males”), y la continuidad permite cerrar
el conjunto al pasar de la versién estricta a la débil.
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