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Soluciones detalladas en azul. Cada paso estd justificado; en eramen se espera un nivel de detalle similar.

I. Ejercicios para la sesion de practica

Problema 1. Optimizacion irrestricta de f(x,y) = x> + zy + y* — 3z — 6y.

(a) Puntos criticos. Calculamos el gradiente e igualamos a cero:

0
0
8—'y=1¢+2y—6:0.

Resolviendo el sistema: de la primera, y = 3 — 2z. Sustituyendo en la segunda: = +2(3 —22) —6 =0 =
z+6—-—4r—-6=0 = —3x=0 = 2 =0. Luego y = 3.
Punto critico: (z*,y*) = (0,3).

(b) Clasificacién. El hessiano de f es constante:

2 1
Hy = .

Menores principales: A; =2>0y Ay =det Hf =4—-1=3>0.
Por el criterio de Sylvester, Hy es definida positiva, luego (0, 3) es un minimo local.

(c) Carécter global. Como H; es definida positiva en todo R? (el hessiano es constante), f es estrictamente

conveza. Por tanto, el minimo local es minimo global tnico.
Valor minimo: f(0,3)=0+0+9—-0—18=-9. O

Problema 2. Firma competitiva via TFI: max7(q;p, ) = pq — aq?.

(a) Resolucién directa. La FOC es

. p
(@) =p—20q=0 = ¢ (pa) = 5.

La SOC: 7"(¢q) = —2a < 0 (pues « > 0), confirmando que es un maximo. Como p, @ > 0, ¢* > 0 es interior. v/

(b) Estatica comparativa via TFI.

Paso 1 (Verificar las hipdtesis del TFI). Definamos

F(g;p,o) = 7'(¢;p, ) = p — 20q.
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La condicién ¢* 6ptima estd definida implicitamente por F(¢*;p,a) = 0. Para aplicar el TFI necesitamos

OF/dq # 0:
OF
7:—2 3 .
a4 a#0 (pues a>0).v

Observe que 0F/dq = 7"(q): la condicién del TFT es exactamente la SOC estricta del problema.
Paso 2 (Aplicar TFI). Por el TFI:

dq* _ OF/op _ 1 _i>0
dp  0F/9q  —2a 2a '
d¢* _ OF[0a _ —2¢ __i__L<0
da  OF/0qg  —2a o 242 '
Verificacion por cdlculo directo. Derivando ¢*(p, ) = 2£:
«
9" _ 1 00 _ p
dp  2a’ da 202

Ambos métodos coinciden. v’

Comentario. En este problema con solucion cerrada el calculo directo es trivial, pero en problemas mas complejos

(donde ¢* no admite forma cerrada) el TFI es la inica herramienta disponible para hacer estitica comparativa.
(c) Interpretacién.

e Jg*/0p > 0: si el precio del bien aumenta, conviene producir més (la oferta es creciente en el precio — ley
de la oferta).

e Jq¢* /0 < 0: si los costos se vuelven mds inclinados (mayor «), el costo marginal 2cg sube y la firma
reduce su produccion. [

2 2
. L. p p p
B cr(p,a) =p- - s = —.
eneficio mdzimo: ©(p,a) = p 5 T g = g
: or* _p
Verifiquemos el teorema de la envolvente: =—=q". Vv
op 2a

Problema 3. Lema de Hotelling: 7(p,w) = maxp[pvL — wL].

(a) Solucién interior. La FOC es

0 D p v
— L—wLl=—“*“— _—w=0 L= — L* = .
aL [pVL — wL] Vi — e = ™
0? D
SOC: 912 = iLan < 0 para L > 0. v (problema céncavo).

Oferta: y*(p,w) = VL* = 2£ Beneficio indirecto:
w

rpw) =p- L P PP
’ 2w dw? 2w dw 4w’

2
(b) Verificacién del lema de Hotelling. Derivando «(p,w) =

4w

om_ 2p p
- dw 2w Y (p,w).v
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or P>
— =———=-L" Ve
ow 4w? (p,w)
Comentario. El lema de Hotelling es una aplicacién directa del teorema de la envolvente. Si 7(p,w) = p-y(L*) —

w - L* con L* = L*(p,w), entonces al derivar respecto de p:

or oL*

— =y(L*) + [py' (L") — w] - =y*.

o y(L*) + [py' (L7) — w] oy Y
=0 por FOC

El término entre paréntesis se anula por la FOC: esa es la esencia del teorema de la envolvente. [J

Problema 4. UMP Cobb-Douglas v = :L‘}/Q:L‘éﬂ.

Paso 1 (Lagrangiano):
L(x1, 22, \) = mi/zx;/z — Ap1x1 + poxe — I).

Paso 2 (FOC):

oL _

9y 37 1/21’;/2 —Ap1 =0 = \/w2/z1 = Apy, (1)
oL _

G 1oy = App =0 = L\/a/as = Aps, (2)
oL

oy =~z parz — 1) = 0. (3)

Paso 3 (Tasa marginal de sustitucién): Dividiendo (1) entre (2):

2 2
To/T1 _ 5 _ P T2 _ P1
= -5 = —5 = — = — = P2y = P121.
!E1/$2 xy p3 £ b2

(Para Cobb-Douglas con exponentes iguales: el gasto en cada bien es idéntico.)

Paso 4 (Restriccién): De (3) y paxe = pr1:

1
px1+p1$1:[:> A — P
' oopy > 2py

1 1
Paso 5 (Multiplicador y utilidad indirecta): De (1): \* = T\/xg/xf = T\/pl/pQ =
P1 P1

Utilidad indirecta:
(p,I) = \Jaia} r !
v(p, ) = = = .
P 1 dpipa  24/P1p2

Interpretacion de \*. Por el teorema de la envolvente,

2,/P1ib2’

o1
oI  2/pip2

Es la utilidad marginal del ingreso: el incremento en la utilidad méxima alcanzable cuando el ingreso aumenta

)\*

una unidad. O

Problema 5. UMP Stone-Geary: u = (x1 — v1)%(x2 — 72) 7%,

(a) Reduccién a Cobb—Douglas via cambio de variable.
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Definamos y; := x; —; (consumo en ezceso sobre la subsistencia). Como z; = y;+7;, la restriccién presupuestaria
se reescribe:
piyr +m) +p2(y2 +72) =1 < piyi +paya =1 —piy1 —p22.
=T
El supuesto I > p17vy1 +pa2y2 garantiza I>0 (existe ingreso “disponible” tras cubrir la subsistencia). El problema
se reduce a
o, l—a

max  Y; Y s.a. piy1 +pays = I~7
y1,y2>0

que es Cobb—Douglas estandar.

(b) Demandas marshallianas. La solucién Cobb-Douglas es bien conocida:

= o —, = — ) —.
Y1 n Ya Do

Devolviendo a las variables originales:

1—«

* « *
ri(p, 1) =7 + p—l(I—pfyl —p272), x3(p, 1) =2+ (I —pim —p272).

b2

Sistema de Gasto Lineal (LES). El gasto en cada bien es

prey =pin + ol = pim — pa72),
lineal en los precios y el ingreso /. Lo mismo para paxs. Esta forma funcional es la base empirica del LES de
Stone (1954).
(c) Interpretacion. Estructura de dos pasos:

e Primero, el consumidor cubre la canasta de subsistencia (v1,72), con un costo p1y1 + pa7yz-

e Después, asigna el ingreso disponible I entre los dos bienes segiin proporciones constantes o y 1 — av, como
en Cobb—Douglas.

El pardmetro « es la propension marginal a gastar en el bien 1 fuera de la subsistencia: d(pia7)/0I = «. O

Problema 6. EMP Cobb—Douglas: minpizi + paxs s.a. xi/zm;/z = 1.

Paso 1 (Lagrangiano):
L = p1xy + paag — ,LL(:L‘}/Qxé/Z - ﬂ)

Paso 2 (FOC):

po=pe oy P, ()
pr=pjoy %y, (2)
22 g 3)
Paso 3 (TMS): Dividiendo (1)/(2):
bv_?%2 acgzgxl. (%)
2] T P2
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Paso 4 (Restriccién): Sustituyendo (*) en (3):

m-zﬂxl:ﬂ = w1\V/p1/p2 =1 = | hi(p, 1) = @\/pa/p1.

Y%

Andlogamente, | ho(p, @) = ﬂ\/m

Paso 5 (Funcién de gasto):

e(p, W) = prhi + paho = priy/p2/p1 + p2tin/p1/p2 = U[\/P1P2 + \/P1P2) = | 2U\/D1D2.

Paso 6 (Lema de Shephard): Verifiquemos h; = de/0p;.

Oe 1
S \/f:umz I (p, )V

ap1

0
Simétricamente, a—e =uy/p1/p2 = he. O
P2

Verificacion de la dualidad. Notar que sustituyendo o = v(p,I) = del Problema 4:

2,/P1p2

1

e(p,v(p,[)) =2- 2\/[Tp2

VP2 = 1.V

Problema 7. Minimizacion de costos: f(x1,x2) = \/T1 + \/T2.

Paso 1 (Lagrangiano):

L =wizy +w2x2—,u(\/ﬁ+\/:7—cj).
Paso 2 (FOC):

1
p’2\/x—17
1

W = (4

wyp =

Nk
VI + VT2 =G (3)

Paso 3 (TMS de insumos): Dividiendo (1)/(2):

Paso 4 (Sustitucién en restriccién):

w _ _
\/a:TjLUT;\/xTzqj Vi — = =0 = Y= e

Luego:

2 2
— _ w2 _ ) w1
2¢(w.q) =g | ——=— x5(w,q) = — ] .
1(w,q) =q <w1+w2> : 5(w,q) =q (w1+w2)
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Paso 5 (Funcién de costos):

2 2
_ _ wi1wsy Waw7
c\w, =w l,c + w IC = 2
( Q) 1471 249 q (wl + w2)2 (’LUl + w2)2
ey wiws(wy + ws) |2 _ww
(w1 + wa)? w1 +wy
Paso 6 (Lema de Shephard). Verifiquemos dc¢/0w, = x§:

Oc 262.11)2(101 —|—’LU2)—1U1U)2 262' w% 2

ow, (w1 + w2)2 (w1 + w2)2 L

Simétricamente para wy. [

Observacion econdémica. Esta tecnologia (f = /x1 + /x2) admite sustitucidn imperfecta entre los insumos: a
diferencia de Cobb-Douglas o Leontief, las isocuantas son rectas curvadas. La participacién éptima de cada

insumo es proporcional al cuadrado del precio del otro insumo (relativo a la suma de precios).
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II. Ejercicios para resolver en casa

Problema 8. Optimizacion irrestricta de f(z,y) = x® + y3 — 3zy.

Paso 1 (Puntos criticos):

0
—f:3x2—3y=0 = y =21
Ox
0
O _3p 30202 2=y
dy

Sustituyendo: 7 = (22)?=2* = 2(2*-1)=0 = 2=0 V o= 1.

Puntos criticos: Py = (0,0) y P, = (1,1).

Hy(o.y) = (6”; gj) .

Paso 2 (Hessiano):

0 -3

En Py = (0,0): Hf(070)=< . 0>.A1=0,A2:_9<o.

Como det Hf = —9 < 0, el hessiano tiene un valor propio positivo y otro negativo: Fy es un punto silla.
6 -3

En Py =(1,1): Hf(1,1) = ( 5 6 ) A; =6>0, Ay =36—9=27> 0. Definida positiva.

P; es un minimo local.

Paso 3 (Car4cter global): f no tiene minimo ni méaximo global en R%. En efecto, f(x,0) = 23 no es

acotado ni superior ni inferiormente cuando x — +oo. [J
Problema 9. Monopolio via TFI con w(q) = (a — bq)q — cq — F'.
(a) FOC, SOC y solucién.

a—cC

2h

(@) =a—2bg—c=0 = ¢ =

SOC: n"(q) = —2b < 0 v'. Como ¢ < a, ¢* > 0.
Precio 6ptimo: p* =a —bg* =a — a;c — G;C.

(b) Estatica comparativa via TFI.

Definamos F(q;a,b,c) = 7'(q;a,b,¢, F) = a — 2bg — ¢. La condicién éptima es F'(¢*;a,b,c) = 0.
Hipotesis del TFI:

F
8— = —2b <0, mno nulo.v’
dq
Equivalente a la SOC estricta.) Aplicamos el TFI con la férmula 0¢*/00 = _9F/o9 para cada pardametro
9F/0q
0 € {a,b,c}:
aq* 1 1
T TR
dg*  —2¢* ¢  a-c
TR S ST
aq* -1 1
oc = - w <"
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. Ny ; . . _a=C 9 1 9¢* _ —¢ 8q¢° _ 1 .
Verificacion por cdlculo directo. Derivando ¢* = o5 ¢ 9a = 30 ob = — %> 5o = —3;- Coincide con TFIL.
v
(c) Interpretacion.

e 0¢*/0a > 0: una demanda més alta (mayor a) lleva a producir mas.

e J¢*/0b < 0: una demanda con pendiente més inclinada (mayor b, equivalentemente demanda menos

eldstica) reduce la cantidad 6ptima del monopolista.
e Jq*/0c < 0: si sube el costo marginal, el monopolista produce menos.
(d) Beneficio maximo:

(a —c)(a+c—2c) P (a —c)?

4b 4b .

w = () (%) —e gt - F =

Envolvente respecto de a:
on*  2a—-c¢) a-—c .
R S S I

Esta es la version monopolista del lema de Hotelling: la sensibilidad del beneficio a un cambio del pardmetro de

demanda equivale (en signo) a la cantidad 6ptima. OJ

Problema 10. Identidad de Roy.

Paso 1 (Planteamiento por envolvente). El lagrangiano del UMP es
L(z, \;p, I) = u(z1,22) — AM(p171 + paze — I).

En la 6ptima interior * = x*(p, I), \* = X\*(p,I), se cumple v(p,I) = L(x*, \*;p,I) y ademds la condicidn de

primer orden anula los términos cruzados al derivar respecto de los pardmetros (teorema de la envolvente).

Paso 2 (Derivar respecto de p;):

L.
apl 8p7 % \* v

(Los términos (OL/0x) - (0x*/Ip;) v (OL/ON) - (ON*/Dp;) son cero por las FOC.)

Paso 3 (Derivar respecto de I):

N
or oI |,.\. =
Paso 4 (Dividir):
ov/0p; -\t
— = — t— * D
dv /o1 P

Verificacién con u(zq,z2) = z1x2.

UMP: usando proporcionalidad de gasto tipica de Cobb-Douglas con exponentes (1,1) (equivalente a (1/2,1/2)

por monotonicidad):

I I
)= —, xy=—.
2p1 2po
Utilidad indirecta:
]2
vip,I) = xiah = ——.
(p, 1) 102 4p1ps
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Derivadas:
ov I? o 1
op1  Apipy’ oI 2pipy’
Identidad de Roy:
_Ov/opy _ —I*/Upips) _ I*/Upipa) _ 1 _ L,
ov/oI —  I/(2pip2)  1/(2pip2)  2p1 U

Problema 11. Eleccion intertemporal: del caso T = 2 al caso general T

(a) Caso de 2 periodos (T = 2).

Reescribiendo, U = Incy + flncy y la restriccion cg + o wo + w1 w.
1+7r 1+7r
Paso 1 (Lagrangiano):
L=1Incy+ Blnc —,u(co + ﬁr - W)

Paso 2 (FOC):

1

— =K

co

B Iz

o Tir c1 =B +7)co

1
Paso 3 (Restriccién): ¢y + @ =W = ¢(1+p)=W.
r
P . _ B4+r)W
Co= 7 A =777
1+ p 1+p
Prestamista vs prestatario:
o Prestamista (cf < wo): ] <wy & fﬂjlr < Bwy.
e Prestatario: la desigualdad opuesta.

Caso w; = 0: Entonces W =wg y ¢ = &, que no depende de r: dcl/Or = 0.

1+p
Interpretacion. Con utilidad logaritmica la elasticidad de sustitucion intertemporal es igual a 1, lo que hace que
los efectos sustitucién e ingreso de un cambio en r se cancelen exactamente sobre ¢fj. Una r mayor encarece cq
relativo a ¢; (incentivo a ahorrar — menos c¢g), pero a la vez aumenta el ingreso del ahorrista (mds poder de

compra futuro — mds c¢o); en el caso log, ambos efectos se neutralizan.

(b) Caso general con T periodos.

(i) Lagrangiano y FOC (ecuacién de Euler). El lagrangiano es

T-1 -1,
L= Zﬁtlnct —M(Z - W)
= = (1)
Derivando respecto de ¢; para cadat=0,1,...,T — 1:
or t t(] t
7267_ H = :>ct:7ﬁ(+r). (*)
Oy ¢« (1+71)t L
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Comparando consumos consecutivos (ecuacion de Euler):

e B(1+r), paratodot=0,1,...,7 —2.
Ct

(ii) Crecimiento geométrico. De (%) conty t = 0:

c _ BA+r)

0= 1 PN =g =[p0+n] &

(iii) Aplicar la restriccién presupuestaria. Sustituyendo c¢; = [5(1 + 7)]'c

T-1 T-1
1
[5(14' r)l'es W 3 B =
= (+r t=0
— 5T
Usando la suma geométrica E Bt ~ 5 :
* 1-— 6 * 1- B t
CO:lfﬂTW Ct:]_f/@T[ﬁ(l—"_r)] W
1- 1-— w
Verificacion con T = 2: ¢ = b W = b W = . v Coincide con la parte (a).

1 (1=p5)(1+5) 1+p5

(iv) Trayectoria del consumo. La razén ciy1/c; = B(1 4 r) determina la forma de la senda éptima:

e Si B(1+41r) > 1: ¢f es creciente en t. Esto ocurre cuando el retorno del ahorro (r) es mayor que la

impaciencia (1/6 — 1~ —In3). El consumidor prefiere postergar consumo para aprovechar el interés.

o Si B(1+r)=1: ¢f = ¢} es constante (suavizamiento perfecto del consumo). Esta es la Hipdtesis del
Ingreso Permanente de Friedman: el consumo se suaviza a lo largo del tiempo cuando paciencia y retorno

se equilibran.

o Sif(1+7r) < 1: ¢ es decreciente. El consumidor es “muy impaciente” relativo al retorno del ahorro y

prefiere consumir hoy.

(v) Limite T — co. Como 3 € (0, 1), se tiene 37 — 0. Luego:

lim ¢ = hrn 1-0 W= (1-p)W.

T—o0 T—oco 1 — ﬁT

Este es el consumo dptimo de vida infinita: una fraccién (1—3) de la riqueza presente. Més paciente el consumidor

(mayor (), mas cerca de cero es esa fracciéon (consume menos hoy, ahorra mas). O

Problema 12. Dualidad del productor con f(x1,xz2) = :c1/4 1/4.

(a) Minimizacién de costos.

Lagrangiano: £ = wix1 + woxg — u(x}/4x;/4 —q)-
FOC:
Wy = p- i$f3/495§/4,
1/4 —3/4
wg—u&xl/ Tq /
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w1 €r2 w1 . 1/4 1/4 _ . _
Dividiendo: — = — = x5 = —x1. Sustituyendo en la restriccion xl/ x2/ = ¢, es decir {122 = ¢:
w2 A w2
wi 4 2 4W2 c_ 2 c_ 2
ml-w—xlzq = 21 =¢ P = |z{ = ¢V wa/wy, x5 = q v/ wi Jwa.
2 1

Funcion de costos:

c(w, @) = wix§ + wexs = G [\/11)111]2 + \/wlwﬂ = 2% \/wrws.

(b) Lema de Shephard:

30 _ 1 _ c
Twl =23 ix/wg/wl =g we /wy = 2§V

Simétricamente para ws.

(¢) Maximizacién de beneficios.

max pq - c(w,q) = pg — 2¢*\/wiws.

FOC: p — dgy/wiws =0 = ¢* = Mi'j. SOC: —4/wyws < 0. ¥

Beneficio indirecto:

2 2

p2

™ (p,w) =p

P o p 2 _ P p
N 2y Vi =

(d) Lema de Hotelling:
on* 2p D

*
_— = = .\/
dp 8ywiwy 4 wiws q
Para wy: usando que Jwiwy = wiﬂw;/z,
or* - P2 1 —3/2 —1/2 P2
O T
Ow 8 16 w1 /wiws

Por otra parte, la demanda no condicionada del insumo 1 es ] = x5 (w, ¢*):

2
2} = (") Vs fwn = 2w fuy = ——F

16’(1)1102 16 wlx/wlwgo

2

Luego On* /0wy = —z7. v O

4\/11)1’(1}2 B 8\/71}111)2 - 8\/w1w2'

Profesor del curso: Jorge Chéavez.

Jefe de practicas: Marcelo Gallardo.
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