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Soluciones detalladas en azul. Cada paso estd justificado; en eramen se espera un nivel de detalle similar.

I. Topologia en R"

Problema I.1. Probar By, (a;r) C By.,(a;7) C By (a;7).
Paso 1: By, C By,-

Sea x € By, (a;r), es decir ||z —ally = >/ |#i — a;| < r. Debemos probar que ||z — all; < r. Definamos
d; = x; — a;. Usando la desigualdad clasica:

n n 2
Zd% < (Z dz) .
i=1 i=1

Justificacion: al expandir (3 |di|)2 =Y d?+ > iz |dilld;], el segundo sumando es > 0.

Tomando raiz cuadrada (ambos lados positivos):

1/2
o — alls = (de) <Yl = o — al <

Luego = € B, (a;7).
Paso 2: By, C By.-
Sea x € By, (a;7), es decir |z — a2 = (X, d?)l/2 <r.

Sea g el indice donde se alcanza el maximo: |d;,| = max; |d;| = || — al|s. Entonces:

n
| = alloo = |dig] = \/d2, < \|D _d? =|lz—alls <.
=1

La desigualdad d%“ < 3. d? vale porque sumamos términos no negativos.
Luego = € By __(a;7). O
Problema 1.2. Sumas de Minkowski A+ B.
(a) Sea z€ A+ B, esdecir z=a+0bcona € Aybe B. Ciertamente A + b es abierto. Luego,
A+B=[J(A+{b})
beB
Como la unién de abiertos es abierto, concluimos. [J
(b) Falso. Damos un contraejemplo explicito en R2.
Sea A = {(,0) : @ € R} (el eje horizontal) y B = {(z,1/z) : > 0} (rama de hipérbola).

Paso 1: A es cerrado (preimagen de {0} por la proyeccién continua (z,y) — y). B es cerrado (grafo de la funcién
continua 2 — 1/x en (0,00); si (2, 1/x,) — (a,b) con x,, > 0, entonces a > 0y b =1/a, asf (a,b) € B).
Paso 2: Para cada n > 1, tomamos a, = (—n,0) € Ay b, = (n,1/n) € B. Entonces

Zn = Gp + by, =(—n+mn, 0+1/n)=(0,1/n) € A+ B.
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Paso 3: z, = (0,1/n) — (0,0). Si (0,0) € A + B, existirfan (£,0) € Ay (z,1/&) € BeconZ+ 32 =0y 1/ =0,
lo cual es imposible (1/2 # 0 para todo & > 0).

Luego (0,0) ¢ A+ B, pero es limite de elementos de A + B, asi que A 4+ B no es cerrado. [J

(c) Sea (z,) una sucesién en A + B con z, — z. Escribimos z,, = a,, + b,, con a,, € Ay b, € B.

Paso 1: Como A es compacto, la sucesién (a,) C A posee una subsucesién convergente a,, — a € A (por
Bolzano-Weierstrass).

Paso 2: Entonces b, = z,, —ay,
a B.

Paso 3: Asiz=a+(2—a)cona€ Ay z—a € B, por lo que z € A+ B.

. — z—a. Como b, € B para todo ky B es cerrado, el limite z — a pertenece

Hemos probado que todo limite de elementos de A + B estda en A + B; luego A + B es cerrado. [J

Problema 1.3. Compacidad del conjunto presupuestario B(p,w).

Paso 1 (Acotado): Sea x € B(p,w). Paracadai=1,...,n:

n

.
piri <Y pizy=plw<w.
P

Como p; > 0 (pues p > 0), dividimos: z; < w/p;. Ademds z > 0 implica x; > 0. Luego B(p,w) C H?:l[O, w/pi,
que es un rectangulo acotado.
Paso 2 (Cerrado): Escribimos B(p,w) =R N{z € R": pTz < w}.

R = {x:2; >0, Vi} =;_{z : 2; > 0} es interseccién de cerrados (cada {z : x; > 0} es la preimagen de
[0,00) por la proyeccién z — x;, que es continua).

{z :pTx < w} es cerrado: es la preimagen de (—oo,w] (cerrado en R) por la funcién lineal continua x +— p " z.
Intersecciéon de cerrados es cerrado.

Paso 3 (Compacto): Por Heine-Borel, un subconjunto de R™ es compacto si y sélo si es cerrado y acotado.
B(p, w) cumple ambas condiciones. [J

II. Conjuntos Convexos

Problema I1.1. Convexidad del conjunto Leontief U.
(a) Sean x,y € U y t € [0,1]. Debemos probar que z := tx + (1 — t)y € U, es decir, que min;{z;/a;} > c.
Paso 1: Para cada indice i fijo, por hipdtesis z;/a; > ¢y y;/a; > c.

Paso 2: Calculamos:

zi  try+(1—=1)y; T; ;

Aty % gy Y s e (- o=

a; a; ; Qg
Paso 3: Como esto vale para todo i, el minimo sobre ¢ también es > ¢: min;{z;/a;} > ¢. Luego z € U. O
(b) Paran =2, a3 =1, ag = 2, ¢ = 1: las condiciones son x1/1 > 1y x9/2 > 1, es decir 1 > 1y 29 > 2. El
conjunto U es el “cuadrante” con vértice en (1,2) extendiéndose hacia arriba y a la derecha.
(¢) U es un conjunto de requerimiento de insumos: si la funcién de produccién es f(z) = min{zy /a1, ..., z,/an}
(tipo Leontief), entonces U = {z : f(x) > c} son las cestas de insumos que permiten producir al menos ¢
unidades. El coeficiente a; es la cantidad de insumo i necesaria por unidad de producto. El cuello de botella
min;{z;/a;} refleja la perfecta complementariedad: no se puede sustituir un insumo por otro.

Problema I1.2. Convexidad de K = {x : ||Az — b||oo < 1}.

Si, K es convexo.
Sean z,y € K (es decir, ||[Az — b|loc <1y [|Ay —blloc < 1) y A € ]0,1].

Paso 1: Definamos z = Az + (1 — A)y. Calculamos Az — b

Az —=b=AMz+ (1 =Ny) —b=AAz+ (1 - NAy —[A+ (1 =N)]b=AAz —b) + (1 — X\)(Ay — D).
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Paso 2: Aplicamos la desigualdad triangular de la norma || - ||oo ¥ la homogeneidad:

Az = blloo = [[A(Az — b) + (1 = A)(Ay — b) ||
< [IAMAz = b)[loo + (1 = M) (Ay = b)[lo
= A Az = blloc + (1 = M) [|Ay = blloc
<A 14(1-X)-1=1

Paso 3: Luego z € K, y K es convexo. UJ

Observacion: en general, si g : R” — R es convexa, el conjunto de subnivel {z : g(x) < ¢} es convexo. Aqui
g(z) = ||Az — b||~ es convexa por ser composicién de una transformacién afin con una norma.

Problema I1.3. Convezidad del conjunto X = {x e R} : []zf" > 1}.
Paso 1: Definamos g : R, — R por g(z) = Y1 ; o Inz;. Entonces X = {z : g(x) > 0} (pues InJJaf" =

> Inay).

Paso 2: Probamos que g es céncava. Sean z,y € R’ | y A € [0,1]. Como In es céncava (dato), para cada i:
In(Az; + (1 = Ny;) > Alna; + (1 — A) Iny,.

Multiplicando por «; > 0 y sumando:

Zazln)\m (1= Ny) >)\Zazln£z 1=X> iy,

es decir, g(Az + (1 — A)y) > Ag(z) + (1 — N)g(y).
Paso 3: Sean x,y € X y A € [0, 1]. Entonces g(x) > 0y g(y) > 0. Por concavidad de g:

g + (1= A)y) = Agla) + (1= Ng(y) = A- 0+ (1= 1) -0 =0,
Luego Az + (1 — M)y € X. (El conjunto de supernivel de una funcién céncava es convexo.) O

Problema I1.4. Tecnologia: rendimientos no crecientes + aditividad < cono convexo.

(<) Cono convexo = rendimientos no crecientes + aditividad.
Suponga que Y es cono convexo.

Paso 1 (Aditividad): Sean y,y’ € Y. Tomando o = 5 = 1 en la definicién de cono convexo: 1-y+1-y =
y+y ev.

Paso 2 (Rendimientos no crecientes): Scay € Y y a € [0,1]. Tomando 8 =0: ay+0-y = ay € Y (pues
a>0).

(=) Rendimientos no crecientes 4 aditividad = cono convexo.

Sean v,y € Y y a, 8 > 0; debemos probar ay + Sy’ € Y.

Paso 1: Tomemos k € N con k > max{a, 8}. Por aditividad iterada (aplicada k—1 veces): y+y+---+y =ky €Y.
Andlogamente ki’ € Y.

Paso 2: Como 0 < a/k < 1, por rendimientos no crecientes aplicados a ky € Y

%-(k‘y)=ay€Y-

Andlogamente, By = %(ky’) ey
Paso 3: Por aditividad, ay + Sy’ € Y. O
Problema I1.5. Libre disposicion.

Sea y €Y ey <y (componente a componente). Debemos probar ¢y’ € Y.
Paso 1: Definamos v =y’ —y. Como y’ < y, cada componente v; =y, — y¢ < 0, as{ que v € —Rf_.
Paso 2: Para cada n € N, el vector nv € —Ri (pues —Ri es un cono). Por hipétesis, —Ri CY,luegonvev.

Paso 3: Consideremos la combinacién convexa (cony € Y y nv € Y):

[ e

Pégina 3



PUCP - Facultad de Ciencias e Ingenieria 10P224 — Solucionario

Como Y es convexo, x,, € Y para todo n.
Paso 4: Calculamos el limite: x, =y +v — %y —y+v=1"
Paso 5: Como (z,) CY y @, — ¢/, la cerradura de Y garantiza ¢y’ € Y. O

Problema I1.6. Interseccion de convexos y conjunto de puntos mds cercanos a xg.

(a) La interseccién de una familia arbitraria de conjuntos convexos es convexa.

Enunciado preciso. Sea {C,},ecr una familia arbitraria (finita, numerable o no numerable) de conjuntos

convexos en R™. Entonces C' = [, ; Co €s convexo.

Sean z,z € C'y X € [0,1]. Debemos probar que w := Az + (1 — \)z € C, es decir, que w € C, para todo o € I.

Paso 1 — Pertenencia a cada C,,. Fijemos un indice a € I arbitrario. Como 2z € C' = .; Cq, en particular

x € Cy. Andlogamente, z € C,,.

acl

Paso 2 — Aplicar convexidad de C,. Como C, es convexo por hipétesis, v z,z € C,, la definicién de
convexidad garantiza: w = Ax 4 (1 — )z € C,.

Paso 3 — Concluir. El argumento del Paso 2 vale para cada o € I (pues « fue arbitrario). Por lo tanto:

welC, parratodoael = wemCa:C. O
acl

Nota: La prueba funciona para familias arbitrarias (no necesariamente finitas). Esto es importante para la parte
(b), donde usaremos una interseccién indexada por los elementos de S, que puede ser infinito.

(b) Convexidad de X ={z e R" : ||z — 2| < ||z — y||, Vy € S}.
Paso 1 — Reescribir X como interseccién. Para cada y € S, definimos:
Hy ={x e R": ||z — zol| < [lz —y|}-

Entonces X =
yeSs.

Paso 2 — Probar que cada H, es convexo.

yes Hy, pues x € X siy sélo si ||z — zo|| < ||z —y|| para todo y € S, es decir, z € Hy, para todo

Fijemos y € S.

Paso 2.1 — Elevar al cuadrado. Como ambos lados de ||z — z¢|| < || — y|| son no negativos, la desigualdad
equivale a ||z — zo||? < ||z — y||2.
Paso 2.2 — Expandir. Usamos ||a — b||? = ||a]|?> — 2(a, b) + ||b]|*:

lz = wol|* = lal|* - 2(z, z0) + [lol?,

lz = ylI* = llel® - 2(z, ) + ly|*.
Paso 2.8 — Simplificar. La desigualdad ||z — x¢]|? < ||z — y||? se convierte en:
l2]|* = 2{z, z0) + [lzol* < [l2]* — 2(z, y) + [lyl|*.
Los términos |z se cancelan. Reagrupando:
2(z, y — z0) < |lyl* — llwol*.
Paso 2.4 — Identificar la forma. Definiendo a = 2(y — z9) € R y b = ||y||*> — ||z0]|? € R:
Hy={zcR":a"z <b}.

Este es un semiespacio cerrado, que es convexo.

Verificacion de convexidad del semiespacio. Sean z,z € Hy, y A € [0,1]. Entonces a'z<bya'z<b:
a'Az+(1=Nz)=Xa'z+(1—-Naz2<A+(1—-A)b=h.

Luego dz + (1 —X)ze€ H,. v
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Paso 3 — Aplicar la parte (a). Hemos demostrado que X =, g Hy (Paso 1) y que cada H, es convexo
(Paso 2). Por la parte (a) (interseccién de convexos es convexa), X es convexo. [J

Interpretacion geométrica. X es el conjunto de puntos de R™ que estdn al menos tan cerca de zy como de
cualquier punto de S. Para cada y € S, la frontera de H, es el hiperplano mediador (bisector perpendicular)
entre xg e y. El conjunto X es la celda de Voronoi de xg respecto a S U {xg}: una interseccién de semiespacios
cerrados, es decir, un poliedro (posiblemente no acotado), siempre convexo y cerrado.

III. Funciones Convexas y Cdéncavas

Problema III.1. h(z) = ||z||? es conveza.
Sean z,y € R™ y X € [0,1]. Debemos probar h(Ax + (1 — A)y) < Mh(z) + (1 — N)h(y).
Paso 1 (Expandir el lado izquierdo):

n

h(Az + (1= Ny) =Y _(Azi + (1= Ny,)?

i=1
=3 [N%2F +2X(1 = Ny + (1— A7)
= N[z + 20(1 = M)z, y) + (1= 1) [|y|1>.
Paso 2 (Calcular la diferencia):
Mh(z) + (1= Ah(y) — h(Az + (1= Ny) = Alz[|* + (1 = N)[ly]?
= N2|z)l* = 2X(1 = X)(z,y) — (1 = A)?lyl?
= A1 = N)[lz]* =221 = A)(z,y) + A1 = A)|ly?
= ML= N[[lz]* = 2(z, y) + lylI*]
= A1 = N)[lz —y|>.
(Usamos A — A2 =X1-X) y (1 —=X)—(1—=X)2=X1-21)).)
Paso 3 (Concluir): Como A € [0, 1], tenemos A(1 — \) >0, y ||z — y||* > 0 siempre. Luego
M(x) + (1= Ah(y) —h(Az+ (1= Ny) = A1 =Nz —y[>>0. O

Problema II1.2. CES: homogeneidad, superaditividad, concavidad.

(a) Homogeneidad de grado 1: f(tx) =t f(x) para todo ¢t > 0.

Contexto. Una funcién f : R — R es homogénea de grado k si f(tz) = t* f(z) para todo ¢t > 0. Cuando k = 1,
decimos que f exhibe rendimientos constantes a escala: si multiplicamos todos los insumos por un factor ¢, la
produccién se multiplica exactamente por t.

Seat >0y x € R’} arbitrarios.

Paso 1 — Sustituir ¢tz en la definiciéon. Por definicién de f:
n 1/p
f(tz) = (Z ai(txi)p> .
i=1
Paso 2 — Aplicar las leyes de exponentes. Para cada sumando, usamos que (tz;)? = t* - 2 (valido pues

t>0,z; >0y pe(0,1)). Sustituyendo:

n 1/p
fltz) = <Z a; t? xf) .
i=1

Paso 3 — Extraer la constante ¢’ de la suma. Como t” no depende del indice 7, la factorizamos:
n 1/p
fte) = (t” Z o xf) .
i=1
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Paso 4 — Aplicar la propiedad de la potencia de un producto. Recordemos que (A-B)'/? = Al/r.Bl/r
cuando A,B > 0. Con A=ty B=3 a;x!:

1/p
fltn) = (17)"7 (Za ) =17 f(z) =t f(z). D

Observacion. La clave es que el exponente p aparece tanto dentro de cada xf como en la potencia exterior 1/p.
Al escalar por t, el factor t# “pasa” por la potencia exterior y se convierte en t#(1/) = ¢!,

(b) Superaditividad: f(z +y) > f(x) + f(y) para todo z,y € R}.

Contexto. Una funcion es superaditiva si la produccion conjunta de dos cestas de insumos es al menos tan
grande como la suma de las producciones individuales. Econémicamente, refleja “sinergias” en la produccion.
La herramienta clave es la desigualdad de Minkowski para 0 < p < 1.

Nota sobre la desigualdad de Minkowski. Cuando p > 1, la desigualdad clésica va en sentido < (subaditiva). Sin
embargo, para 0 < p < 1 la desigualdad se invierte y va en sentido >. Este hecho depende de la concavidad de
t+— tP cuando 0 < p < 1.

Sean x,y € R arbitrarios.

Paso 1 — Identificar la estructura. Observamos que f tiene exactamente la forma de la desigualdad de

Minkowski con p = p € (0,1):
n 1/p
= <Z a; xf) .
i=1
Paso 2 — Escribir f(x + y) explicitamente.

1/p
x+y <ZO‘1 xﬂ—yl ) .

Paso 3 — Aplicar la desigualdad de Minkowski. Ponemos a; = z; > 0y b; = y; > 0 en la desigualdad

enunciada (con p = p):
n 1/p n 1/p n 1/p
(Z a;(zi + yi)p> = <Z @i xf) + (Z o yf) :
i=1 i=1 i=1

= f(z+y) =f(2) =/

Paso 4 — Conclusién. Directamente: f(z +y) > f(z) + f(y). O

Observacion. La superaditividad es una propiedad mas fuerte que la concavidad para funciones homogéneas de
grado 1. Como veremos en la parte (c), la combinacién homogeneidad de grado 1 + superaditividad implica
concavidad.

(c) Concavidad: f(Ax+ (1 —N)y) > Af(z)+ (1 —N)f(y).
Estrategia. La idea central es descomponer la combinacién convexa Az + (1 — A\)y en una suma de dos vectores,
aplicar superaditividad, y usar homogeneidad para “sacar” los escalares.

Sean z,y € R? y A € [0,1]. Si A € {0,1}, la desigualdad es trivial (se reduce a f(x) > f(x) o f(y) > f(y)).
Supongamos A € (0,1).

Paso 1 — Reescribir la combinacion convexa como suma.

A+ (1-Ny= Xz + (1-Ny.
~~ ————
eRY eRrn

Ambos vectores pertenecen a R} pues A >0,1—-A>0,2 >0,y >0.
Paso 2 — Aplicar superaditividad (parte (b)). Con u =Xz y v =(1—\)y:

fOz 4+ (1 =XNy) = flut+v) = fu) + fv) = f(Az) + F((1 = Ny).
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Paso 3 — Aplicar homogeneidad de grado 1 (parte (a)).
F(Az) =X f(z) (cont=A\>0),
FA=Ny) =1=Nfly)  (cont=1-Xr>0).
Paso 4 — Combinar. Sustituyendo el Paso 3 en la desigualdad del Paso 2:
fOz+ 1 =Ny) 2 Af(z)+ (1 =) f(y). O
Resumen de la logica:

fOe+ A=Ay = fQr)+f(A=Ny) = Af(z)+1-Nf(y)

superadit. homog.

Resultado general: Toda funcion f: Rt — Ry que sea homogénea de grado 1 y superaditiva es concava. Esta es
una propiedad general, no especifica de la CES.

Problema IIL.3. h(xz) = max{f(x),g(x)} es conveza.
Sean x,y € D1 N Dy y A € [0,1]. Debemos probar h(Ax + (1 — N)y) < Ahw(x) + (1 — N)h(y).
Paso 1 (Cota para f): Por convexidad de f:

fOz 4+ (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y)
Como f(x) < max{f(z),g(x)} = h(z)y f(y) < h(y):
Oz + (1= Ny) < M(z) + (1= ANh(y). ()
Paso 2 (Cota para g): Anslogamente, por convexidad de g y g < h:
9z + (1= N)y) < Ah(z) + (1= Nh(y). ()
Paso 3 (Tomar el maximo): El méximo de dos cantidades, cada una < M, también es < M. De (x) y (x*):

h(Az + (1 = N)y) = max{f(Ax + (1 = Ny), gQx+ (1 = Ny)} < Ah(z) + (1 = Nh(y). O

Problema III.4. Desigualdades integrales.

(a) Sea f convexa y continua en [a, b].

Paso 1 (Parametrizar): Para ¢t € [0,1], definimos z(t) = (1 — t)a + tb. Observamos que z(0) = a, x(1) =b, y
dx = (b—a)dt.

Paso 2 (Aplicar convexidad): Como z(t) es combinacién convexa de a y b con pesos (1 —t) y t, la definicién
de convexidad da:

F((L=ta+th) < (1—t)f(a) +tf(), Vtelo,1l.

Paso 3 (Integrar): Integramos ambos lados en ¢ de 0 a 1:
1 1 1
/ f((l—ﬁ)a+tb)dt§f(a)/ (1—t)dﬁ+f(b)/ ¢t
0 0 0
Paso 4 (Calcular las integrales):

Lado derecho = f(a) - *"‘f( ) -

Lado lquIGI'dO—/ flx —a/ f(x

donde usamos la sustitucién = = (1 — t)a + tb, dz = (b — a) dt.
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1
b—a
(b) Sea f convexa y continua, h > 0.

/bf(:c)dzg M 0

Paso 5: Uniendo:

Paso 1 (Cambio de variable): Cont=x + shy dt = hds, cunando t vade x —haxz+h, s vade —1 a 1:

x+h 1
Ful@) = %/H F(#)dt = %/_1f(x—|—sh)ds.

Paso 2 (Agrupar términos simétricos): Separamos la integral en [0, 1]:

1
fn(z) = %/0 [f(z + sh) + f(z — sh)] ds.

(Justificacion: fil g(s)ds = fol [9(s) + g(—s)] ds para cualquier g integrable.)

Paso 3 (Aplicar convexidad): Para cada s € [0, 1], observamos que z es el punto medio:

1 1
r = 5(3: + sh) + 5(30 — sh).
Por convexidad de f (con A\ = 1/2):

f(x) < Z[f(z + sh) + f(z — sh)],

DN | =

es decir, f(z + sh) + f(z — sh) > 2f(x).
Paso 4 (Integrar la desigualdad):

fh(a;)zl/ [f(z+ sh) + f(z — sh)] dsZ%/ 2f(z)ds = f(z). O

2 0 0

Pégina 8



PUCP - Facultad de Ciencias e Ingenieria 10P224 — Solucionario

Problemas Adicionales

Problema A1l. Imagen de convexo bajo transformacion lineal.

Sean y1 = T'(x1), y2 = T'(x2) € T(A) (con xy1,22 € A) y X € [0,1].

Paso 1: Por linealidad de T: Ay; + (1 — Nys = AT (x1) + (1 = N)T(22) = T(Az1 + (1 — X)x2).
Paso 2: Como A es convexo, Axy + (1 — Az € A.

Paso 3: Luego T'(Az1 + (1 — N)zg) € T(A). O

Problema A2. Interseccion de converos.

Sean x,y € ﬂle Ciy Ae[0,1].

Paso 1: Para cada i: z,y € C; y C; convexo = A\x + (1 — Ny € C;.

Paso 2: Como esto vale para todo i =1,....k: Ax + (1 - XNy e, C;. O

Aplicacion: {x : Az < b} = (_{z : aj 2 < b;}. Cada semiplano H; = {z : az < b;} es convexo (para

z,y € Hi: a] Az + (1= Ny) =X, v+ (1 — Na]y < Ab; + (1 — \)b; = b;). La interseccion finita de convexos es
convexa.

Problema A3. af + Bg preserva convexidad.
Sean z,y € R™ y A € [0, 1].
Paso 1: Por convexidad de f: f(Az + (1 — Ny) < Af(x) + (1 —X)f(y).

Paso 2: Andlogamente para g: g(Az + (1 — N)y) < Ag(z) + (1 — Ng(y).
Paso 3: Multiplicando por a@ > 0 y 8 > 0 respectivamente y sumando:

(af +B9) Az + (1 = Ny) < a[Af(x) + (1 =N f(y)] + BlAg(z) + (1 = N)g(y)]
[af(x) + Bg(x)] + (1 = N)[ef(y) + Bg(y)]
(af +Bg)(x) + (1 = N)(af + Bg)(y). O

o
A
A

Problema A4. C([0,1]) con norma del supremo.

(a) No converge en || - [|co-
nt nt 1

= — — 0. Asi

Paso 1 (Limite puntual): f,(0) = 0 para todo n. Para ¢t > 0 fijo: f,(t) = T2 < E =

frn — 0 puntualmente.

Paso 2 (Supremo): Con la sustituciéon u = nt, f,,(t) = g(u) donde g(u) = u/(1 + u?). Derivando: ¢'(u) =
(1—u?)/(1+u?)%. El maximo se alcanza en u = 1 (i.e., t = 1/n) con valor g(1) = 1/2. Luego ||fu|/cc = 1/2 para
todo n > 1.

Paso 3 (Contradiccién): Si f,, — ¢ en || ||, la convergencia uniforme implica convergencia puntual, forzando
¢ =0. Pero ||fn, —0]|cc = 1/2 4 0. Contradiccién. La sucesion (f,,) es una “joroba mdvil” de altura constante
1/2. O

(b) C([0,1]) es completo (Banach).
Sea (fn) de Cauchy en || - |-
Paso 1 (Limite puntual): Para cada ¢ € [0, 1] fijo:
|fn() = fin(@)] < sup |fu(s) = fm(s)| = [[fn = fmllc = 0.
s€[0,1]
Luego (fn(t))n>1 es de Cauchy en R. Como R es completo, el limite existe: definimos f(t) := lim, o fn(£).

Paso 2 (Convergencia uniforme): Dado £ > 0, por la condicién de Cauchy IN € N tal que ||f, — finlleo < €
para todo n,m > N.

Fijemos n > N y cualquier ¢ € [0,1]. Para todom > N: |f,(t)— fm ()| < e. Haciendo m — oco: | f,,(t)— f(¢)] < e.
Como esto vale para todo t:

[fn = flle = sup |fu(t) = f(t)| <&,  Vn=N.

te[0,1]
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Paso 3 (Continuidad del limite): El limite uniforme de funciones continuas es continuo (teorema cldsico de
andlisis). Como cada f, € C([0,1]) y fn — f uniformemente, f € C([0,1]). O

Problema A5. ||| = limpy o ||2]]p-

Sea M = ||z]|c = max; |z;]. Si M =0, entonces z =0y ||z||, = 0 para todo p; trivial.

e, = (Z |xz-|p> - (2_; ('M')> "

Paso 2 (Acotar la suma): Sea r; = |x;|/M € [0, 1] con al menos un 7;, = 1. Entonces:

Supongamos M > 0.

Paso 1 (Factorizar):

1=rP < r? <n (pues cada r! <1).

Paso 3 (Tomar raiz p-ésima): 1 < (Z rf) 1/p < nl/P. Como nt/?P = enn)/P 5 ¢0 = 1 cuando p — oo, por el
teorema del sandwich: (3 rf)l/p — 1.

Paso 4: ||z||, = M - (er)l/p M- -1=M = ||z]e. O

Problema A6. Cerrado + convexo en punto medio = convexo.

Sean a,b € C arbitrarios. Definamos D = {X € [0,1] : Aa + (1 — A\)b € C'}. Debemos probar D = [0,1] (es decir,
todo punto del segmento [a, b] estd en C').

Paso 1 (D contiene los racionales diddicos):
Base: A=0dabeCyA=1daac C;luego 0,1 € D.
Paso inductivo: si A\1, Ay € D, entonces x1 = A\ja+ (1 = A1)be Cy xs = Xa+ (1 — \2)b € C. Por convexidad

en punto medio:
T+ T2 A+ A A1+ A2
5 = 5 a-+ <1 5 ) becC,

luego (A1 + A\2)/2 € D.

Partiendo de {0,1} € D: 1/2 € D; luego 1/4 = (0+1/2)/2 € D, 3/4 = (1/2+ 1)/2 € D; por induccién,
{k/2":0<k<2" neN}cCD.

Paso 2 (D es cerrado en [0, 1]): Sea (\;) C D con A; = X € [0,1]. Entonces A\ja+ (1 — X;)b € C para todo j,
y Aja+ (1= X;)b— da+ (1 —A)b. Como C es cerrado, Aa+ (1 — \)b € C, asi que A € D.

Paso 3 (Conclusién): Los racionales diddicos {k/2"} son densos en [0,1] (todo real en [0, 1] es limite de una
sucesion de diddicos). Hemos probado que D contiene un subconjunto denso y es cerrado. Un subconjunto
cerrado y denso de [0, 1] es [0, 1] mismo. Luego D = [0,1]. O

Problema A7. f(z) =In(>]e") es conveza.

Sean z,y € R™ y A € (0,1). Debemos probar f(Az + (1 —N)y) < Af(x) + (1= N)f(y).

Definamos S(z) = >, e”, de modo que f(z) = InS(x).

Paso 1 (Reescribir la suma):

Sz 4 (1= Ny) = En:e“ﬁ(lﬂ)yi = i(em)k(eyi)l—&

i=1 i=1

Paso 2 (Aplicar Holder): Sean p=1/A> 1y g=1/(1—X) > 1. Verificamos: 1/p+1/¢=A+(1-A)=1. v
Definamos u; = (e%)* y v; = (e¥)'~*. Por la desigualdad de Holder:

n n 1/p n 1/q
Zuivi < <Z uf) <Z vf) )
i=1 i=1 i=1
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Paso 3 (Calcular las potencias):

U;l — ((61171)1—)\) 1/(1=X)

Paso 4 (Sustituir):

P= () =em,

- e!la:7

luego Zuf = S(x).

luego Z vl =S(y).

Sz 4+ (1= A)y) = Zuivi < S(a) - S(y)

Paso 5 (Tomar logaritmo): Como In es creciente:

fAz+ (1 =Ny)=InSAz+ (1-Ny)
< (@) - S
=AlnS(z)+ (1 =X)InS(y)

= M (@) +

(1 =N f(y)-

O

Profesor del curso: Jorge Chavez.

Jefe de practicas: Marcelo Gallardo.
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