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Indicaciones generales:
e Duracién: 110 minutos.
Puntaje total: 20 puntos.

[ ]
e Solo se permiten apuntes de clase fisicos. No se permite ningin equipo electrénico.
e La presentaciéon y redaccion influirdn en la calificacion.

Pregunta 1 (8 puntos) — KKT y consumo intertemporal.

Parte A — Bienes sustitutos perfectos (4 puntos).
Un consumidor en R% tiene utilidad lineal u(x1,22) = 2x1 + 52, enfrenta precios p = (p1,p2) > 0 e
ingreso I > 0. Resuelve
max 2x1+5rs s.a. pir1 +poxe < 1.
z1,2220
1. Escriba el lagrangiano y las condiciones de Karush—-Kuhn—Tucker (KKT), incluyendo las restric-
ciones de no negatividad z; > 0. Argumente por qué la restriccién presupuestaria es activa en el
optimo. (2 puntos).

2. Usando las condiciones KKT, obtenga la demanda 6ptima x*(p, I) en funcién del precio relativo
p1/p2. Distinga todos los casos. (2 puntos).

Parte B — Utilidad CRRA intertemporal (4 puntos).

Un agente vive T periodos y elige una senda de consumo (cy,...,cr), ¢; > 0, para maximizar
T leo'
Uler,...,er) =Y B u(er),  u(c) = T 0>0,0#1 FE(01),
t=1 -

sujeto a la restriccion presupuestaria intertemporal (riqueza inicial W > 0, tasa de interés r > 0):

et

t=1

1. Plantee el lagrangiano y obtenga la condicién de primer orden para cada ¢;. Explique por qué
basta el método de Lagrange y no se requieren las condiciones de KKT. (1.5 puntos).

2. A partir de la condicién de primer orden, muestre que ¢; = c; g*~! (crecimiento geométrico) e

identifique el factor g. Obtenga la forma cerrada de ¢; y de ¢;. (1.5 puntos).
3. Discuta el caso de horizonte infinito T — oo: {bajo qué condicién sobre 3, r, o existe solucién finita?

(1 punto).

Pregunta 2 (6 puntos) — Propiedades de preferencias.
Considere dos consumidores cuyas preferencias se representan por las funciones de utilidad siguientes:
(A) wa(x) = —|x —x¢||*> sobre R?, con x¢ € R, fijo; (B) wup(x)=x122 + 23 sobre Ri.
Para cada una de ellas, determine justificando si la preferencia asociada es:
(i) continua;
(ii) mondtona (y, en su caso, fuertemente mondtona);
(iii) conveza;
)

(iv) localmente no saciable (LNS).



(Parte A: 3 puntos. Parte B: 3 puntos.)
Pregunta 3 (6 puntos) — Patologias de preferencias.

(a) Construya un ejemplo de preferencia no transitiva sobre X = R, y demuestre explicitamente que
falla la transitividad. Dé una interpretacion econémica. (2 puntos).

(b) Construya un ejemplo de preferencia no continua sobre R? y demuestre la falla exhibiendo un
conjunto de nivel superior que no es cerrado. (2 puntos).

(c) Sea 7 una preferencia completa, transitiva y continua sobre R, y suponga que x > y. Pruebe que
la preferencia estricta es robusta a perturbaciones pequernias: existe € > 0 tal que x’ > y’ para todo
x’ con ||x' —x|| < ey todoy’ con |y’ —y|| < e. (2 puntos).

Profesor del curso: Jorge Chéavez.
Jefe de practicas: Marcelo Gallardo.
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Solucionario — Cuarta practica, 2026-1

Pregunta 1 — Parte A

(1) Lagrangiano y condiciones KKT. Con multiplicador A > 0 para el presupuesto y p1, g > 0 para
X Z 07
L =2x1 4+ 5z — A(p121 + poexa — I) + p1a1 + poxe.

Condiciones KKT:
oL

8%1
A>0, X(pizy +pexz —1) =0,

oL

8%2
pi >0, pix; =0,

=2-Ap1 +m =0, =5—Ap2 + p2 =0,

z; >0, prxy +paza < 1.

El presupuesto es activo. De la primera ecuacién, Ap; = 2+ p1 > 2 > 0, luego A > 0. Por holgura
complementaria, A (p1z1 + pexe —I) =0 con A > 0 obliga a p1x1 + paxe = I (la utilidad es creciente: se
gasta todo el ingreso).

(2) Demanda o6ptima via KKT. La utilidad marginal por unidad monetaria es 2/p; en el bien 1 y
5/p2 en el bien 2. Analizamos los casos.

Caso x1 > 0, x3 = 0. Entonces y3 = 0, luego A = 2/p;. La segunda condicién da pp = Apy —5 =
2 2

ﬂ—520 — 2 < —. En este caso x* = <L70>-

p1 p2 5 "

Caso ©1 = 0, zo > 0. Entonces ps = 0, luego A = 5/py. La primera condicién da py = A\p; — 2 =

5 2
ﬂ—220 <= h > —. En este caso x* = (0,i>.
D2 p2 5 bz

Caso interior x1,z2 > 0. Entonces 11 = s =0y A = 2/p1 = 5/p2, lo que exige exactamente p; /ps = 2/5;
cualquier punto de la recta presupuestaria es 6ptimo (sustitutos perfectos).

En resumen,

I . P12

D10 0) ) — < =

(Pl Sl P2 5

2

X*(p,I): (07 p%)a Si% ga
2

cualquier punto de p-x =1, si b1 —.

p2 5

El consumidor gasta todo su ingreso en el bien con mayor utilidad marginal por sol.

Pregunta 1 — Parte B

(1) Lagrangiano, CPO y por qué Lagrange (no KKT). Como u/(c) = ¢ ° — 400 cuando ¢ — 0T
(condicion de Inada), el 6ptimo es interior (¢; > 0) y las restricciones ¢; > 0 no se activan; y como u es
estrictamente creciente, el presupuesto es activo. Por eso basta Lagrange con la restriccion de igualdad,
sin las condiciones de holgura de KKT.

Con multiplicador A,

T 1—0 T
c=S"p14 NS 2 _w).
SUISEEEY | g
t=1 t=1
La condicién de primer orden respecto de ¢; es
oL t—1 —o —(t—1) t—1 _—o —(t—1)
G = AT =AY =0 = [5G = A1) Y.

(2) Crecimiento geométrico y forma cerrada. Despejando ¢; de la condiciéon de primer orden:

—o
Cy

ABA+)] Y = =2V B+ ) T =g

con

c1 = )\71/0.

g=[p+n"",




(El consumo crece si S(1 +7) > 1, decrece si (1 + 1) < 1y es constante si (1 + r) = 1.) Sustituyendo

c; = c1g?7 ! en la restriccién presupuestaria,

T t—

‘1 _ 9 _ 5i/s (1—0)/o
W = = = 1 .
;1+7~t1 clzp copE T =8
T 1—p"
Por la suma geomeétrica (para p # 1), >, ; pi=t = T , de modo que
-p
L—p L=p 4
01=WW, Ct:Wl—pTg
(Sip=1,estoes g=1+r, entonces ¢, = W/T.)
t—1

(3) Horizonte infinito 7' — co. La serie Y_,~, p*~! converge si y solo si p < 1. Como

p<l = Y71 +r)1797 <1 —= BA+7r)'77 <1,

1
la condicion de ezistencia de solucion finita es | B(1+17)'"7 < 1. | Bajo ella, > ;o pt~! = TV
—p

a=W({1-p), c=W(1—p)gtt

Si p > 1, el valor presente del consumo planificado diverge y no existe senda factible éptima. Econémica-
mente, p < 1 exige que el consumo no crezca més rapido que la tasa a la que se descuenta, garantizando
riqueza finita.

Pregunta 2

(A) ua(x) = —|lx — x¢||* sobre R} (punto de saciedad xg).

(i) Continua. Si. ua es composicion de la norma (continua) con la resta y el cuadrado; es continua. Por
tanto los conjuntos {us > ¢} y {ua < ¢} son cerrados. v’

(ii) Mondtona. No. En el punto de saciedad, “méas” empeora. Contragjemplo: tome x = xg e y = x¢ +
(1,...,1) > xo. Entonces ua(y) = —n < 0 = u4(xg), de modo que y > x pero y < x. Falla incluso la
monotonia débil (y, a fortiori, la fuerte).

(iii) Convera. Si. La funciéon x — ||x —xg||? es convexa, luego ua = —||x —xo||? es concava; toda funcion
concava es cuasiconcava, asi que sus conjuntos de nivel superior {y : u4(y) > ¢} (bolas cerradas centradas
en xg) son convexos. La preferencia es convexa (de hecho estrictamente convexa). v’

(iv) LNS. No. En el punto xg, ua alcanza su mdzimo global (us(xo) = 0 > ua(y) para todo y). Por
tanto ningin y cercano a xg cumple y > xo: la LNS falla en xq.

(B) up(x) = z1x5 + x5 sobre R3.

(i) Continua. Si. Es un polinomio, luego continua; los conjuntos de nivel son cerrados. v/

(#1) Mondtona. Si; fuertemente mondtona, no. Las derivadas parciales son Ojug = x5 > 0, yug = x1 > 0,
Os3up =1>0.Siy > x>0, entonces

Yiy2 — 122 = ya(y1 —z1) +21(y2 —22) >0y y3 —a3 >0,
luego up(y) > up(x): es mondtona. Pero no es fuertemente mondtona: con x = (0,0,0) e y = (1,0,0) >
X,y # X, se tiene up(y) = 0 =up(x), asi que y ~ x (no y » x).
(#i) Conveza. No. up no es cuasiconcava. Contraejemplo: sean a = (1,1,0) y b = (0,0, 1), con ug(a) =

up(b) = 1. El punto medio m = 1a+ ib = (3,1, 1) cumple

+ % - % < 1 =min{ug(a),us(b)}.

=

uB(m) = % .

Luego el conjunto {y : up(y) > 1} no es convexo (contiene a,b pero no my).

(iv) LNS. Si. Para cualquier x y € > 0, tome y = X + 5es. Entonces |y — x| = ¢/2 < ey up(y) =
w129 + (23 + 5) > up(x), asi que y > x. La LNS se cumple en todo punto. v/



Comentario. Las dos preferencias son “complementarias” (A) es continua y convexa pero ni monétona
ni LNS (tiene saciedad); (B) es continua, monétona y LNS pero no convexa. Esto ilustra que las cuatro
propiedades son logicamente independientes.

Pregunta 3

(a) Preferencia no transitiva (semiorden de umbral). Sobre X = R, (p.ej. cantidades de dinero)
defina, con umbral 1,
xmy < x>y—1

Es completa: sifuese z < y—1y y < x—1, sumando daria z+y < x+y— 2, absurdo; luego para todo x,y
vale z 7~ y o y 7~ . La relacion estrictaes z > y < x > y+ 1y laindiferenciaz ~y <= |z —y| < 1.

Falla la transitividad. Tome x =0, y =1, z =2:
071(0>1-1=0) y 1zZ2(1>2-1=1),

pero 0 = 2 exigiria 0 > 2 — 1 = 1, lo cual es falso; de hecho 2 > 0. Asi 0 7 1 = 2 pero 0 %7 2: no es
transitiva.

Interpretacion. El consumidor no distingue diferencias menores al umbral (“diferencia apenas percepti-
ble”): es indiferente entre 0 y 1, y entre 1 y 2, pero si percibe la diferencia entre 0 y 2. La indiferencia
encadenada acumula diferencias imperceptibles hasta volverse perceptible.

(b) Preferencia no continua (orden lexicografico). Sobre R? defina
x=ry = [t1>wu] o [m1=y1y 22>y

Falla la continuidad. Considere y = (0,1) y la sucesion x™ = (1/n, 0) — (0,0). Para todo n, X" > y
porque 1/n > 0; es decir, x™ € {x : x ZZ1 y}. Sin embargo, el limite (0, 0) satisface (0,0) <. (0,1) =y
(igual primera coordenada y 0 < 1), de modo que (0,0) ¢ {x : x 771 y}. El conjunto de nivel superior
{x:x 7z y} no es cerrado: contiene toda la sucesiéon x™ pero no su limite. Luego la preferencia no es
continua.

(c) Robustez de la preferencia estricta. Sea - completa, transitiva y continua, y x > y. Por
continuidad, los conjuntos de nivel estrictos {z : z > a} y {z : z < a} son abiertos (complementos de

cerrados). Distinguimos dos casos.

Caso 1: existe z con © > z > y. Los conjuntos U = {x’ : x’' =z} y V = {y’ : y’ < z} son abiertos y
contienen a x e y respectivamente. Tome £ > 0 tal que las bolas B(x,e) C U y B(y,e) C V. Entonces,
para x' € B(x,¢) ey’ € B(y,e): x' =z =y, y por transitividad x’ > y’.

Caso 2: no existe ningin z con © > z > y. Los conjuntos U = {x' : X' =y} y V ={y' : x > y'} son
abiertos y contienen a x e y. Tome ¢ > 0 con B(x,e) C U y B(y,e) C V, y sean x' € B(x,¢) (luego
x' =y)ey € B(y,e) (luego x > y’). Por completitud, comparamos x’ e y’: si fuese y’ - x’, encadenando
obtendriamos

x-y mx' -y = x-x" >y,

es decir x’ estaria estrictamente entre x e y, contradiciendo la hipotesis del Caso 2. Por tanto x’ > y’.

En ambos casos existe € > 0 con la propiedad buscada. J

Observacion. La continuidad hace que la preferencia estricta sea “estable”’: pequenos errores de mediciéon
en las canastas no invierten una comparacién estricta. Es la propiedad que garantiza, por ejemplo, que
la demanda varie de forma controlada ante perturbaciones de precios e ingreso.

Profesor del curso: Jorge Chéavez.
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