PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU
FACULTAD DE CIENCIAS E INGENIERIA
I0P224 INVESTIGACION DE OPERACIONES
Examen Final (tipo A) —  Primer semestre 2026
Indicaciones generales:
e Duracién: 160 minutos.
Puntaje total: 20 puntos (4 problemas de 5 puntos cada uno).

[ ]
e Solo se permiten 2 hojas A4 de apuntes de clase fisicos. No se permite ningtn equipo electrénico.
e Justifique cada paso. La presentacién y redaccién influirdn en la calificacién.

Pregunta 1 (5 puntos)
Minimizacion del gasto con utilidad Stone—Geary.
Un consumidor tiene preferencias representadas por la funcion de utilidad de Stone—Geary

u(xy, x2) = fi1n(xy — 1) + B In(ze — 72),

con parametros (1,82 > 0, f1 + B2 = 1, y niveles de subsistencia ~y;1,v2 > 0 (se asume x; > ~;). Los precios
son p = (p1,p2) > 0y el consumidor desea alcanzar un nivel de utilidad @ al menor gasto posible.

(a) (1 pt) Plantee el problema de minimizacién del gasto (EMP) y escriba el lagrangiano asociado. Justifique
por qué, en el 6ptimo, la restriccion de utilidad se satisface con igualdad.

(b) (2 pts) A partir de las condiciones de primer orden, obtenga las demandas hicksianas hi(p, @) y ha(p, @).

(c) (1 pt) Obtenga la funcién de gasto e(p, ).

(d) (1 pt) Verifique el lema de Shephard de/9p; = hy y, mediante el teorema de la envolvente, muestre que
Oe/0u = A

Pregunta 2 (5 puntos)

Optimizacion con restricciones de desigualdad (KKT).

Un planificador dispone de B = 5 unidades de un recurso para repartir entre tres proyectos. El beneficio
neto de asignar x; > 0 unidades al proyecto ¢ es

U(xy1,xo,x3) = (103:1 — xf) + (63:2 — x%) + (2x3 — x%),
sujeto a la restriccién de recurso x; + z2 + 3 < 5 y a la no negatividad z; > 0.
(a) (1.5 pts) Escriba las condiciones de Karush-Kuhn—Tucker (KKT) del problema.

(b) (1 pt) Muestre que la soluciéon obtenida suponiendo un éptimo interior (con la restriccion de recurso
activa y resuelta por multiplicadores de Lagrange, ignorando la no negatividad) es infactible. Concluya
por qué el problema requiere KKT.

(c) (2.5 pts) Resuelva el problema: encuentre x* y todos los multiplicadores asociados, y verifique que se
trata del maximo global.

Pregunta 3 (5 puntos)
Propiedades de una relacion de preferencias.
Considere las preferencias - sobre R? con utilidad

w(zy, x2) = min{/z1, r1 + x2}.

Determine, justificando formalmente, si - satisface cada una de las siguientes propiedades. Si alguna falla,
proporcione un contraejemplo explicito.

(a) (1 pt) Monotonia (fuerte).
(b) (1 pt) Continuidad.

(¢) (1 pt) Transitividad (y completitud).



(d) (1 pt) Convexidad.

(e) (1 pt) Convexidad estricta.

Pregunta 4 (5 puntos)
Competencia entre corporaciones: agresividad de entrada y equilibrio de Nash.
Dos corporaciones, 1 y 2, deciden simultdneamente su estrategia de entrada a un nuevo mercado, eligiendo
entre tres niveles de agresividad al competir: Conservadora (C), Moderada (M) o Agresiva (A), ordenados
de menor a mayor agresividad: C' < M < A.
Notacién. Usamos i para referirnos a una de las corporaciones y j para la otra (su rival), con 4, j € {1, 2},
i # j. Denotamos por z; € {1,2,3} = {C, M, A} el nivel que elige la corporacion i (esto es, C' =1, M = 2,
A = 3). El pago de la corporacién i se compone de tres partes:
e Ingreso bruto (depende solo de su propia estrategia): 3 si juega C, 5 si juega M, 8 si juega A.
o Costo de rivalidad: si su rival es estrictamente mas agresivo (z; > z;), la corporacion i pierde 6 por
cada nivel de diferencia, esto es 6(z; — x;); si el rival no es mas agresivo, este costo es 0.
e Costo de implementacion: solo la estrategia Agresiva conlleva un costo propio: jugar A cuesta 26 (a
cargo de quien la juega). Jugar C o M no tiene costo de implementacion (es 0).
Suponga 6 > 0. Ejemplo de casilla: en el perfil (M, A) —corporacion 1 juega M, corporacion 2 juega A—
la corporacion 1 recibe 5 — 6(3 — 2) = 5 — 0 (es superada por un nivel) y la corporacion 2 recibe 8 — 26
(ingreso 8 menos su costo de implementacion 26; sin costo de rivalidad, por ser la mas agresiva); la casilla es
(5—10,8—20).

(a) (2 pts) Construya la bimatriz de pagos 3 x 3 del juego en funcioén de 6.
(b) (1 pt) Para el caso # = 0, encuentre el equilibrio de Nash e interprete el resultado.

(c) (2 pts) Encuentre el valor critico 8* tal que el perfil (A4, A) es un equilibrio de Nash si y solo si 6 < 6*.

Profesor del curso: Jorge Chéavez.
Jefe de précticas: Marcelo Gallardo.

San Miguel, 7 de julio del 2026.



Solucionario — Examen Final (tipo A), 2026

Pregunta 1
(a) Planteamiento del EMP.

min p1z; +pery sa. frln(ry —y1) + e In(wr — 12) > 4, T > i

Z1,T2
Lagrangiano:
L(x1,22,A) = p1&1 + P2z — )\[51 In(z1 — ) + BoIn(z2 — 72) — 4.

Como u es estrictamente creciente en cada x; (més consumo de cualquier bien aumenta la utilidad), si la
restriccion fuera no vinculante (u(x) > @) el consumidor podria reducir levemente algin z;, disminuyendo el
gasto sin violar u(x) > . Esto contradice que x minimice el gasto. Luego, en el 6ptimo, u(x*) = .

(b) Demandas hicksianas. Condiciones de primer orden:

oL oL

= =p =) =0, — =py— A =0.
8I1 p Tr, — ’}/1 (91'2 p To — ’}/2
Despejando, con y; := x; — ;:
AB1 AB2
Y1=—) Y2 = —
p1 P2

Sustituyendo en la restriccién Sy Iny; + B2 Inys = @ y usando S + f2 = 1:

In\=a+ 5 111(%) + B2 ln<%) = [A=¢" (Zi)ﬁl <p2>52 .

Por lo tanto:

(c) Funcién de gasto.

I; B Do B2
e(p, @) = prh1 + paha = p1y1 + pay2 + (B1 + B2) € <ﬁ1> <> .

COHIO 61 + 62 =1:

_(m B1 Do B2
e(p, ) = p1y1 +p2y2 +e* <> (> .
B1 B2

El primer término es el gasto de subsistencia (costo de alcanzar los niveles minimos v1,72); el segundo es el
costo del “excedente” de utilidad por encima de la subsistencia.

(d) Verificaciones. Lema de Shephard:

ﬁ_ a P ﬁl*li <p2)»32 B u<p1>ﬁ1l (272)52
3p1_71+651 (ﬂl) B1 \ B2 e b1 B2 '

L B 4 (P P rpa\ B ()™ _(m fit . B
Y de la parte (b): hy =y +—€% | — =] . Como—|=— == , se obtiene de/0py = hy.
P1 B1 B2 p1 \ f1 B

Teorema de la envolvente: derivando e(p,u) respecto de @ (tratando x7,z3 como funciones 6ptimas, la
envolvente descarta sus efectos indirectos y solo queda el efecto directo de u sobre el lagrangiano, que es

A (=) =N , ,
867 (P 1 P2 27
o _. <,31> (&) A v

(Ambas identidades fueron verificadas simbolica y numéricamente en Python/SymPy.)



Pregunta 2

(a) Condiciones KKT. Escribimos el problema como max U(x) sujeto a h(x) = x; +z2 + 23 —5 <0y
—z; <0 (i =1,2,3). Con multiplicadores p > 0 (recurso) y v; > 0 (no negatividad), el lagrangiano es

3
L=U(x)— p(z; +$2+$3—5)+ZV¢.’E¢.

i=1

Las condiciones KKT son:

Estacionariedad: 10 —2z; —p+v1 =0, 6—2x0—pu+1v2=0, 2—2x3—pu+rv3=0.
Factibilidad primal: z1 + 22+ 23 <5, x; >0 (i=1,2,3).

No negatividad de multiplicadores: 1 >0, v; >0 (i=1,2,3).

Holgura complementaria: u(5—x1 —x9—23)=0, v;z;=0(i=12,3).

(b) Optimo interior es infactible. Ignorando x; > 0 (i.e., ; = vy = v3 = 0) y suponiendo el recurso
activo (z1 + x2 + x3 = 5), las condiciones de Lagrange dan 10 — 2z; = 6 — 229 = 2 — 223 = u, de donde

T = IOT*“, To = 677“, T3 = 27?“ Sumando e igualando a 5:
18_3#*5:> *§:>x*1—1 :c*§ x*fl
2 =3 1=3 Ty BTy
Como z3 = —1/3 < 0, esta solucion viola x3 > 0: es infactible. El multiplicador v3 asociado a x3 > 0 no

puede ignorarse; se requiere resolver el sistema completo de KKT (con la posibilidad de que z3 = 0, es decir,
una solucién de esquina).

(c) Solucién via KKT. Probamos la conjetura x3 = 0 (restriccion z3 > 0 activa, v > 0), z1,22 > 0
(11 = vy =0), y recurso activo (u > 0, 1 + x5 = 5).

10 — 6 —
De la estacionariedad: z1 = 7 M, Lo = 5 M. Sumando:
16 — 2
T, + Ty = 2“25:>u:3.
Entonces:
T1 =3 Ty =3 z3 = 0.

Multiplicadores: y = 3, v1 = vo =0, y de la estacionariedad de x3: v3 =pu—2=1.

Verificacion de factibilidad y signos: x7,z5 >0, x5 =0 >0, 2 + x5 + 25 =5 <5 (activa); p =3 > 0,
1/121/2:020,1/3:120. v

Optimalidad global: el Hessiano de U es V2U = diag(—2, —2, —2), que es definida negativa para todo x;
luego U es céncava en todo R?, y el conjunto factible (interseccién de semiespacios) es convexo. Bajo estas
condiciones, KKT es también suficiente para optimalidad global, no solo necesaria. Por lo tanto x* es el
méaximo global, con

59
U= (10-3-(3)) +(6:3-(3)°) +0= 3 =295,
(Verificado numeéricamente comparando contra 20,000 puntos aleatorios del conjunto factible: ninguno supera
U(x*) =29.5.)
Pregunta 3

(a) Monotonia (fuerte): NO se cumple. Se requeriria u(x) > u(y) siempre que x > y, x # y.
Contraejemplo: x = (1,5), y = (1,0); claramente x >y y x # y. Sin embargo:

u(1,5) = min{1, 6} =1, u(1,0) = min{1, 1} = 1.

Aumentar x5 manteniendo x; = 1 fijo no cambia u una vez que x1 + z2 > /21: el minimo queda “atascado”
en ,/x1. Falla la monotonia fuerte.

(b) Continuidad: SI se cumple. f(x) = ,/Z1 y g(x) = z1 + 22 son ambas continuas en R? (polinomio
y raiz cuadrada de una funcién continua). El minimo de dos funciones continuas es continuo: wu(x) =
min{f(x), g(x)} es continua en R3. Como u representa a 7 y es continua, los conjuntos de contorno superior
e inferior son cerrados, es decir, 7 es continua.

(c) Transitividad y completitud: SI se cumplen. Toda relacién de preferencias representable por una
funcion de utilidad real u : R2 — R (via x J y < u(x) > u(y)) hereda automaticamente la completitud



y transitividad del orden usual > en R: dados x,y, los nimeros u(x),u(y) € R siempre son comparables
(completitud), y si u(x) > u(y) > u(z) entonces u(x) > u(z) (transitividad). Esto no depende de la forma
particular de w.

(d) Convexidad: SI se cumple. Basta ver que u es céncava, lo cual implica cuasiconcavidad y, por tanto,
que los conjuntos de contorno superior {x : u(x) > c} son convexos. f(x) = ,/x1 es concava (raiz cuadrada,
concava en xp y constante en zo: su Hessiano es semidefinido negativo). ¢(x) = 1 + 22 es lineal, luego
concava. El minimo de funciones concavas es concavo, asi que v = min{f, g} es concava = cuasiconcava =
7~ es convexa.

(e) Convexidad estricta: NO se cumple. Fijemos ¢ = 1/4. En la region donde g es el minimo activo
(r1+ 2 < \/77), el conjunto de nivel u = ¢ contiene el segmento recto {x1+z2 = c: ¢ < x1 < c}. Tomamos
dos puntos distintos de este segmento con ¢ = 1/4:

— 1 3 _ (1
p—(m E>7 Q—<170)'

Verificacion: u(p) = min{,/1/16, 1/16 + 3/16} = min{1/4, 1/4} = 1/4; u(q) = min{,/1/4, 1/4} =

min{1/2, 1/4} = 1/4. El punto medio es m = (2, ),y

1
u(m) = min{\/g, =+ 3—32} = min{0.395..., 0.25} = e

Se tiene u(m) = 1+ = min{u(p),u(q)}, en vez de u(m) > %

lineal de u (donde domina g) rompe la convexidad estricta.

como exigiria la convexidad estricta. El tramo

Pregunta 4

(a) Bimatriz de pagos. Para el perfil (21, 2), el pago de la corporacion i es

mi(zi,x5) = I(z;) — Omax{x; —x;,0} — 20-1{zx; = A}, I(C)=3, I(M) =5, I(A) =8.
——

ingreso rivalidad implementacién

Calculando las 9 casillas (fila = corporacion 1, columna = corporacién 2):

| c M A
C (3,3) (3-6,5  (3—26,8-20)
M| (53-0) (5, 5) (5—0,8—26)
A|(8-20,3—-20) (8—20,5—0) (8—26,8—20)

(Consistente con el ejemplo del enunciado: la casilla (M, A) da (5 -0, 8 —20).)

(b) Equilibrio de Nash para 6 = 0. Con 6 = 0 no hay costos de rivalidad ni de implementacion: el pago
de cada corporacion se reduce a su ingreso bruto, I(C) =3 < I(M) =5 < I(A) = 8, independientemente
de lo que juegue el rival. Jugar A es entonces una estrategia estrictamente dominante para ambas
corporaciones (domina a M y a C en cada columna/fila). Por lo tanto:

’El tnico equilibrio de Nash es (A, A), con pagos (8, 8). ‘

Interpretacion: sin costos de rivalidad, ser agresivo nunca perjudica y siempre genera mayor ingreso, asi que
ambas corporaciones escalan al méaximo nivel de agresividad. A diferencia de un dilema del prisionero tipico,
aqui (A, A) no solo es el equilibrio sino también el resultado eficiente (el de mayor pago posible para ambas),
pues la agresividad es gratuita cuando 6 = 0.

(c) Umbral 6* para que (A4, A) sea equilibrio de Nash. Por simetria basta analizar las desviaciones de
la corporacion 1 dado que la corporacion 2 juega A. Pago en el perfil (A, A): m (4, A) =8 — 26.

Desviacion a M: m1(M,A) =5 — 0 (rival mas agresivo por 1 nivel). Desviacion a C: m(C, A) = 3 — 20
(rival mas agresivo por 2 niveles).

Para que (A, A) sea Nash, ninguna desviaciéon debe ser rentable:

8—20>5—-0 < 0<3, 8—20>3—-20 < 8> 3 (siempre cierto).
La condicién que efectivamente restringe es la primera. Por lo tanto:

0" = 3.



Interpretacion econdmica (costo de la agresion relativo a su ventaja de ingreso): 0* = 3 coincide exactamente
con la ganancia de ingreso al pasar de M a A, I(A) — I(M) =8 — 5 = 3. Cuando la corporacion 1 se desvia
de A a M frente a un rival agresivo, deja de pagar el costo de implementacién 26 pero pasa a pagar un costo
de rivalidad de 0 (queda un nivel por detras), un ahorro neto de ; a la vez, resigna 3 unidades de ingreso.
La desviacion deja de convenir exactamente cuando el ahorro en costos (0) iguala la pérdida de ingreso (3),
es decir, cuando 6 = §* = 3. Para 0 < 3, seguir siendo agresivo compensa el costo; para 6 > 3, la rivalidad
se vuelve demasiado cara y (A, A) deja de ser equilibrio.

Profesor del curso: Jorge Chéavez.
Jefe de practicas: Marcelo Gallardo.

San Miguel, 7 de julio del 2026.



