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1 Funciones convexas y cOncavas

1) Considere el cambio de variable

Entonces,
1 xT 1
F(z) = f/ ft)ydt = / f(uz)du.
T Jo 0
Sean x1,x9 € Ry

Flaz + (1 — a)as) :/O Flulamr + (1— a)as))du.

Como f es convexa:
/ flulazy + (1 = a)xg))du < / [af(uzy) + (1 — @) f(z2)]du
0 0

< a/ol fluzr)du + (1 — ) /01 f(uzs)du.

O sea
Flaz, + (1 — a)zs) < aF(z1) + (1 — a)F(x2).

Como g(s) = e® es convexa, g o F' también lo es. Esto concluye la prueba.
Alternativamente,

F(z) = /01 f(zu)du

es convexa aplicando el criterio de la segunda derivada:
1
F'(z) = / u? ' (zu)du > 0.
0

2) Pensemos en lo siguiente, queremos (fg)” = (f'g+4'f) = f"g9+2f'¢g’+¢"f > 0. Basta entonces que
f v g sean crecientes y positivas.

3) Basta que A > 0, cuando es simétrica, pues Hf = 2A. No importan b y c.

4) Notar que u(x) cuasi concava es probar

X = {ﬁxf“ > c}
i=1

es convexo para todo ¢ € R. En particular, trabajamos con ¢ > 0 pues x; > 0. Ahora bien,

n
X = {Zailnxi > lnc}

i=1



es convexo pues In(+) es concava (se prueba por definiciéon), los a; > 0 y la suma de céncavas es concava.
5) La cuasiconcavidad de u, junto con el hecho que es C? asegura que
(k%) —u? u + QU gy U Uy — Uy, U, > 0
xq PT2T2 Tr1x2 Y Yo T1T1 Yo °

Esto se desprende del criterio de los determinantes Hessianos ampliados. Luego, por la regla de la cadena
(considerando x2 = z3(21)):

dug, dug,

d <U.L1) _ dxy Ugy — dxy uml
dzy \ ug, u2,
dzx 2 dxo
(ua:la:l + Ugyas g dz, ) Ugy — (ufvll’z + Uy, Tm) Uz,
- 2
uz,
o u . o .
Como 422 — _ o Ly las utilidades marginales son positivas
dll ?
d url _ 1 umguxluzle Umlmgumlurg u12$2u11
dre = 5 | Uz Uzyzy — - +
T1 \ Uz, uz, U, Ugy Ug,

2 2
uwluﬂCzﬂCQ - 2u11I2uI1u$2 + u$1$1ua;2

La Tasa Marginal de Sustitucién (TMS) decreciente implica que a medida que se intercambia més de
un bien por otro, el consumidor estd dispuesto a renunciar a menos del primer bien para obtener una
unidad adicional del segundo. Esto refleja la ley de la utilidad marginal decreciente: el valor adicional
que el consumidor asigna a una unidad adicional de un bien disminuye conforme aumenta su cantidad
consumida. La respuesta es afirmativa.

6) Sean u; = e, v; = ¥ y sea 6 € [0,1]. Entonces,

f(Ox+ (1 —0)y) =log <Z e(f:ciJr(l@)yi) = log (Z u?U§19)>
i=1

i=1

La desigualdad de Holder establece que:

S ol < (ZI%I”) (zwiw) |
=1 =1 =1

donde % + % = 1. Aplicando esta desigualdad,

Q=

i=1

n 0 ;. 1-0
f(Ox+ (1 —0)y) =log (Zue (1= 9)> <log <Z(uf)é> (Z(qﬁ")fe) 7

lo que se reduce, por la linealidad del logaritmo, a:

0log (Z u> (1—6)log (Z v1> .

7) Se busca minimizar el gasto en el que incurre un consumidor dado que las canastas de consumo de
entre las cuales se escoge, producen un nivel de utilidad mayor o igual a w. Si este parametro aumenta,
asumiendo u creciente, el gasto aumenta.



Respecto a la concavidad, simplemente:

e(Apy + (1 = A\)py, 1) = X>0ngi(§)>ﬂ(/\p1 + (I =A)py) - x

=Ap; X+ (1-XA)py-X

> A  min x4+ (1=X min - X
- xZO,u(x)Zle ( )xZO,u(x)ZEp2

= Ae(py, ) + (1 = Ne(pg, ).
Acé x es el que resuelve miny>g ux)>w(AP; + (1 — A)ps) - x.

Para el caso u(z1,x2) = 2x1 + 329, y precios igual a 1, la solucién es (0,5/3). Sucede que el bien 2
le genera estrictamente siempre méas utilidad. Como los precios son iguales, es mejor concentrar todo en
9.

Finalmente, la solucién es 7 =0 parai =1,...,n—1y z} = u; le es mas barato consumir solo de z,,
y alcanza el mismo nivel de utilidad. El gasto incurrido es p,u.

2 Optimizaciéon en R"

1) El minimo se alcanza en (z1,22) = (a,b) y el valor minimo es ¢. Ahora bien, la funcién no tiene puntos
maximos, es coercitiva de hecho.

2) El problema queda re-escrito

maprx‘f‘kﬂ — kwy — wyz1.
x120

Como « € (0,1), no es éptimo que z1 = 0. Asi, la solucion es interior. Aplicando CPO:

* wy e
= kEfpAa

(24) 7 e
wq

q* — Alia (Oép) o kj%

Finalmente,

1 1 e
W(p,w]_,’IUQ,k’,Oé,B,A) = (O{ - 1) (O‘Ap)mwl liaklf"‘.

3) El problema de maximizacion del beneficio es

n n
max E azf| — E W;T5.
) Pl n
(‘L17~~-7-Ln)ER+ i=1 i—=1

Las CPO de primer orden proveen

1 w; | P
aprl™ =w;, = z} = [a-jo} )
K2

Se trata de un maximo pues f es estrictamente concava: suma de estrictamente céncavas, o verificar que
la Hessiana es definida positiva. Finalmente,

N 1 P i-p 1-2p 1
w(woa,p) =Y |a] " () —w;"" (aip) T |

=1




Ejercicio: Analice la cuasiconcavidad o cuasiconvexidad de las siguientes funciones:
(a) f(x1,79,w3) = e¥172F%3 en R3,

(b) f(z1,22,23) = In(z122 + x3) en R .

Para analizar la cuasiconcavidad o cuasiconvexidad de estas funciones, recordemos los siguiente conceptos.

Definicién 1. Los determinantes hessianos ampliados de una funciéon f : S C R® — R, f € C?(9),
son los determinantes
0 file) - frlz)

filz) fu(z) - fir(z
Vo) — f) :<> ; :<>

f(@) fa(@) e ful)

Teorema 2. Sea S C R™ un conjunto convezo, abierto y no vacio y sea f : S — R una funcion de clase
C?. Entonces:

1. Si f es cuasiconvexa, entonces M,.(x) <0 para todor =1,...,n y todo x € S.

2. Si M.(x) <0 para todor =1,...,n y todo x € S, entonces [ es estrictamente cuasiconveza.

3. Si [ es cuasiconcava entonces (—1)"M,.(x) > 0 para todor =1,...,n y todo x € S.

4. Si (=1)"M,.(x) > 0 para todo r =1,...,n y todo x € S, entonces | es estrictamente cuasiconcava.

a) Este teorema puede ser aplicado pues la funcién p(x) = p(x1, 72, 23) es ciertamente! clase C? y tanto
R3 como R§r+ son conjuntos convexos. Luego, calculamos M,.(x) para ¢, r =1,...,n =3

0 hf
fi fn

0 T2
i) 0

Ml(:c) =

0 fi fe 0 z2 a1
My(xz) = |fi fu1 fio|=|v2 0 1|=2z12
fo fo1 fa z1 1 0

0 fi fo fs 0 x2 =
_\fr fu fie fiz] _jz2 0 1
Ma(@) = fo for faa fos| |@m1 1 0
0

fs fs1 fa2 f33 1 0

Luego, ciertamente M3 > 0 por lo que, por el Teorema (2), la funcién no puede ser cuasiconvexa o
estrictamente cuasiconvexa. Luego (—1)3M3 = —1 < 0, por lo que, nuevamente por el Teorema (2), la
funciéon no puede ser cuasicéncava o estrictamente cuasiconcava. Note que esto es independiente de S
pues M3 no depende de . Para concluir el analisis en relacion a las funciones f(x1,zo,z3) = e#(*) y

flxy,x9,23) = In?®) | requerimos del siguiente teorema.

OO O

Teorema 3. Sea f : S C R" — R un conjunto convexro no vacio y sea g : A C R — R una funcion
creciente tal que f(S) C A.

e Si f es cuasiconveza, entonces go [ es cuasiconvexa.
o Si f es cuasiconcava, entonces go [ es cuasiconcava.

., . A sz
a) En relacion al Teorema (3), definiendo f(z1,x2,x3) = €721 y g(.) = In(+), al ser In(-) una funciéon
creciente y f(R?) C R*, podemos aplicarlo. Si e®1¥2F%2 fuese cuasiconvexa (cuasicéncava), x179 + 3
seria cuasiconvexa (cuasiconcava). No obstante, esto es falso. Por ende, €®1¥27%3 no es ni cuasiconvexa

ni cuasicoéncava.

1Por aritmética y composicién de funciones C'>°



b) Analogamente, tomando esta vez f(z1,x2,23) = In(zizs + 23), v g(-) £ (), al ser () una funcion
creciente y In(R3 | ) C R, es posible aplicar el Teorema (3). Si In(z122+23) fuese cuasiconvexa (cuasicon-
cava), X129 + x3 serfa cuasiconvexa (cuasiconcava). No obstante, esto es falso. Por ende, In(z1z2 + 23)
no es ni cuasiconvexa ni cuasicéncava.

PC3: puntos importantes

1.

2.

Probar que funciones son convexas o concavas por definicion.

Probar que funciones son cuasiconvexas o cuasicéncavas usando alguna de las definiciones equiva-
lentes.

. Problemas de maximizacién y minimizacién sobre R™.

Aplicaciones de lo estudiado:

e Problema de maximizacién de la utilidad.

e Problema de maximizacion del beneficio.

. Referencias adicionales: Mas-Colell et al. (1995) capitulos 3 y 5.
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