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Indicaciones generales:
e Duracién: 110 minutos.
e Materiales o equipos a utilizar: con apuntes de clase fisicos.
e No esta permitido el uso de ningtn material o equipo electrénico, salvo calculadora.

e La presentacion, la ortografia y la gramatica de los trabajos influiran en la calificaciéon.

Puntaje total: 20 puntos.

Cuestionario:
Pregunta 1 - Optimizacién irrestricta (4 puntos)

Sea (z1,%2,...,,) € R™ una muestra aleatoria correspondiente a una distribucién normal N'(u,o?). Se
define la funcién de verosimilitud por:

n

1 T s (e?
L(xl,xz,...,zn;u,a%—Hfm;u,o?)—( ) e 52 Slar i) 1)

bt oV 2w

Se denominan los estimadores de méxima verosimilitud de u y 0 (que se denotan por fi y 62) a los valores
para los que se alcanza el maximo valor de la funcién definida en . Calcule /i y 62, comprobando que
se trata de un méaximo. Asuma que no todos los z; son iguales.

Solucion: El objetivo es resolver
P max,, o2 L(Maa2;xla---»$n)
" s.a.: (n,0%) €@ =R x Ry.

Es importante que los z; no sean iguales. Note que se maximiza sobre o2. Un primer enfoque, para

b)
poder encontrar los candidatos a 6ptimos locales, es aplicar directamente las condiciones de primer orden
a la funcién objetivo
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Como la exponencial es siempre positiva, se tiene que
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Luego, teniendo en cuenta nuevamente que e 202 2i=1 (%=1 5 0 y simplificando obtenemos

1 (i —p)?® n

o/ 2m o3 ont1/27"

on+3 T gntl
n

mo? = Z(xl —p)?.

i=1

O sea,
n

52 %Z(mi _ 32,

i=1
Observacién: dada la estructura (productoria) de la funcién de maxima verosimilitud, considerando
sobre todo las condiciones de segundo orden, lo méas acertado es maximizar la funcion de log-verosimilitud,
definida de la siguiente manera

K(0) = K(p,0%|z)
= ln(L(I’l, ceey xn;:uva-z))
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Debido a las propiedades de la funcion logaritmo neperiano, K () posee los mismos 6ptimos, y de misma
naturaleza, que L(z;#). Por ende, bastaba con aplicar las CPO a K (u,0?)
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Despejando, se vuelven a obtener los candidatos a maximo local
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Queda entonces unicamente por analizar las condiciones de segundo orden para ver si se trata de un
méximo.
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Por ende,

n=r,02=52
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Concluimos entonces, gracias a las condiciones de segundo orden, que (ji,52) es en efecto un méaximo
local.

Pregunta 2 - Estatica comparativa (4 puntos)

Considere el siguiente modelo IS-LM

Y=C+I+G
C=08(Y ~T)
I =100—-0.5r

M¢ =0.5Y —0.2r.

1. Interprete las ecuaciones, donde T' y G son parametros.

2. Verifique si se pueden aplicar los supuestos del teorema de la funcién implicita y en dicho caso,

Y. or : 443 .
obtenga 5% v 55 por medio de estética comparativa.

Solucién:
o Interpretacion de las ecuaciones:

— Y =C+1+ G es la condicion de equilibrio en el mercado de bienes: la produccion (renta) Y
se destina a consumo C, inversion [ y gasto publico G (ex6geno).

— C=0.8(Y —T) es la funciéon de consumo lineal: la propensiéon marginal a consumir es 0.8, y
T son impuestos netos (parametro exo6geno).

I =100 — 0.57 es la funcién de inversién: la inversiéon auténoma es 100 y disminuye en 0.5
unidades por cada punto de aumento de la tasa de interés r.

M?=0.5Y —0.27 es la demanda de dinero real: crece con el ingreso (0.5) y disminuye con la
tasa de interés (0.2). La oferta real de dinero M/P se toma como constante.

e Aplicacion del Teorema de la Funcion Implicita y estdtica comparativa:

Definimos el sistema
FY,r;G,T)=Y —08(Y —T) - (100—-0.57) — G =0,

M
Fy(Y,r; M/P) =05Y —0.2r — 5 =0.



Derivadas parciales:

Fiy =02, [, =05 Fg=-1, Fy =05 F,=-02 Fy=0.

Jacobiano respecto a (Y, 7):

02 05
J = <0.5 _0.2> , det J = (0.2)(—0.2) — (0.5)(0.5) = —0.29 # 0.
Por el método de Cramer:
8l: 5, _ -0.2 _ 0.2 ~ 0,69, @:_ Foy _ 0.5 _ 0.5 ~ 179,
oG detJ —0.29 0.29 oG det J —-0.29 0.29

Conclusion de la estdtica comparativa:

1904 or
oG <069, SE o~ 172

Un aumento unitario de G eleva el ingreso en 0.69 y la tasa de interés en 1.72, mostrando el efecto

“crowding-out” sobre la inversién.

Pregunta 3 - Lagrange (4 puntos)

Resuelva el problema de maximizacion de la utilidad en funcion del vector de precios p = (p1,p2) € Ri I

y la riqueza I > 0, para
o u(zy,z9) = 295 + 295,

o u(xy,w2) =21 + Inxy, x5 > 0.

Solucién:

e Para u(zy, 7o) = 295 + 295:

max +/x1++/T2 Ss.a. p1x1+ pexs =1.

z1,2220

Las condiciones de primer orden (interior) son
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Sustituyendo en la restriccion presupuestaria:
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e Para u(xy,x2) = 1 +Inzg, x5 > 0:

max 1 +Inzy s.a. pir; + pexs = 1.
x12>0,22>0

Las condiciones de primer orden (interior) son
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De la restriccion:
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(Para garantizar x7 > 0 se requiere I > p;.) Sino x5 =1I/p2 y 27 =0.
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Pregunta 4 - Lagrange y Teorema de la Envolvente, estatica comparativa (8 puntos)

3.1) Supongamos que usted dispone de una placa metélica de 25m? de superficie, con la que debe construir
una caja rectangular que se llenara de gasolina. Se le pide que responda las siguiente cuestiones:

(a) ;Cuéles seran las dimensiones de la caja si el objetivo es llevarse la mayor cantidad posible de
gasolina?

(b) Sabiendo que el litro de gasolina cuesta 144 unidades monetaria, jcudnto estaria usted dispuesto a
pagar por un cm? més de placa?

(c) Si el precio de la gasolina sube a 160um el litro, ;cuédnto pagaria por un cm? adicional de placa?

Solucién:
a) El volumen del soporte rectangular, es igual a

V =uxyz,

siendo z el largo, y la profundidad y z el alto. Por otro lado, la superficie de un rectédngulo ordinario que
va a usarse para construir la caja esta dada por

S = 2zy + 2xz + 2yz.
Por ende, el objetivo es resolver el siguiente problema de maximizacién
max V(z,y,z) = zyz
s.a. 2zy + 2xz + 2yz = 25.

3. La funcién lagrangiana subyacente a este

Como S estd en m?, x,y y z estard en metros y V en m
problema es

L(z,y,z,A) = zyz + A\(25 — 22y — 222z — 2y2).

Aplicando las condiciones de primer orden,

oL
Z —yz — 2\ — 2z = 2
5 = V* Ay —2Xz2=0 (2)
L
g—y:xz—Q)\x—Q)\z:O (3)
oL
ER Ty — 2 — 2 \y =0 (4)
L
%/\:25—2(xy+mz+yz)=0. (5)

De y ,
yz —xz =2My — x).

Si y # x, z = 2\. Reemplazando en (B)), A = 0, =<«. De este modo, = = y. Anélogamente, usando (2) y
(), se obtiene que z = z. De este modo,

25 = 2(32%) = 627
Es decir,
Y,z = ) ) .
! NV

Este resultado es coherente con el argumento de simetria. En efecto, pudo haberse escogido cualquier eje
para medir la altura o la profundidad o el largo del deposito rectangular.

b) El litro de gasolina cuesta 144um. Como 1L = 0.001m?, II = 144000 - V (um). Luego, recordemos que

V(S) _ \«
o5



siendo S el parametro de la restriccion, ente caso, la superficie. Observe que, para el caso general,

Luego,
3
S 53/2
Ve = (\ﬁ) G
y
al B 351/2
aS 2632

En nuestro caso, como S = 25, \* = 51/6/24. Recordemos que en el caso general, siendo b el pardmetro
de la restriccion y V' la funcién valor en un problema L,

V(b + db) ~ V(b) + \*db. (6)

En este caso, b =25y db = 10"% (1 em? es 10~*m?). De este modo, para calcular el precio que se estarfa
dispuesto a pagar (en analogia con la variacién equivalente en teoria del consumidor), serd exactamente
igual al beneficio monetario que le aporta contar con 1 ¢m? adicional de superficie. En efecto, no pagaria
mas que este beneficios pues perderia, y siempre es capaz de pagar p con tal de que p < AIl — g, para
todo € > 0. Asi pues,

p = All
=po x 103(V(25 + 107%) — V(25))
3 5\[ B 5 3
(m) T (w) 1

= 144 x 10°

~ 7.35um.

¢) Si pg = 166um, reemplazando en

e[ ()]

se obtiene 8.47um. Alternativamente, podemos plantear el problema de maximizacion del beneficio

max I(x,y, 2,p0) = pozryz
s.a.: S(x,y,2) =2(xy +xz+yz) =25

y aplicar el Teorema Envolvente.

3.2) Un individuo consume dos bienes x; y x2, cuyos precios son pi,ps > 0. El individuo minimiza el
gasto considerando que quiere una utilidad por lo menos igual a w > 0. Su funcién de utilidad es clase

C?(R?) y tal que, u(0) = 0, 597“ >0, 2 o 2 <0y am az > 0. Asuma que no es 6ptimo x; = 0. Halle

mediante estatica comparativa,
8(E1

Op2 ’

e interprete.
Solucién: Diferenciando las CPO
dp1 — dAug, — Mg, 4, dx1 — Mg, 4, dxe =0

dps — dAUg, — Mg, 2,dT1 — Mg, dze =0
du — Uy, dT1 — Ug,dze = 0.



Eliminando los efectos que no son de interés, queda

0 Mg g, AUpyzy, Uz drq
dp2 = Auxl To )\uwz zo  Uzy dl‘g
0 Uy, Ug, 0 0

Aplicando la regla de Cramer
dry Uy, Ug,

dpy A

>0,

donde
|A| = )‘uﬂﬁlxl (_uig) - )‘ufﬂlfm (_u$1u12) + Ug, P‘ul’lﬂﬁzuﬂw - )‘UI2I2U‘11] > 0.
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