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Pregunta 1
1. Ciertamente es un subespacio vectorial. Las matrices que forman una base son
1 0] (0 O 0 1
0o/ o 1] Y [1 of
Estas matrices son l.i y generan el subespacio. Por ende, la dimensién es 3. De manera general, es
facil ver que

n(nJrl).

dim(S) = 5

1 2 . . po
2. Sea A = [ 4 1} . Calculamos autovalores con el polinomio caracteristico:

det(A—=AX)=A2—2X—7=0=A=1+2V2.

A_ (v “w)[(1+2v2 0 e
1 1 0 1-2v2) | —%

2

}
(RO )

Luego

N[ |
v

1 0 (1 —24/2)100

< |-l
N N~
~_

3. Q(z) > 0 si y solo si su matriz asociada

o[z
as az

es definida positiva, es decir:

a1 >0, det(M) =ajas — a% > 0.

()= (&)

. 2
(Z(xz - ai)2> < <Z |$l — al|> <r

i=1 =1

4. Es facil notar que

Por ende, si x € By, (a,r)

se sigue que x € B||.|,(a,r). Finalmente, si x € B, (a,r),

n 1/2
<Z(ml — ai)2> <r.

i=1

Como |[x — al|ec = |@i, — a4,| = \/(Ti, — ai,)? para cierto ig, entonces x € B (a,r).
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11.

. A{(z,y) :y<Inz : z €[1,5]} define un conjunto convexo ya que In es concava:

y1 <Inaxy
Y2 < T2
Ay1+ (1 =Ny < Alnzy + (1 — A)Inxy
<ln(Azq + (1 — N)x2).

La interseccion con el conjunto convexo C' = [1,3] x [0,1] (un rectangulo) preserva la convexidad.

. Los conjuntos A y B no pueden ser separados estrictamente, ya que su clausura se interseca en el

eje x = 0 (ver ejemplo del curso). Sin embargo, si pueden ser separados (no estrictamente) por el
hiperplano = = 0 (la vertical).

El conjunto X es equivalente (el mismo conjunto) a {> 1, o;lnz; > 0}, el cual es claramente
convexo.

. Notar que:

Yio tmin = + (1 —¢t) miny—J.
A, 74 J Gy

min
i

{txi—k(l—t)yi} _ twy, +(1—1)

Q;

Aplicando esto a cada entrada se concluye.

. La definicién de tecnologia se encuentra en la Secciéon 5.3 del libro asi como la de cono convexo (se

deja como lectura). La vuelta del enunciado es por definicion: un cono convexo C' es un conjunto
aditivo tal que ay € C para todo o > 0 ey € C. Para la ida, sean y,y' € Y y o, 8 € R,.. Basta
probar que ay + 8y’ € Y. Sea k un entero tal que k > méx{«, 3}. Por la aditividad, ky, ky’ € Y.
Como a/k, 8/k < 1, entonces, por los rendimientos a escala decrecientes, (a/k)(ky), (B/k)(ky’) €
Y. Finalmente, usando nuevamente que Y es aditiva, concluimos que

(a/k)(ky) + (B/k)(ky') = ay + By’ €Y.

Dadoy €Y y y’ <y, podemos siempre escribir y’ =y +v con v € —]Ri. Bastara probar entonces
que para todo v € —RY | y + v € Y. Sea v € —R%. Ciertamente para todo n € N, nv € —RY C Y.
Luego, como Y es convexa,

1 1
(1—>y+nv€Y.
n n

Xn
Finalmente, usando el hecho que Y es cerrado, lim, x, =y +v eY.
Sea 0 <a< % Entonces, la recta y = ax + b separa a los dos conjuntos si se cumple que b > 1y

2a + b < 2. Sea a < 0. En este caso, hay separacion si se cumple que a +b > 1y 2a + b < 2. Sea
finalmente a > 2. En este caso, hay separacion si se cumple que a +b <0y a+ 2b > 2.

12. Sean z1,22 € A, A € [0, 1], entonces T (Az1 + (1 — N)z2) = AT(z1) + (1 — M) T(z2) € T(A).
Pregunta 2
1. Queremos probar que F # () si y solo si G = ().

= (=) Si existe x > 0 tal que Ax = b, entonces para todo y tal que yA > 0, se tiene:
yb=y"Ax>0.=2>y'b £ 0=y ¢ G.

s (<) Si F = (), entonces por el Teorema de Separacion Estricta aplicado a los conjuntos disjuntos
convexos {b} y {Ax : x > 0}, existe un hiperplano separador H(y,a = 0) tal que:

yTb<oz:O§yTAx7 Vx > 0.



Como Ax = Z?Zl z;v;, donde v; es la i-ésima columna de A, se tiene:
n
ylAx = inyTvi.
i=1
Para que esta suma sea mayor o igual a « para todo x > 0, es necesario que:
yI'v; >0 paratodoi=1,....n = ylA>0.

Por tanto, y € R™ cumple:
y'A>0 y y'b<0,

es decir, y € G. Esto prueba que si F' = (), entonces G # 0.
2. Sea C = {x € R" : |x]| < 1} la bola unitaria. Queremos demostrar que la proyecciéon de un punto

v € R™ sobre C esté dada por:
v

P - —
o¥olV) = LIV

Si ||v]| <1, entonces claramente v € C, y por definicion:
Proys(v) = v.

Supongamos ahora que ||v|| > 1. Queremos mostrar que para todo a € C' se cumple:

vV —
- sl - -5
2

Observe que el lado derecho se puede reescribir como:
v
v— | =vll-1%
’ vl

Iv —al* = [[v|* = 2(v.a) + [a]*.

Iv—af?> \

Expandamos el lado izquierdo:

Queremos entonces probar que:

IVII* = 2(v,a) + [[a]* > [[v]]* — 2}v] + 1.

Restando ||v||? de ambos lados:

—2(v,a) + [lal* > =2||v|| + 1,
lo cual equivale a:

la)l* = 2(v,a) +2[v| =1 > 0.
Usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz: (v,a) < ||v||||a||, y como |ja|| < 1, se sigue que:

lal* = 2(v,a) +2|v] -1 > [Ja|* = 2[|v][[a] + 2] v]| - 1.

Agrupando:

= llal® + 2| v]|(1 — llall) —
Finalmente, como 0 < ||a]| < 1, se tiene:

lall* +2(1 — [la]]) = 1 = (|lall - 1)* > 0.

Por tanto, se cumple:
2

v —al® > (vl - 1)* = ||v -

v

vl

y concluimos que el punto mas cercano de C' a v es v/||v||. Es decir,
v v

P = = —
Yo = 1l = (v



