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Valores y vectores propios (1)

© Sea A una matriz cuadrada de orden n X n no singular con valores propios A1, ..., Ap.
i Cuales son los valores propios de la matriz A=1? ; Cuales son sus vectores propios?

-2 -3

@ Dada la matriz A = ) R } encuentre A¥ para todo k € Np.
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Solucién: Valores y vectores propios (1)

1) Sea A una matriz cuadrada no singular con valores propios A1, ..., A, y vectores propios
vi,...,vn. Entonces, si Av; = \jv;, al aplicar A~! tenemos:

-1 -1 -1 -1 1

A AV, = AT Vi = v = ANA TV = ATy = )T\I,‘.
i
Por tanto, los valores propios de A—! son /\%, AN /\in y los vectores propios son los mismos que
los de A.
_2 _
2) Sea A= [ . } . Calculamos primero sus valores propios A resolviendo det(A — A/) = 0:
—2—-A -3
det< ) ) )\])_(—2—)\)(2—/\)-1-3_)\2—44-3_/\2—1_0,

lo cual da A = £1. Como los valores propios son reales y distintos, A es diagonalizable. Sea P la
matriz de vectores propios y D = diag(1, —1), entonces:

Ak = ppkp—1,
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Continda

e Parad=1 (A-lv=0= [_

1

-1 -3 3
oParaA:—l:(A+l)v=0:>|: 3]:>v2:[1]_
Entonces,

O sea,

1—(—1)k 3—(—1)
2 2

—143(—1)F  —343(—1)¥
Ak — 2 2
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Valores y vectores propios (2)

© Pruebe que si Ay B son equivalentes (en el sentido mas fuerte), entonces |A| = |B|.

@ Pruebe que si Ay B son equivalentes, entonces A¥ y B¥ también lo son.

@ Considere el siguiente sistema de ecuaciones en diferencias:

_ {15 0] |:x1(k):| [xl(O):| _ |:X10:|
s 1] x| |x(0) X20

o Interprete el modelo. Identifique qué podrian ser x; y x2.

X1(k+ 1)
X2(k+ 1)

o Analice limg_ oo xi(k) € interprete.
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Soluciones: Valores y vectores propios (2)

© Equivalencia y determinante: Dos matrices A y B son equivalentes si existen matrices

invertibles P y Q tales que A = PBQ. Entonces:
|Al = [PBQ| = |P||B||Q| = |P[|QIIBI.

Como Q = P~1, concluimos.

© Potencias de matrices equivalentes: Supongamos A = PBP—!. Entonces por induccién o
célculo directo:
Ak = (PBP~Y)k = pBkpPL,

ya que (PBP~1)(PBP~1) = PB(P~1P)BP~! = PB2P~!, y asi sucesivamente. Por tanto,

A¥ 'y B¥ son también semejantes (es decir, equivalentes por conjugacién) para todo k € N.
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Modelo de produccién sencillo

Con respecto al modelo dinamico:

o x1(k) representa un insumo que se reduce progresivamente a lo largo del tiempo.

o xa(k) representa un output acumulado que se incrementa a medida que se utiliza xg .

@ 4 € (0,1) representa la tasa de transferencia del insumo x; hacia el output xo.

1-6 0
Solucién del sistema: Llamemos A = [ J. Entonces, por iteracion:

) = ]
x2 (k) X20
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Continda

Diagonalizamos A si es posible:

Valores propios: det(A—A)=(1—-6—A)(1—-X)=0=X1=1—-90, Ao =1.
1
5/(1—96)

)\1:1—(5#\&1:

Vectores propios:

0
A=1=v, =
1

Por lo tanto, podemos expresar:
xi(k) = (1= 08)kxi0,  xa(k) = xa0 + x10(1 — (1 — 6)*).

Se sigue directamente que x1(k) — 0y x2(k) — x10 + x20.

Marcelo Gallardo ( PUCP ) April 23, 2025 9/36



Formas cuadraticas (1)

O Pruebe que si A € Mpyxn, entonces AT A es simétrica y positivo semidefinida.

© Sea A = Hess(f)(xo). ;Bajo qué condiciones sobre f, x” Ax es una forma cuadratica

estandar?
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Soluciones: Formas cuadraticas (1)

O Simetria y semidefinitud de AT A: Sea A € M, Entonces ATA € Mpxn.
> Simetria:

(ATA)T = AT(AT)T = ATA.

Por tanto, AT A es simétrica.
> Positividad semidefinida: Para todo x € R”, se tiene:

xT AT Ax = (Ax)T (Ax) = ||Ax||2 > 0.
Por tanto, todos los valores propios de AT A son reales y no negativos.
@ Forma cuadratica estandar desde el Hessiano: Sea f : R” — R dos veces continuamente
diferenciable, y sea A = Hess(f)(xq) la matriz Hessiana en un punto xp.
Entonces, la forma
g(x) = x" Ax
es una forma cuadratica si A es simétrica, lo cual siempre se cumple si f es C2 (por el

teorema de Schwarz o simetria de derivadas parciales cruzadas).

Conclusion: x” Ax define una forma cuadratica estandar si f es C2 en un entorno de xg.
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Formas cuadraticas (2)

© Una firma puede escoger entre dos procesos con costos:

Ci(x1,%x2,x3) = 2)<12 + 4x1x0 + 3X22 + 5X32 + 2x2X3

Co(x1,x2,x3) = 2x1%2 +X22 + 3x§

Determine qué proceso escogera.

Q Clasifique las siguientes formas cuadraticas:

f(x1,x2) = 4><12 + 8x1x2 + 5x22

fa(x1,x2,x3) = 3)(12 — 2x1x2 + 3x1x3 + X22 — 4xax3 + 3x32
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Soluciones: Formas cuadraticas (2)

© Comparacion de procesos productivos:

Consideramos f(Xl,Xz,X3) = C1(X1,X2,X3) — C2(X1,X2,X3):

f=(2x% + dx1x2 + 3x2 +5x2 + 2x2x3)
— (2x1x2 4 X2 + 3x3)
= 2X12 + 2x1x2 + 2x22 + 2X§ + 2x2x3.

Como todos los términos de f son no negativos V(x1,x2, x3) y el término cuadratico

2)<12 + 2)(22 + 2x32 domina, se concluye que:

Ci(x) > Go(x) Vx = la firma elige el proceso G,.

Note que
2 1 0
Ar= |1 2
0 1 2

y sus valores propios son 2,2 4 /2, todos estrictamente positivos.
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Continda

© Clasificacién de formas cuadraticas:

> fi(x) = {X1 Xz} {: g]

y los valores propios son positivos = definida positiva. El espectro es de hecho (9 4+ v/65)/2.

X1

} Tiene determinante = 4 -5 — 42 =20 — 16 = 4 > 0, traza > 0,
X2

> f(x) tiene matriz asociada:

3 -1 15
A= |-1 1 -2
1.5 -2 3
. L 3 -1
Determinantes principales: det A1 =3 > 0, det Axx2 = 1 1 =3—-1=2>0, pero el

determinante total es negativo (verificado por calculo directo o SAGE), = indefinida. De hecho,

su espectro contiene a -0.23 y 1.7 (redondeados).
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Elementos de Topologia (1)

© Pruebe que ||x]|oo = limp_s o ||X][p-
Q (x) Sea A € Mpxn, ||A|l = sup|q=1 [[Ax]|. Pruebe que p(A) <A

© Pruebe que si S es abierto y A cualquier conjunto no vacio, entonces S + A es abierto.

Marcelo Gallardo ( PUCP ) April 23, 2025 15 /36



Soluciones: Topologia en R” (1)

O Limite de normas p: Para x = (x1,...,x,) € R", se define:

n 1/p
Ixllp = (2 |x,-|"> - lelloe = max [l
i=

Como |x;| < ||x||ec para todo i, se tiene:

Ixllp < (n- [1x[12)*7 = n*/P||x]| o

También, existe un j tal que |x;| = [|X||oo, ¥:
lIxllp = 1x5] = [1%[loo-
Por tanto,
[xlloe < lIxllp < n*/Px[loo = i lIxllp = [lx]loo-
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Soluciones: Topologia en R” (1)

© Desigualdad del radio espectral: El radio espectral de A es
p(A) = max{|A| : X valor propio de A}.
Sea A un valor propio de A, y v # 0 su vector propio, entonces:

S lAvi _ vl _
Wi~ vl

Al Al

Como esto vale para todo valor propio A, se concluye:
p(A) < [IA[l.
@ Suma de conjunto abierto con cualquiera: Simplemente

s+A=J S+a

acA , . M
€ Abierto trivialmente.

Abierto.
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M3as sobre normas matriciales.

Sea B = AT A. Entonces:

/2

IBlF =/Tr(BTB) = (ZA (5)2)

2
> Ai(B = Ai(B).
>/ (jz, v08)) = oo, o)
Donde (A\;j(B));<,<, son los valores propios (reales) de la matriz simétrica B. Esto prueba que:

AT AllF > Amax(AT A),

es decir, la norma de Frobenius de AT A es mayor o igual que el mayor valor propio de AT A.

Marcelo Gallardo ( PUCP ) April 23, 2025 18 /36



Norma matricial y valor propio maximo

Norma inducida de una matriz:

La norma de una matriz A se define como el maximo cociente entre normas:

[l Ax|l

Il

1Al = max
x#0

Esto implica inmediatamente que:

lAx|| < Al - [1x]l-
Matriz simétrica definida positiva: Si A es simétrica y definida positiva, entonces:

ANl = Amax(A),

donde Amax(A) es el mayor valor propio de A.
Tomando como x el vector propio correspondiente a Amax, Se alcanza exactamente ese cociente:

[[Ax]]
I

= >\max-
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Matrices no simétricas y norma

Ningln otro vector puede producir un cociente mayor. Si A = QAQT, con Q ortogonal, entonces

la norma es simplemente:
lAll = [IAll = Amax-

Matrices no simétricas: Cuando A no es simétrica, los valores propios pueden no reflejar

correctamente el "tamafio" real de la matriz.

Ejemplo:

cuyos valores propios son A\; = A = 0, pero su norma es:

A
JAJ = max 1220 _
0 x|

Tomando x = (0,1)7, se obtiene Ax = (2,0)7, entonces:

[Ax|| _ 2 _

x| 1

Este es el maximo valor, a pesar de que x no es un vector propio.
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Matrices simétricas y norma

Matrices simétricas no definidas positivas:
Si A es simétrica (pero no necesariamente definida positiva), la descomposicién A = QAQT sigue
siendo valida.
En este caso, la norma de A es:
Al = max | (A)]

es decir, el valor absoluto del mayor valor propio en médulo.

Para cualquier vector propio x con Ax = Ax, se tiene:

(A = [A] - [I]]-
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Norma inducida por ATA

Norma inducida general (caso simétrico o no):
El valor maximo del cociente cuadratico asociado a A es:

Ax||? xT AT Ax
Al? = I = = Amax(AT A).
A = max g = Mo e = Amax(ATA)

Al =/ Amax(AT A).

Esto permite definir la norma de cualquier matriz (simétrica o no) mediante los valores propios de

Por tanto,

AT A (una matriz simétrica y definida positiva).
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Elementos de Topologia (2)

@ Pruebe que C[0,1] con || - ||co €s completo. Analice si esto es vélido usando || - ||1.

@ Pruebe que (i) la unién finita y la interseccién arbitraria de conjuntos cerrados es un

conjunto cerrado, (ii) la interseccién finita de conjuntos compactos es un conjunto compacto.
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Soluciones: Topologia en R"” (2)

Q Completitud de C[0,1] con || - ||oo:
Sea (fn) una sucesién de Cauchy en (C[0,1], || - ||cc). Entonces, para todo £ > 0 existe N tal
que para todo m,n > N-:

Iy~ finlloo = sup_[falx) — fin()] <.
x€[0,1]

Esto implica convergencia uniforme a una funcién f, y el limite uniforme de funciones
continuas es continuo. Por tanto, f € C[0,1] y (f,) converge a f en norma co. = C[0,1] es

completo con || - |[oo. (Y con || - |17
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Continta; LP

1, sio<x< 1,
fa(x) = 1—n(x—%), si%< S%—l—%,
0, siz+i<x<l

Cada f, es continua en [0,1] y tiene un salto suavizado entre 1 y 0 centrado en x = 1/2.
Cota de convergencia en norma p:
1,1 1/p

b tlo = | 27 10(x) — () Pd < ()P —o0
n m”p = 1 ,,(X) m(X)| X - (n) — 4.
2

Por tanto, (f,) es de Cauchy en la norma || - ||p.

i Cual es el limite?

Para toda x € [0,}), fo(x) =1 Vn = f(x) =1 Para x € (},1], fo(x) =0Vn > 1= f(x) =0
Pero en x = 1, el limite f es discontinua (salta de 1 a 0).

Conclusién: f ¢ C[0,1], aunque f, € C[0,1]y f, — f en || - ||. Por tanto, C[0,1] no es
completo bajo || - ||, para 1 < p < oo.
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Grafica de la funcién fp(x) con n =5
fa(x)

I
!
!
|
|
|
|
|
|
|
!
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
!
|
|
|
1
1
2

0

Marcelo Gallardo ( PUCP ) April 23, 2025 . 26 /36



Propiedades topoldgicas: Cerrados y compactos

Uniédn finita e interseccion arbitraria de cerrados:

Unién finita: Simplemente una secuencia x, € U,K:1 F; termina en uno de los F;, y como cada
uno es cerrado, converge a x € Fj; C U,K:1 F;.

Conclusion: x es punto de acumulacién de F; o de Fy, luego pertenece a F; U F>. = F; U F> es

cerrado.

Interseccion arbitraria: Si {Fo},c/ es una familia cualquiera de conjuntos cerrados, entonces:

c
Ne) -Ur

acl acl

y como cada F§ es abierto, la unién es abierta, por lo tanto la interseccién es cerrada.
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Unidn arbitraria de abiertos e interseccién/unién finita de compactos

1) Tome x € [J,cp Ua- En particular, x € Uq, para algiin ag € A. Se sigue que 3 ¢ > 0 tal que
B(x,€) C Uayp. Por ende, B(x,e) C U,ep Ua-

2) Sean Ki,---, K| compactos. Cada uno es cerrado, por lo que su interseccién (de hecho
arbitraria) o unién finita, sigue siéndolo. Ahora, como son compactos, cada uno esta incluido en
Bi(ri), ri > 0. Tome maxy<j<; 2r; = 6: Ufil K; C B(20). O sea, la uni6n es un conjunto

acotado. Para la interseccion, tome cualquier r;:

mK,' C Kio C B,-o(r,-o).

!
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Conjunto Walrasiano

O Defina qué es el conjunto Walrasiano.
@ Pruebe que dicho conjunto es compacto.
© Pruebe que dicho conjunto es convexo.

Q Grafique y analice cémo cambia dicho conjunto en funcién de los parametros.
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Conjunto Walrasiano

O B(p,/)={xeR:: x-p </}
@ B(p,!) C B(21/pmin) y es cerrado pues f~1(—oo, [[NRL, con f(x) =p - x.

© Trivialmente es convexo:
x1,X2 € B(p,]) = %x;-p<| = Xx1-p<AM A(1=XN)x1-p< (1 =)

Sumando, se concluye.
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Conjunto presupuestario Walrasiano en R?

X2
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Conjunto presupuestario Walrasiano en R3

xq +xg +x3 <2

X2

X1
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Conjunto presupuestarioen R?, | =1, py =po =1

X2

X1

Marcelo Gallardo ( PUCP ) April 23, 2025 33/36



Conjunto presupuestario en R?, py =5, pp =1,/ =1

X2

0.1

- e = p .
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Conjunto presupuestarioen R®, py =10, po=p3 =1, 1 =2

J 10x3 +x2 +x3 < 2
X1

X2
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Convexidad

o Conjuntos convexos.

@ Envolvente convexa.

o Proyeccién.

@ Separacién.

@ Lema de Farkas.

o Transporte 6ptimo y programacién lineal.
@ Funciones convexas y concavas.

o Funciones cuasi-convexas/céncavas.

o Relaciones de preferencias.

o Optimizacién (sin y con restricciones): Lagrange, KKT. Aplicaciones: maximizacién de la

utilidad, minimizacién del gasto, maximizacién del beneficio, minimizacién del costo.
o Estatica comparativa y teorema de la envolvente.
o Equilibrio general, teoremas del bienestar.

o Optimizacién dinamica / juegos.
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Aplicaciones

o Econometria: OLS, ML.

o Juegos: existencia del equilibrio de Nash, subastas, disefio de mecanismos (requiere medida,

topologia general y funcional). Teoremas de puntos fijos.

o Macroeconomia dindmica: ecuacién de Bellman, contraccién, enfoque variacional, control

6ptimo en tiempo continuo (requiere dindmica real y funcional).

o Transporte 6ptimo (requiere probabilidad y funcional idealmente).

Equilibrio general en dimensién infinita ¢°°.
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