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. Sea f:(0,00) — R convexa y diferenciable. Pruebe que la funcién

1 xT
g(x) = exp [/ f(t)dt} , x>0,
T Jo
es convexa.

. Proponga condiciones bajo las cuales el producto de funciones f, g : R — R convexas y de clase C?
es una funcién convexa.

. Sea f(x) = xTAx +b’x +¢, donde x,b e R”, c € R" y A € M,,»,. {Bajo qué condiciones sobre
A,b y cla funcion f es convexa?

. Demuestre que
u(x) = Hx;“, a; >0Vi=1,..,n
i=1
es cuasiconcava sobre R”} | .

. Seau(x1,rs) : R? — R una funcién de utilidad cuasiconcava y de clase C2, con utilidades marginales
estrictamente positivas.

e Demuestre que su tasa marginal de sustitucion (TMS) u,, /u,, es decreciente en x;. Para
esto, suponga que o es funcion diferenciable de x1, zo = x2(x1). Ademas analice esto desde
la perspectiva de una curva de nivel.

e ;Es cierto que cuando la TMS es decreciente el consumidor esta dispuesto a dar cada vez més
unidades del bien x; por una unidad del bien x5 cuando su consumo en x; es mucho mayor
que el de x5? Justifique su respuesta.

. Pruebe que

=1

n
flxy,yzy) =1n (Z ez">

es convexa sobre R™. Sugerencia. Aplique la desigualdad de Holder: dados x,y € R" y p,q €]1, o0],
1 1

tales que L+ 1 =1, entonces 7", [zi| < (S0, Jaal?)? (20 1yal9) /.

. Considere el problema de minimizacion del gasto:

min p - X
X
s. a.:u(x) >1
x > 0,

donde u es una funcién de utilidad continua tal que xo > x1, X2 # x1 = u(x2) > u(x1) y u(0) = 0.
Por otro lado, u es un pardmetro positivo, p € R’ , y x € R representa una canasta de consumo.



e Explique con detalle la formulacién del problema. Definimos la funcién «valor 6ptimo» por

e(p,w) = min - X.
(p ) x>0, u(x)Zﬁp

., Qué espera que suceda con la funcién valor 6ptimo si 7 aumenta?

e Demuestre que la funciéon valor 6ptimo es concava con respecto al vector de precios p. jA qué

se debe esto (analice)?

¢ Resuelva el problema graficamente si n = 2, u(z1,22) = 221 + 322, u =5y p1 = p2 = 1.

Interprete la solucién.

e Resuelva el problema cuando w(z1,...,z,) = >0 @ y p1 > p2 > -+

solucién.

1.1 Optimizaciéon en R”
e Lista 1 del capitulo 8.

e Lista 2 del capitulo 8.

1. Encuentre y clasifique los puntos criticos de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) =2 —-y*+ay
(b) f(z,y) = 2* +y° + 22y
(c) f(z,y) =e"cosy

(d) fla,y) = et

(e) f(z,y) =xsiny.

(f) f(z,y) = ze " (y* — 4y).

(a) Encuentre y clasifique los puntos criticos de la funcion f.

(b) ;Tiene f extremos absolutos? (Sugerencia: considere la recta y = x).

3. La funcién f : R? — R puede escribirse de la siguiente forma:
flar,x0) = (21— a)*™ + (22 — b)*" + ¢,
donde a,b y c son constantes y m,n € N.

e ;Cuél es el punto minimo de la funcién f?
e ; Cudl es valor minimo de la funcion f7

e ;Tiene puntos maximos la funcién f7

> p,. Interprete su

4. Considere el siguiente problema de maximizaciéon del beneficio «en el corto plazoy (lo que significa

que uno de los dos insumos esta fijo, por ejemplo zo = k):

max pq — wix1 — wak
1,920

AzSkP =g

con a,  €]0, 1], A, k, w1, ws,p > 0. Plantee el problema como un problema de optimizaciéon en una
Unica variable y explique por qué la solucién es interior. Luego, obtenga la solucién al problema
(z7), la produccion 6ptima ¢* y la funciéon valor 6ptimo 7 (p, w1, wa, k, c, B, A).

5. Analice la convexidad (concavidad) de las siguientes funciones:

(a) f(z,y,2) =In(2? +y? + 22 +5)
(b) flz,y)=Vr+y



10.

11.

12.

13.

14.

15.

(¢) flz) = el

(d) f(z,y) =In(z+y)

(e) flz,y)=a+y—e® —ev

() f(z,y,2) = 2% + 12y + 422 — 62y — 222 + 12y2

. Estudiar para qué valores de los parametros a y b son céncavas o convexas las siguientes funciones:

(a) f(x,y,2) = 22% 4+ 3y* — az® + 4wy + 3y=
(b) f(z,y,2) = 2? + 3y* + az? — 3bxy

Determine el mayor conjunto S sobre el cual la funcién f sea convexa:
(a) f(z,y,2) = 2%y* +4a°

(b) f(z,y) =v2r+y
(c) flz,y) =2 —axy+3y°>+5

. Pruebe que cualquier funcion f : I — R mondtona es cuasiconvexa y cuasicoéncava a la vez.

2

. Usando la definicién de concavidad, pruebe que la funcién f : R? — R, f(z1,22) = 1 — 22, es

concava. Estudie si es estrictamente concava.
Sean f,g:S — R, donde S C R" es un conjunto convexo. Pruebe las siguientes afirmaciones:

(a) Si fy g son convexas, entonces la funcion h(x) = max{f(x),g(z)} es convexa.

(b) Si fy g son céncavas, entonces la funcion h(x) = min{f(x), g(x)} es concava.

Halle los valores de la constante a para los cuales la funcion
f(z1, 22, 23) = ax? + 2023 + x5 + 4x125 + 27173

es convexa.
Estudiar la concavidad o convexidad de las siguientes funciones:

(a) flaxy,20) = 2m1 + 209 — €71 — M1+ T

(b) g(x1,x0) = e2¥1H72 4 e201-%2 _ 9 3y

(¢) h(z1,22,73) = (z1 + T2 + 72)?
Sea f: S — R definida por

flxy, o) = =223 — 22 — 29 — 23,
Hallar el mayor conjunto convexo S para el cual f es céoncava.
Sea f:S — R, donde S = {(x1,72) €ER? : 21 > 1,29 > 1}, ¥
fz1,20) = (Inz)*(Inao)®,

cona>0,b>0ya+b<1. Probar que f es estrictamente céoncava.

Sea f una funcion convexa, y sea g(x) = af(x) + b. Halle todos los valores de a y b para los cuales
g es concava.



Ejercicios suplementarios

. Sean a; € R" y b; € R. Demuestre que la siguiente funcién es convexa:

fx)=—In [— In (Z eaiTerb?‘) , Dom(f) = {x : ZeaiTX'H’" < 1}.
i=1 =1

. Considere una funcion de produccion de tipo CES (Constant Elasticity of Substitution) generalizada
f:RY, =R

n 1/p
f(x) = (Z CVM?) , p# 0, a; > 0. (1)
1=1

Demuestre que f es cuasicéoncava para p < 1.

Nota historica: La funcion CES (Elasticidad Constante de Sustitucion) es un tipo de funcion de
produccion utilizada en economia para representar una tecnologia que permite sustituir entre in-
sumos con una elasticidad constante. Fue introducida por Kenneth Arrow (matemdtico y premio
nobel de economia de 1972), H. B. Chenery, B. S. Minhas, y Robert Solow matemdtico y premio
nobel de economia de 1987) en 1961. Los pardmetros «; representan las participaciones de los
insumos en la produccion, y p determina la facilidad de sustitucion entre estos insumos, con p
cerca de cero indicando sustitutos cercanos y p muy negativo indicando complementos cercanos. La
elasticidad de sustitucion es una medida econémica que indica qué tan facilmente los consumidores
o productores pueden sustituir un bien o insumo por otro en respuesta a cambios en los precios
relativos. Esencialmente, refleja la sensibilidad de la proporcion en la que se usan dos bienes o
insumos ante cambios en la relacion de sus precios. Si la elasticidad de sustitucion es alta, significa
que los bienes o insumos se pueden sustituir facilmente entre si. Por ejemplo, si el precio de un
bien aumenta, los consumidores o productores pueden cambiar ripidamente a un bien sustituto mads
barato sin mucha pérdida en utilidad o productividad. Por otro lado, una elasticidad baja indica
que los bienes o insumos son mds complementarios, lo que significa que es dificil sustituir uno por
el otro sin afectar significativamente el consumo o la produccion.

. Demuestre que si una funcién g : R™ — R es cuasi concava y homogénea de grado 1, entonces es
concava. Use esto para deducir que la CES generalizada (Ecuacién ) es concava para p < 1.

. Considere el problema de minimizacién del costo

min w - z
s. a1 f(2) = q
z > 0.
En este problema, w € R’} es el vector de precio de los insumos de produccién z € R", f(-) la

funcién de produccién de la firma y ¢ > 0 un parametro que denota un nivel de produccion del bien
que produce la firma.

e Demuestre que la funciéon valor 6éptimo, conocida como funcién de costos,

ew.q) = uin w2,

es creciente en w (esto es, wi < wo = ¢(w1,q) < ¢(wa,q)) y que es homogénea de grado 1
en w (esto es, c(Aw, ¢) = Ac¢(w, q) para todo A > 0).

e Pruebe que ¢(w, q) es concava con respecto al vector de insumos w.

e Pruebe que si f(-) es concava, entonces ¢(-) es una funciéon convexa con respecto a q.

e Suponga que f(-) es homogénea de grado o > 0, esto es f(Az) = A\*f(z) para todo A > 0.

Asuma que la restriccion se da con igualdad: f(z) = ¢ (no hay desperdicios). Pruebe que

c(w,q) = q"/“c(w,1).



e Considere la siguiente funcién c(w,q) = Aww$q®, A,c¢ > 0. ;Bajo qué condiciones sobre los

parametros a, b esta funcion corresponde a una funcion de costos? Suponga que si una funcién
cumple con las propiedades descritas anteriormente y ademés es continua, es suficiente para
asegurar que es una funcién de costos.
Nota historica: El problema de recuperar la funcion de produccion o funcion de utilidad a partir
de una funcion de costo o de gasto es central en la teoria economica y utiliza herramientas
como el lema de Shepard, en honor al economista Ronald Shepard, profesor en la Universidad
de California, Berkeley. FEste lema establece una relacion formal entre las derivadas respecto
a los precios de la funcion de costos (la funcion de gasto, respectivamente) y las demandas
condicionales de los factores (la demanda Hicksiana, respectivamente). Paul Samuelson, uno
de los tedricos mds influyentes en economia y Premio Nobel de Economia en 1970, también
contribuyo al desarrollo de la teoria de la dualidad y los métodos para recuperar funciones
de utilidad y produccion a partir de funciones de costos y gastos. FEl siguiente problema estd
relacionado a estas cuestiones y no se requiere emplear las herramientas desarrolladas por
Shepard o Samuelson.

e Considere la siguiente funcién de costos:

c(w,q) = [Z aiwi] q,

donde a; > 0,V i =1, ...,n. Pruebe que si la funcién de produccion asociada es homogénea de
grado 1 y que la restriccién se da con igualdad (es decir f(z) = ¢), entonces:

flag,.yan) =1

para cualquier combinacién de los pardmetros a; > 0.

¢ Determine la funcién de produccion f si ¢(w,¢) = min {7,‘)’—11, I } q.

Ejercicios adicionales

. El problema del monopolista consiste en lo siguiente; dada una funcién inversa de demanda p = p(q),
su objetivo es resolver

I;lggp(q)q —c(q),

donde ¢(q) es la funcion de costos de la firma, que depende del nivel de produccion g. Suponga
que p(q) = a—>bqy (i) c(q) = c- ¢ (ii) c(q) = ¢- ¢, con a,b,c > 0. Resuelva el problema del
monopolista para ambos casos y compérelos. Finalmente, obtenga los beneficios del monopolista
en ambos casos.

. Sea (w1, 2, ..., 7,) € R™ una muestra aleatoria correspondiente a una distribucién normal N (yu, 0?).
Se define la funcién de verosimilitud por:

L(.’IJl,.’L‘g, ...,In;,U/,UQ) = Hf(.’L‘l,M,O'Q) (2)
i=1

:< L )elbz?l(zimz_

oV 2w

Se denominan los estimadores de maxima verosimilitud de u y 02 (que se denotan por i y 62) a
los valores para los que se alcanza el méximo valor de la funcién definida en . Calcule o y 62,
comprobando que se trata de un maximo. Asuma que no todos los z; son iguales.

. Considere una firma que posee una funcién de produccion tipo CES
n

f(xla ,.’I,'n) :Z’Y’fov 0<P< ]-7 Yi > 0.
i=1

Plantee y resuelva el problema de maximizacion del beneficio de esta firma, asumiendo que los
precios de los insumos son wy, ..., w, > 0 y el precio del bien que se produce es p = 1.



4. Estatica comparativa. Considere el siguiente modelo macroeconémico

YZC0+C(Y—T0—T(Y),7‘)+Io+I(’/‘,Y)+G0
Lo—f—L(Kr) :M().

Las variables endogenas del modelo son Y, la produccion y r, la tasa de interés. Considere los
siguientes supuestos de comportamiento

0<Cy, <1, Ty >0,C, <0,Iy >0,1, <0
Cyd"f'ly <1,Ly >0,L, <0,
donde Y& =Y — Ty — T(Y).

¢ Determine los parametros del modelo e identifique qué representan T'(Y') e I(Y, r). Por ejemplo,
L(Y,r) es la funcién de demanda monetaria y My la oferta monetaria.

e Determine 0 or
0G, ¥ 0G,”
e ;Es cierto que un incremento de la oferta monetaria My reduce la producciéon Y7 Justifique.

e ;Es cierto que un incremento de la oferta monetaria M, incrementa la tasa de interés r?
Justifique.

4 Aplicaciones en teoria de la firma (opcional)
e Una empresa tiene la siguiente funcién de produccién
f(z1, 29,3, 24) = min{2z1 + xo, 23 + 224}.
Encuentre la funcion de costo de esta empresa en términos de w, g > 0. Haga lo mismo para
f(z1, 22,3, 24) = min{z1, z2} + min{zs, x4}.
e Considere la siguiente funcién de costo:
c(w,q) = ¢ (wiwg)*/*,
Encuentre la funcion de producciéon asociada.

o Considere la siguiente funcién de costo:

c(w,q) = q(wr — Jwiws + ws).

Encuentre la funcién de produccion. Haga lo mismo para

c(w, q) = (q+ ;) Vwiws.
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