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Indicaciones generales:

e Duracién: 170 minutos.

e Materiales o equipos a utilizar: Dos hojas A4 doble cara.

e No esta permitido el uso de ningtin material o equipo electrénico.

e La presentacion, la ortografia y la gramatica de los trabajos influiran en la calificacién.

Puntaje total: 20 puntos.

Cuestionario:

Pregunta 1.

1.5 puntos cada inciso.

1.

Pruebe que el conjunto S = {A € Myys : A = AT} es un subespacio vectorial de Mayo y
determine su dimension.

. Calcule A% donde A = F 2}

4 1

. Considere Q(x) = a12? + azx3 + 2a3x122. Determine condiciones sobre a1, as y as para que Q > 0.

Sea a € R" y r > 0. Pruebe que BH.Hl(a;T) C B||.H2(a;’l”) C BH'Hoo(a;r)'

.Sea S={(z,y) eR?: 1<z <5 y<Inz}NC,con C = [1,3] x [0,1]. Pruebe que S es convexo.

Nota: puede asumir que In(-) es céncava, i.e., VA € [0,1] y 1,22 > 0: Alnzy + (1 — A)Inas <
In(Azq + (1 — AN)z2).

. Determine si los conjuntos

A={(z,y) : x <0},
B=A{(z,y):2>0, y =1/}

pueden ser separados estrictamente por un hiperplano. jSeparados pero no necesariamente estric-
tamente?

Considere el conjunto
n n
X:{XGR$+:H:E?“ >1: «; €(0,1), Zaigl}.
i=1 i=1

Pruebe que X es convexo.

. Considere el siguiente conjunto

. [z x
U:{XGRi: mln{l,w-,n}Zc},
a1 Gnp,

donde ay,...,a,, >0y ¢ > 0. Pruebe que U es convexo. Grafique U paran =2,a1 =1,a3 =2y
c=1.



9. SeaY C R" una tecnologieﬂ Diremos que la tecnologia presenta rendimientos a escala no crecientes
si: Vy eY,ay €Y, Vael0,1]. Por otro lado, diremos que la tecnologia es aditiva si dados
v,y €Y, y+y €Y. Pruebe que una tecnologia presenta rendimientos a escala no crecientes y es
aditiva si y solamente si es un cono convexo.

10. Se dice que una tecnologia ¥ C R’ presenta la propiedad de libre disposicién si dados y € Y e
y' <y, entonces y’ € Y. Demuestre que si una tecnologia es cerrada (es decir, Y es un conjunto
cerrado), convexa y tal que f]Ri C Y, entonces cumple la propiedad de libre disposicion.

11. Sea S = [0,1]> C R? y b = (2,2). Encuentre todos los hiperplanos que separan a S de b.

12. SiT : X — Y es una transformacion lineal entre espacios vectoriales y A es un subconjunto convexo
de X, entonces pruebe que la imagen T(A) es un subconjunto convexo de Y.

Pregunta 2 (1 punto cada una).
2.1) Sea A una matriz de dimensién m x n, b € R™, y defina los conjuntos
F={xcR"|Ax=b, x>0}, G={yeR™|y"A>0, y'b<0}.
Pruebe que F # () si y solo si G = (.
2.2) Sea C = {x € R" : ||x|| < 1} la bola unitaria en R". Demuestre que la proyecciéon sobre C' est4 dada

por
b
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IConjunto que representa planes de produccién. Dado y € Y, si y; < 0, 4 representa un insumo que se usa en cantidad
ly;|. Siy; > 0, entonces es un producto que se produce en la cantidad y;.



