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Los ejercicios marcados con (x) o (%) presentar una dificultad mayor o mucho mayor a
la de los ejercicios clasicos de las dirigidas o calificadas. Estan pensados para los alumnos
interesados en profundizar en aspectos axiomaticos o matemaéticos del curso. No son ejercicios
obligatorios o evaluables en calificada.

1 Ejercicios para la sesién de practica

1.1 Utilidad indirecta e identidad de Roy

1. Cuatro funciones de utilidad.

(a) Cobb-Douglas.
Solucién. Lagrangiano: £ = x?xg + Mw — pr1o1 — paxa).
CPO interiores: Ap; = ax$ 2l y A\py = B2 . Dividiendo:
P xZa o

b2 B xy &

Sustituyendo en p1xy + pars = w: para(a/f + 1) = w = pary = fw/a.
Demandas marshallianas:

QI

olf e
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z1(p,w) = , Ta(pw) =

w
P2

Utilidad indirecta:

_awaﬁwﬁ_ w® _ozaﬂﬁ
U(p’w)<6zpl) (%) 7Kp‘f‘p§’ Kﬁ(a) (@> '

(b) Lineal.

Solucién. Las curvas de indiferencia son rectas con pendiente —a/b. La RP tiene
pendiente —p; /ps. El consumidor gasta todo en el bien de mayor “rendimiento por
sol gastado™
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(c)

e a/py >b/py: xf =w/p1, x5 =0, v=aw/p;.
e a/py <b/py: a7 =0, x5 =w/py, v=">bw/ps.
e a/p; = b/py: cualquier punto de la RP es 6ptimo; v = aw/p; = bw/ps.

U<p,w):w-max{ﬁ, 3}.

pP1 D2

Leontief.

Solucién. Argumento geométrico. Las Cls son “eles” con vértice en la recta
ar; = bry. Aumentar z; con axr; < bry no aumenta u = min{az, bre} = axy
pero si consume ingreso. Luego el 6ptimo estad siempre en el vértice: az] = bas.

De axy = bxy y pr1w1 + pory = w: z1(p1 + ap2/b) = w.

bw aw abw

r=— XT9=— V(pw)=-———-—7.
" bpy + apy 27 bpy 4 aps (. w) bp1 + aps

(»x) CES.

Solucién. Lagrangiano: £ = (2] + aprh)? + MNw — p1wy — paxs). CPO:
P=H(..)V/r=1 = \p,. Dividiendo la condicion de z; entre la de zy:

i
p—1 o
oy {17 D1 T a1P2 1
_ — = — = — = , o = E
Qg \ T2 P2 X2 QoPq

Sustituyendo en pyx; + paxs = w, con S = afp; 7 +agpy 7

[07¥4

o 0
al p;
(3 7 Ww.

Partiendo de las demandas marshallianas

ol p; ¢
_ 1 _ o, 1—0c o, 1—0o _ 1
zi(p,w) = —g w, S=aip; 7 +a3py °, o=

la utilidad indirecta se obtiene sustituyendo en w.
Paso 1. Calcular o;z!:

o.,—0 P 1+0'P —op
P a; p; Q; b; P
T, = Q T w = T w".

Paso 2. Simplificar exponentes usando o(1 — p) = 1, de donde op =0 — 1:

a?pl_o
1+O',0:O', —Up:l_o" —_— alep: i g na

Sr

Paso 3. Sumar en i:

o, 1—0 o, 1—0
§ ax’ = Gap,  +aop, wP = ﬁwp — §l=r P,
—~ SP SP
A



Paso 4. Elevar a 1/p:
v(p,w) = (Sl_pwp)l/p = SU=P)le gy,
Como (1 —p)/p=1/(c —1) = —=1/(1 — o), definiendo el indice de precios CES
P(p) = 8077 = (agpi™ +agpy™) 77,

se obtiene la forma compacta

Casos limite.

(a) p — 0, es decir 0 — 1 (Cobb—Douglas). Tomando logaritmos de la utilidad

(con oq + g = 1),

Inu(z) = Infanaf + as2) :
p

Cuando p — 0, numerador y denominador tienden a 0: indeterminacion 0/0.
Aplicando L°’Hépital respecto a p:

d p p a1xf Inzy 4+ agrh In g
— ln(alxl + a2x2) = 5 > > o Inay + ag In s,
dp Q1] + Qs p—0
Por tanto
limlnu =a;Inz; + aslnzry = u(z) — 27252

p—0

El mismo argumento sobre el indice de precios da

_ In S(o)

l—0

In P

— o In(pi/aq) + ao In(pa/ ),
luego P — (p1/a1)* (p2/c2)*? y
o aq o (&)
o(p.w) — w ()" (2)",

la utilidad indirecta Cobb-Douglas clésica.

(b) p — —o0, es decir o — 0 (Leontief). Con oy = ay = 1y, sin pérdida de
generalidad, z; < o, factorizamos el término dominante (al ser p < 0, la base
menor genera el valor mayor de zf):

(zf + a:g)l/” =z (1+ (xg/xl)p)l/p.

Sea r = xy/x1 > 1. Entonces 7 — 0 cuando p — —o0, y



/

de modo que (1—1—7“”)1 Poed=1y

lim wu(z) =21 = min{x, x2}.
p—r—00

Para la utilidad indirecta, con a; = 1 se tiene S = p; 7 +py 7y 1/(1 — o) — 1,

asi que
w
P — py+ po, v(p,w) — :
P1+ P2
que coincide con la utilidad indirecta de Leontief, pues en el vértice r1 = x5 =
w/(p1 + p2).

2. Identidad de Roy.

(a) Demostracion.

Solucion. Con el lagrangiano £ = u(x)+A(w—p-z), el teorema de la envolvente!.
establece que la derivada de la funcion de valor respecto a un parametro es igual
a la derivada parcial del lagrangiano respecto a ese parametro, evaluada en el

oOptimo:
ov oL
= = —-\"z](p,w),
apz apz x*,)\* ( )
o _or|
ow  Ow g 0
Dividiendo:
ov/0p; =Nz .
= = —z!(p,w).

ov/ow N\
Despejando se obtiene la identidad de Roy:

ov/Op;
Ov/0p; = —N*zf < 0: subir el precio del bien i reduce la utilidad méaxima alcan-

zable (el consumidor “pierde” bienestar en proporcion a la cantidad que consume
de ese bien). El signo negativo en la formula cancela este signo negativo para
devolver la cantidad demandada, que es positiva.

(b) Verificacién: Cobb-Douglas y Leontief.

Solucién. Cobb-Douglas. v = Kw®/(pip3). dv/dp; = —(a/p1)v, dv/dw =
(a/w)v.

—(a/pr)v  a w
ol w_
(@/wjy @ p
!Teorema de la envolvente. Sea V(f) = min, £(x, \*;0) la funcién de valor de un problema de

ov(e) oL

90 90| o)20(0)
es decir, basta derivar el lagrangiano respecto al pardmetro manteniendo las variables de eleccién y los
multiplicadores fijos en su valor 6ptimo.

optimizacion con parametro 6 y soluciéon diferenciable (x*(0), \*(6)). Entonces




Leontief. v = abw/(bpy+aps). v/0p; = —ab*w/(bp1+aps)?, dv /0w = ab/(bp, +
aps).
—ab’w/(bpy + ap2)®  bw
ab/(bpy +aps)  bpy + aps
Nota: u = min{-} no es diferenciable en el 6ptimo, pero v si lo es porque el 6ptimo
varia suavemente con (p,w).

:$1.\/

Caso lineal.

Solucién. Caso a/p; > b/pa: v = aw/p;. Ov/dp, = —aw/p3, Ov/Ops = 0,
v /0w = a/ps.
_ 2
Ty — — aw/plzﬂ\/ 332:—0 =0.v
a/p1 P1 a/pr

Caso a/p; < b/py: simétricamente 1 = 0, xo = w/ps. v/

Cuando a/p; = b/ps la funcion v = wmax{a/p1, b/p2} no es diferenciable respecto
a precios (tiene un kink) en todo punto del plano (pi,ps, w) € RZ x R ;. Por
ende, la identidad de Roy no se puede usar en esos puntos.?

3. Recuperar la demanda desde v.

(a)

v = w2/(4p1p2)
Solucion. dv/0p; = —w?/(4p2p2), Ov/Ow = w/(2p1p2).
_ w?/(dpip) _ w _ W
T =— = Ty = —.
w/(2p1p2) 2py 2ps

Walras: py - w/(2p1) + p2 - w/(2p2) = w. v
Corresponde a Cobb-Douglas u = x}ﬂx;ﬂ: cona =0=1/2, K =1/2y
v = (1/2)w/(pi"*py*); la v dada es una transformacién monétona de esa.

v=w(l/p1+1/p2).
Solucién. dv/dp, = —w/pi, Ov/Ow = 1/p; + 1/ps.

w/pt _ wp2 L — wp1
p— 9 2 — .
(p1 +p2)/(P1p2)  p1(p1 + p2) pa(p1 + pa)

T =

Walras: p121 + paxa = wpa/(p1 + p2) +wpr/(p1 + p2) = w. v
Corresponde a CES con p = 1/2 (0 = 2) y pesos iguales: u = (3;1/2 + $§/2)2.
v = abw/(bp; + aps).
Solucion. dv/dp = —ab*w/(bpy + aps)?, Ov/dw = ab/(bpy + aps).
bw aw
— 7 Ty = — .
bpy + ap bp1 + aps

Walras: (bpy + aps)w/(bpy + aps) = w. v
Corresponde a Leontief v = min{ax, bxs}.

o

2Nota técnica: Sin embargo, dicho conjunto tiene medida cero.
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1.2 Minimizaciéon del gasto y dualidad

1. EMP para cuatro funciones.

(a)

Cobb-Douglas.

Solucién. Lagrangiano: £ = pyzy + poxs — p(x§ah — ). CPO: p; = pu(z). Di-
vidiendo: py/ps = axs/(Bx1) = x9 = Bprz1/(aps). Sustituyendo en la restriccion

activa: 5
(‘””2)
B

Con & = 1: e(p,u) = upipy /K, K = (a/a)*(8/a)".

Lineal.

Solucién. FEl consumidor minimiza el gasto alcanzando u comprando so6lo el bien
mas barato por unidad de utilidad:

e pi/a <ps/b: hy =u/a, hy =0, e = pyu/a.
e pi/a>py/b: hy =0, hy = u/b, e = pau/b.
h pz}
a bl

e(p,u) = - mm{

Leontief.

Solucién. Para alcanzar u: necesariamente ax; = bxy = u, pues la utilidad es
min{axy, brs}. Reducir cualquiera de los bienes por debajo de @w/a o u/b viola la

restriceion.
u pP1 | P2
) h = 7 ) < _> .
2= 7 e(p,u) = » + b

hy =

Q|

CES.

Solucién. Por dualidad: h;(p,u) = z;(p,e(p,u)) con e = uP. Verificacion por el
lema de Shephard: de/0p; = u0P/0p;. Sea S =3, aj ]01 7 p=SYi-o),

oP _ 1 g0yt
8])2' 1—0

af(l_a)p _angpg

hi (p, I_L) = U CY?p;O'PU’ €(p, a) =u P.

2. La funcién de gasto es céncava en p.

Solucién. Sean p°,p! > 0, 0 € (0,1) y p? = 0p° + (1 — O)p*. Sea h? = h(p’,u) la
demanda hicksiana 6ptima a los precios p’.

Por definicion del minimo del EMP, cualquier otra canasta que satisfaga la restriccion
u(x) > U tiene un gasto mayor o igual al minimo. En particular, h? satisface u(h?) >
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%, de modo que a los precios p° o p! tampoco puede costar menos que el minimo

correspondiente:
e(p’u) <p°-h’,  e(p',u) <p'-h’.

Multiplique la primera desigualdad por 6 > 0, la segunda por (1 — ) > 0 y stme:
Oe(p’,a) + (1 —0)e(p',a) < (6p° + (1= 0)p') - 1* =p - 1 = e(p’, ).

Luego e(0p° + (1 — 0)p',u) > e(p°,u) + (1 — O)e(p',u). MW

Interpretaciéon econémica. Si los precios varian, el consumidor puede reoptimizar
su canasta. A precios promedio el consumidor tiene mas flexibilidad que “congelar”
el comportamiento de p® o p': la posibilidad de ajustar la canasta hace que el costo
real de alcanzar u nunca sea mayor que el promedio ponderado de los costos a los
precios extremos. Equivalentemente, la concavidad refleja que las demandas hicksianas
disminuyen cuando su propio precio sube (efecto sustitucion siempre negativo).

. Dualidad UMP-EMP vy grafica. Cobb-Douglas, & = 1: v = Kw/(p¥p5), e =
Up1p2/K

(a) Solucién. e(p,v(p,w)) = v(p,w) pipy /K = (Kw/(pips)) - pips /K = w. v
u(p,e(p, ) = K e(p,a)/(pip5) = K - upips /(K pips) = . v/

(b) Solucién. Cona=p4=1/2, K=1/2, v = WW’ e = 2U./p1pa:

12 192
P e = o =3 = =2 =6, G=/ri1s = V18 = 3V2.

2])1 4 2p2 2

Verificacion: e(p,a) =2-3v2-v2=12=w. v

X2




(c) Solucién. En el punto (3,6) la curva de indiferencia u = 31/2 es tangente a la
recta 2z, + w9 = 12. Esto significa simultaneamente:

e (UMP) es la curva de indiferencia mas alta que toca la restriccion presupues-
taria.
e (EMP) es la isocosta mas baja que toca la curva de indiferencia u = 3v/2.

La tangencia comin certifica que ambas condiciones de optimalidad son idénticas:
la razén de precios iguala la TMS.

Ejercicios para la casa

Identidad de Roy y utilidad indirecta

. Propiedades de la utilidad indirecta. v = Kw/(p¥p5), a = 1.

Solucion. (a) v(Ap, \w) = K (Aw)/((Ap1)*(Ap2)?) = N Kw/ (piph) = v(p, w). v
(b) Ov/0p1 = —av/p; < 0; v /ow =v/w > 0. vV

(¢) s; = pix;/w. Parai = 1: 51 = p; - (ew/p1)/w = a. Ademas dlnv/dlnp, =
p1(0v/0py) /v = —av = —51. v

(d) Cuasiconvexidad. Sea p’ = 0p° + (1 — 0)p. El conjunto {p : v(p,w) > c}
es convexo. Para verlo: si v(p’,w) > ¢y v(p',w) > ¢, entonces a los precios p’

el consumidor puede sequir eligiendo la misma canasta que era factible con p° o p!
(aquella con menor gasto), y por la definicién del maximo, v(p’, w) > c.

Alternativamente: v oc wpfap;ﬂ es el producto de potencias de funciones convexas,
que es cuasiconvexo en p (desigualdad de medias o convexidad de la norma de gasto).

. Stone-Geary.

Solucién. (a) Cambiando variables T = z) — ag, el problema equivale a maximizar
(11 — a1)? (23 — a9)®? s.a. p11 + paia < W, que es Cobb-Douglas con exponentes que
suman 1. Las demandas desplazadas son 2y = byw/pg, luego:

b\ [ by \ ™
v(p,w) = #1457 = (—) (—) i = C(p) .

b1 P2
(b) Roy para i = 1: dv/dp; = (0C/Op1)w + C(—ay) = —;—10@ —a;C. Ov/ow = C.

—C(bw by
P C( 1U)/pl+a1):a1+1_w_\/
C y4!

(c) M = C(p) = (by/p1)" (by/p2)*. Depende sélo de precios: la utilidad marginal del
ingreso es constante en w, reflejando que Stone-Geary tiene propensiones marginales al
gasto fijas by sobre el ingreso discrecional.



3.

Bienestar y elasticidades via Roy. v = wpl_l/Zp;lﬂ.

Solucién. (a) dv/dp, = —%pfg/ngl/Q; ov/ow = pflﬂp;lm. r1 = w/(2p1), x2 =
w/(2ps).

(b) Ox1/0p1 = —w/(2p7); en1 = (—w/(2p7)) - pr/(w/(2p1)) = —1. Ox1/0w = 1/(2p1);
c1w = (1/(2p1))-w/(w/(2p1)) = 1. Demanda unitariamente elastica en precio e ingreso.
(c) v(Ap, AMw) = dw(Ap1)~Y2(Ape) ™2 = A ~1(p,w) = v(p,w). El bienestar no cam-
bia: inflacién proporcional en precios e ingreso no altera el poder adquisitivo real.

Recuperar la utilidad directa. v = w?/(p1ps).

Solucién. (a) z1 = w/(2p1), 2 = w/(2p2). (Célculo idéntico al ejercicio 3(a) de la
sesion. )

(b) v=1u< w=/upps.
e(p, ) = Vupips.

(c) hy = de/Op1 = 5+/Upz/pr. En el optimo @y = hy: w/(2p1) = 5/ Upe/py = @ =
w?/(p1p2), consistente.

Para hallar u: del sistema de demandas z7 = w/(2p1) y xo = w/(2p2), se tiene z1z9 =
w?/(4p1ps) = 1/4. Luego:
u(xy, xa) = 4r129 ~ T129.

Corresponde a Cobb-Douglas u = x125 (o = 5 = 1), 0 equivalentemente u = x}/zxéﬂ

bajo transformacion mondtona.

Minimizacion del gasto: propiedades

. Propiedades de ¢ para la CES. ¢ = 4P, P = (afp; ° + agps °)/(1=9),

Solucion. (a) P(Ap) = (X, a7(\p,)' )" = A(2, a9pt=0) /"7 = AP(p).
Luego e(Ap,u) = uAP = Xe(p,u). v/

(b) de/0u = P > 0 (pues P > 0). v’
(c) Lema de Shephard. Sea S =3}, a?pjl._a, P = §l/(-o)
Oe _8P_ﬂ af(1—o)p;°

ap; uapi (1-0)S

SV = walp; TP = hi. v

. (x*) Sea u : R}, — R una funcién de utilidad continua, estrictamente cuasiconcava,

estrictamente creciente y diferenciable. Para p > 0 y @ en el rango de u, defina la
funcion de gasto

e(p,u) = m>161 p-x sa. u(xr)>a,
y denote por h(p,u) = (hi,...,h,) a su solucion, la demanda hicksiana. Supongase

ademés que el 6ptimo es interior.

Justifique brevemente por qué cada uno de los supuestos anteriores es necesario
para que el problema esté bien planteado y la demanda hicksiana sea una funcion
diferenciable de (p,w). En particular, explicite el rol de:
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(i) la continuidad de u y p > 0 (existencia del minimo);
(i)
)
)

(iii
iv) la diferenciabilidad de u v el caracter interior de la solucién (uso de condiciones de
y
primer orden con igualdad).

la monotonia estricta de u (la restriccion se activa con igualdad);

la cuasiconcavidad estricta (unicidad de h);

Demuestre el Lema de Shephard: paracada:=1,...,n,
de(p, u) _
CLD — hip, ).
o, (p, w)

Puede apoyarse en el teorema de la envolvente?.

Solucion.

Parte 1. Justificacion de los supuestos.

(i) Continuidad de u y p > 0 (existencia del minimo). El conjunto factible
A(u) = {x > 0 : u(x) > u} es cerrado porque u es continua (imagen inversa del
cerrado [u,00)). Con p > 0, la funcion objetivo z — p - = es continua y coerciva sobre
R": sus conjuntos de subnivel {z > 0 : p-z < ¢} son compactos. Intersecando con
A(u) se obtiene un compacto no vacio (tomando cualquier z° con u(2?) > u, basta
restringir la busqueda a p -z < p - 2°). Por Weierstrass, el minimo existe. Si algin
p; = 0, el objetivo dejaria de ser coercivo en la direcciéon e; y el problema podria no
tener minimo.

(ii) Monotonia estricta de u (restriccidén activa). Supongamos, por contradiccion,
que en el optimo w(h) > u. Por continuidad existe ¢ > 0 tal que u(h — ce;) > @
para algin i con h; > 0 (aqui se usa la monotonia estricta: reducir una coordenada
reduce estrictamente u, pero por continuidad uno puede reducirla sin salirse de A(a)).
Entonces h—ee; es factible y tiene gasto p-h—ep; < p-h, contradiciendo la optimalidad.
Luego en el 6ptimo u(h) = u y la restriccion se activa con igualdad.

(iii) Cuasiconcavidad estricta (unicidad). Sean h,h’ dos soluciones con p - h =
p-h =e(p,u)y h#h'. Entonces hy = th+ (1 —t)h' satisface p- h; = e(p, u) para todo
t € (0,1). Por cuasiconcavidad estricta,

u(hg) > min{u(h),u(h’)} = u,

de modo que la restriccion no se activa en hy; por la parte (i) esto contradice la
optimalidad de h;. Luego la solucion es tnica y h(p, u) esta bien definida como funcion.

(iv) Diferenciabilidad de u e interioridad (CPO con igualdad). Que u sea
diferenciable permite escribir las condiciones de Kuhn—Tucker en el 6ptimo:

du(h) )
pi=A op M pihi =0, p; >0, u(h) = u.
i
3Teorema de la envolvente. Sea V(f) = min, £(z,\*;0) la funciéon de valor de un problema de

ov(e) oL

90 90| o)20(0)
es decir, basta derivar el lagrangiano respecto al pardmetro manteniendo las variables de eleccién y los
multiplicadores fijos en su valor 6ptimo.

optimizacion con parametro 6 y soluciéon diferenciable (x*(0), \*(6)). Entonces
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Si el 6ptimo es interior (h > 0), entonces p; = 0 para todo i y las CPO se reducen a la
igualdad p; = A 0,,u(h), junto con u(h) = u. Este sistema, combinado con la monotonia
estricta (que asegura Vu # 0, y por tanto A > 0 y la calificacion de restricciones) y la
cuasiconcavidad estricta (que hace del sistema una biyeccion local), permite aplicar el
teorema de la funcion implicita y concluir que h(p,u) y A*(p, u) son diferenciables.

Parte 2. Demostraciéon del Lema de Shephard.

El lagrangiano del problema, tratando p como parametro, es
L(z,\;p) = Zpkwk— () —a).

Sea (h(p, w), \*(p, ﬂ)) la solucion. Por la parte (ii) la restriccion se activa, de modo que
en el 6ptimo

e(p,u) = p- h(p,u) = L(h(p,u), \*(p, w); p).

Via teorema de la envolvente. Por el teorema de la envolvente, para derivar la
funcion de valor e(p, @) respecto al parametro p; basta derivar el lagrangiano respecto
a p; manteniendo (z, \) fijos en su valor 6ptimo:

de(p,u)  OL(z,\;p)
Ip; B Ip;

x=h(p,u), \=\*(p,u)

Como

oL 0 [ < _

evaluando en el 6ptimo se obtiene

Verificacién directa. Como e(p,u) = >, prhi(p, @), por la regla del producto

66 = ahk(p7 )
opi = hulp, +Zp O

Por la parte (iv), en el 6ptimo interior py = A* 0,, u(h), luego

n ahk 8u ahk . * a _ Y o
Z om Opr 8piu(h(p, u)) =\-0=0,

pues por la parte (ii) u(h(p, a)) = U es constante en p. Se concluye

de(p,u) _
a—pi = hl(p, U) [ |

Intuicién. Ante un pequeno aumento dp;, el consumidor reajusta sus cantidades hy
para seguir alcanzando u. El efecto de primer orden de ese reajuste sobre el gasto
se cancela (estdbamos en un 6ptimo), y solo sobrevive el efecto directo: se pagan h;
unidades adicionales por cada unidad de precio.
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