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En todos los ejercicios el problema del consumidor es max,>ou(z) s.a. p-x < w. Salvo
indicacién contraria: solucion interior, p > 0, w > 0.

1 Ejercicios para la sesién de practica

1.1 Restriccién presupuestaria

1. Trabajador (ocio-consumo).

(a) Solucién. El ingreso total del trabajador es p + w(T — ). La restriccion pre-
supuestaria es

pq < p+w(T —1),

o equivalentemente
pq +wl < wT + .

Despejando ¢:

)
p p

Verificaciéon de la figura.

e Intercepto en eje ¢ ({ =0): g = (wT +p)/p. v

e Intercepto en eje £ (¢ =0): £ =T + p/w. Como p > 0, este punto esta a la
derecha de T', fuera del dominio admisible ¢ < T'.

e Punto extremo ¢ = T (ocio maximo, cero horas trabajadas): ¢ = u/p. v/

e Pendiente: —w/p. v/

(b) Solucién. El ingreso laboral es w(T — ¢). El umbral de horas corresponde al
ingreso g, es decir T — (= g/w, 0l =T — y/w = (*.

Para ¢ > 0* (pocas horas trabajadas, ingreso laboral < 7): sin impuesto,

T
wire =y (pendiente — w/p)
p p

q=<
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Para 0 < 0* (muchas horas trabajadas, ingreso laboral > y): el ingreso neto es
p+ g+ (1 —1t)|wT — L) —y], de modo que

¢ < ptty+ (1 -t (1-tw
p
El codo (kink) se encuentra en (* =T — g/w, ¢* = (u +9)/p-

¢. (pendiente — (1 —t)w/p)

q

pAtty+(1—t)wT
P

==

Es convexo el conjunto presupuestario? Si. La pendiente cambia de —(1 —
t)w/p (tramo izquierdo, més plana) a —w/p (tramo derecho, mas pronunciada)
conforme ¢ aumenta. La frontera es concava hacia el origen en el kink, por lo que
el area debajo de ella es convexo.

(c) Soluciéon. Para las primeras H horas de trabajo (T'— ¢ < H, equivalentemente
¢ > T—H) el salario es w. Para las horas adicionales (T'—¢ > H, equivalentemente
¢ <T — H) el salario es w' > w.

Para ¢ >T — H:
T
pw Yy (pendiente — w/p)
p p

Para ¢ <T — H: el ingreso es yu+wH + w'(T' — ¢ — H), de modo que

q <

H "T—H !
pot wh 4w ) _ ) (pendiente — w’/p)
P P

El codoestaen { =T — H, ¢* = (u+wH)/p.

q <

q
pt+wH+w' (T—H)
p
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Es convexo? No. La pendiente pasa de —w/p (tramo derecho, més plana) a
—w'/p (tramo izquierdo, mas pronunciada, pues w’ > w) conforme ¢ disminuye.
En valor algebraico, la pendiente disminuye al moverse hacia la derecha: la frontera
es convexa hacia el origen en el kink, de modo que el conjunto presupuestario no
es convexo.

2. Tarifa en bloques.

(a) Solucién. Para q¢; < -

m P1
P1g1 t P2 <M < G2 < — — — (1.

b2 P2

Para q; > ¢y el gasto en combustible es p1q; + pl(q1 — q1), asi que

@+ (@ — @) 4 page < m,

m—(p—p)a P_’1q1
P2 P2
La pendiente pasa de —p; /p2 a —p) /p2, menos pronunciada en valor absoluto pues
/
P < D1

G2 <

(b) Solucién. No, el conjunto presupuestario no es convexo.

La pendiente de la frontera pasa de —p;/ps (tramo izquierdo, mas pronunciada)
a —p)/p2 (tramo derecho, més plana), es decir, aumenta en valor algebraico al
crecer ¢;. Esto implica que la frontera superior g2 = f(¢1) es una funciéon conveza
con un kink que se abre hacia arriba, de modo que el area por debajo de ella no
es convexo.

1.2 Problema del consumidor

1. Racionamiento (combustible en Lima).

(a) Solucién. El conjunto presupuestario es la interseccion de la restriccion estandar
con la cota vertical x1 < Ty:

B = {(z1,12) € R} : p1y + pos <m, x1 < T1}.




(b)

Solucion. Cada consumidor maximiza su utilidad sobre B:

max  w;(r1,%2) S.a. P11+ pexre <m, 1z < Iy.
z1,22>0

3/4 1/4 1/4 3/4
:1:1/ xz/ . / 1‘2/ )

Para el taxista: up = Para el trabajador remoto: ugp = z;

Solucién. Sin la cota x; < Zy, ambas funciones son Cobb-Douglas con u =

29x3~ %, cuyas demandas son x* = am/py, x5 = (1 — a)m/po.

Taxista (a = 3/4):

. 3m . m
xl’T = 4—pl7 IQ,T = 4—]?2
Trabajador remoto (a = 1/4):
X m . 3m
RS Ty

Solucién. Se compara la demanda no restringida de x; con 7.
Taxista.

e Si3m/(4p1) < Z1: la cota no es vinculante; optimo (3m/(4p1), m/(4ps)).
e Si3m/(4p1) > Z;: la cota es vinculante; x7 = Z, x5 = (m — p1Z1)/p2.

Trabajador remoto.

e Sim/(4p1) < Z1: la cota no es vinculante; 6ptimo (m/(4p1), 3m/(4p2)).
e Sim/(4p1) > Z;: la cota es vinculante; x7 = Zy, x5 = (m — p1%1) /pa.

Solucién. El racionamiento afecta més al taxista porque en ausencia de re-
stricciones él destina 3/4 de su ingreso al combustible (frente a 1/4 del traba-
jador remoto). Por tanto, para un mismo Z; es mas probable que se cumpla
3m/(4p1) > Z1, haciendo la cota vinculante para el taxista pero no para el tra-
bajador remoto. El taxista sufre una pérdida de utilidad mayor y ve reducida su
capacidad de trabajo, mientras que el trabajador remoto, menos dependiente del
combustible, puede mantenerse en su 6ptimo original.

Solucién. Eligiendo z; tal que m/(4p1) < z1 < 3m/(4p1): la demanda no
restringida del trabajador remoto cae a la izquierda de z; (cota no vinculante),
mientras que la del taxista cae a la derecha (cota vinculante).



L2

7 (vinculante)

(no vil,nculante)

T

El taxista termina en la restriccion vertical z; = Z;, mientras que el trabajador
remoto alcanza su tangencia habitual.
2. Cobb-Douglas (n = 2). u(xy,z;) = 2825, a, 8 > 0.

Solucion. El lagrangiano es £ = 2825 — A(pyx1 4 pay —w). Por condiciones de Inada
la solucion es interior. Las CPO son:

U u
a— = Ap1, B — = Apa, D1T1 + P22 = W.
X1 )
R, . Q2 D . ] .
Dividiendo la primera entre la segunda: B_ = —, es decir powy = Spyw1. Sustituyendo
L1 P2
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en la restriccion:

P12 1—1—@) = w.
o

pow)=—2 2 )= Y
r1(p,w) = - —, To(p,w) = - —
! a+B8 m ’ a+ B p
a B
Sea K = (ﬁ) (o%ﬁ) . La funcién indirecta de utilidad es:
a+
vpw) = K- = —.
DY Do

. CES (n = 2). u(xy,29) = (a12) + apah)V?, a; >0, p< 1, p#0.
Solucién. Es equivalente maximizar UP = ayzf + aqgxh. Las CPO dan:

Oélxpil P1 X1 a1P2 7 1
1—_i_{ )gnf

—1 -
o D2 Ty Q2p1 1L—p

Sustituyendo en p1x1 + paxrs = w:

zi(p,w) = 5w, =12
o, l—c
Zozj b;
j=1
. o . 1o\ /(1=0)
Definiendo el indice de pre(nosP:(zj aip; > :
w
v(p,w) = —.
(pyw) =35

. Stone-Geary (n =2). u= (z; — a1)" (22 — a2)?, by +by =1, z; > a,.
Solucién. Cambio de variables. Sea z; = x; —a; > 0y w = w — p1a; — paas > 0. El
problema se convierte en:

max 253 s.a. iy 4 pady < W,

que es Cobb-Douglas con exponentes que suman 1. Sus demandas son Z; = b;w/p;, de
modo que:

bi
zi(p,w) = a; + —(w — prag — paaz).

)

El gasto p;z; = pia; + bjw es lineal en w (Linear Expenditure System). La funcion
indirecta de utilidad es:

v(p,w) = (ﬁ)bl (b—2)b2 (W — pray — paas) .

D1 D2




5. Cobb-Douglas (n bienes). u(z) = A[[,_, 7%, A>0, a >0, a=>", a.

Solucion. Las CPO para solucion interior son aju/z, = Apy para todo k. Sumando
prTr = apu/\ sobre k: A = au/w. Sustituyendo:

:Ck(p,w):%~w k=1,...,n.

)
@ Dk

La participacion del gasto pray/w = ap/@ es constante (inelasticidad-precio y curvas
de Engel lineales por el origen).

n a

v(p,w) = AH(%)C% : ﬁ
k

k=1

6. Curvas de indiferencia atipicas.

(a) Solucién. Un mal. u(xry,z5) = 21 — 2. Las curvas de indiferencia tienen
pendiente +1 (positiva). La direccion de preferencia apunta a la derecha y hacia
abajo. Axioma violado: monotonicidad respecto a zo. Ejemplo: ingreso (z1) vs.
horas de trabajo pesado (x3).

x9 (mal)

x1 (bien)

(b) Solucion. Saciedad en un bien. u(zy,r9) = min{xy,Z1} + 9. Para 1 > Iy
la utilidad marginal de x; es cero: las curvas de indiferencia son horizontales en
esa region. Axioma violado: monotonicidad estricta en x;. Ejemplo: sal en una
receta.

(c) Solucién. Punto de felicidad. u(z1,zs) = — (21 —71)* — (z2 — T2)?. Las curvas
de indiferencia son circulos concéntricos en (Z1,Z3). Para z; > Z; la utilidad
marginal es negativa. Axioma violado: no saciedad global. Ejemplo: cantidad
optima de azucar y sal en una receta.

Z2

r1



()

Solucién. Bien que se convierte en mal. u(xy,z3) = x1—1%/2+ 5. Ejemplo:
consumo excesivo de alcohol.

7. Bien, mal e interior. u(z,y) =/z/(y+1), p, =p, =1, w > 0.

()

(b)

Solucién.

0 1
u:—>():>xesunbien.

Ox 2y (y+1)
ou VT

8———m<0:>yesunmal.
Y Y

Solucién. No puede existir solucion interior. En una solucion interior deberia
cumplirse la CPO respecto a y:

ou/dy Dy
ou/dx  p,’

es decir —24/x/(y + 1) = 1, que requiere el lado izquierdo positivo, pero éste es
siempre negativo. Por lo tanto no existe punto interior que satisfaga las CPO: el
consumidor siempre puede reducir y y mejorar su utilidad.

Solucién. Como y es un mal, el 6ptimo es la solucion de esquina y* = 0. Con
y* = 0 la restriccion activa da p,x = w, es decir:

La utilidad 6ptima es u* = /w.

Solucion. La funcién u viola la monotonicidad (no saciedad local) respecto al
bien y: aumentar y reduce la utilidad, de modo que y no es un “bien” en el sentido
habitual (0u/0y < 0).



Ejercicios para la casa

Preferencias y curvas de indiferencia

. TMS decreciente y cuasiconcavidad ().

Solucién. La TMS esta dada por

TMS(%,@) = —ul(xl,x2)7
us (1, T2)
donde
o ou s 0*u
v = 8:5/ Wiy = (‘)xzﬁxj

A lo largo de una curva de indiferencia, u(xy,z2(x1)) = 4, por lo que al diferenciar
implicitamente respecto de x; se obtiene

d
Uy +’U/2d—z2 = 0,
1

y por tanto
dl’g Uq

dl’l U9 ’

Queremos derivar la TMS a lo largo de la curva de indiferencia. Como TMS = Z—;

depende de 7 tanto directa como indirectamente a través de xo(xy), usamos la regla

de la cadena:
d (u 0 [w n 0 [uy)\ dxsy
dl’l (%) N 8[E1 U9 8[E2 U9 dl‘l )

Ahora calculamos cada derivada parcial por separado.

8 (Ul) U11U2 — ULUY

2
0xy \ U9 u;

0 (Ul) U U2 — UiUs2

2
0xy \ U us

Primero, respecto de x1:

Como ug; = uq2, esto es

Segundo, respecto de x5:

0 (Ul) U2l — U U22

2
0xo \ Us us

Sustituyendo en la regla de la cadena:

dTMS Up1Uz — UTUL2 4 U2U2 — UTU22 dl’g

dxq u3 u3 dry

Como sobre la curva de indiferencia

dl’z (51

dl’l UQ’

9



entonces
dTMS Up1Ug — ULUL2

dry u3 u3 Ug

Ur2U2 — U U22 Uy

Llevando el segundo término a una sola fraccion:

dTMS U Uz — UrUy2 Ul(umuz - U1U22)

2 3
dz, uj usy

Ahora escribimos el primer término con denominador comiin u3:

2
U Uy — Uty Up(UpiU — Uiliz) U U5 — Uiliolp

2 - 3 3
Uy Uy Uy

Entonces ) )
dTMS . u11u2 — U1U2U2 U1U12U — UIUQQ

3 3
dz, us us

Uniendo numeradores:

dTMS . UHU% — U UUY — U U 2UL + U%UQQ

3
dz us

Por tanto,
dTMS  upyu3 — 2ugugtiys + Uit

3
dxy us

Si u es estrictamente cuasiconcava, por hipotesis u3uy; — 2uyustis + uugy < 0. Dado
que uy > 0 (monotonia), uj > 0, luego:

dTMS o U%UH — 2U1U2U12 + U%UQQ

3
dz, us

<0. 0O

La expresion en el numerador es precisamente la condiciéon del hessiano orlado para
cuasiconcavidad estricta en R2.

2. Utilidades marginales independientes.

(a) Solucién. Con ujp = 0, la formula general de la derivada de la TMS a lo largo
de la curva de indiferencia es:

dTMS w3 uy + uf ug
dr, u3 ‘

Por hipotesis uy, us > 0 (monotonicidad) y uq, uge < 0 (utilidad marginal decre-

ciente). El numerador es suma de dos términos negativos: u3u;; < 0y u?ugy < 0.

Como u3 > 0, se concluye d TMS/dx; < 0. La TMS es decreciente (preferencias

convexas). [J
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(b) Solucién. wu(zy,x2) = x129. Aqui ujs = 1 # 0. Verificamos la condicion del
hessiano orlado:

udug, — Uity + Ustgy = 25(0) — 22129(1) 4+ 22(0) = —22129 < 0.
Por tanto la TMS es decreciente a pesar de us # 0. [J
3. Bienes que interfieren.
(a) Solucién. Proponga u(zy,x9) = 21 + X9 — cx1x9, ¢ > 0. (Ejemplo: leche y

jugo de naranja.) Individualmente: Ou/dx; = 1 — cxs > 0 para x5 < 1/c, y
analogamente para xs.

(b) Solucion.

Ju 1 ou 1
—=1-cx — =1—cn.
8:701 2 61‘2 !
1 —cxs .
TMS = , definida para x; < 1/cy xzo < 1/c.
— CI1

(c) Solucion.
e Monotonicidad: se viola para xo > 1/c¢ (0 21 > 1/¢) porque Ou/0z; < 0.
e Cuasiconcavidad: el hessiano orlado evaluado con w1 = ug = 0, w19 = —c¢
da u2(0) — 2ujuz(—c) +u2(0) = 2¢(1 — cxq)(1 —cx1) > 0 en la region x; < 1/c,
lo que indica cuasiconvexidad, no cuasiconcavidad. Las curvas de indiferencia
son concavas hacia el origen.

2.2 Maximizaciéon de Utilidad

Indicacion: revisar el problema de maximizacion de la utilidad y, para algunos incisos, la
definicion de funcién de utilidad indirecta y la identidad de Roy.

1. Leontief (n = 2).
(a) Solucién. Las curvas de indiferencia de v = min{az,, bry} son en forma de L
con vértice en la recta ar; = brs. En cualquier punto fuera del vértice, uno de
los dos argumentos del minimo es estrictamente mayor que el otro. Aumentar ese

bien no incrementa la utilidad (la iguala al minimo del otro bien), de modo que
gastar en él es ineficiente. Por tanto el 6ptimo siempre satisface

* *
ar] = bxs.

(b) Solucién. De ax; = bxsy se obtiene x5 = (a/b)x;. Sustituyendo en la restriccion

activa: b+
a a
P11 +p25961 =w = 1 w =w
( ) bw ( ) aw
ri(pw) = ———,  T2(p,w) = .
bpy + ap bp1 + aps
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(¢) Soluciom.

. { bw aw } abw
v(p,w) = min< a - , b = :
bp1 + aps bpy + ap; bpy + ap;
( ) abw
v(p,w) = ————.
bp1 + aps

2. Leontief (n bienes).

Solucién. Generalizando el argumento del ejercicio anterior: en el 6ptimo todas las
ramas del minimo se igualan, a1zy = -+ = a,x, = t. Asi x;, = t/a. Sustituyendo en
la restriccion activa: ), pi(t/ax) = w, de donde t = w/3_;p;/a;.

w w

— )=
Ak ij/aj Zpk/ak
j=1 k=1

2k (p, w) =

Conn =2, a, =by as = a, se recupera el resultado anterior.
3. Stone-Geary (n bienes).

(a) Solucién. a; > 0 es la cantidad de subsistencia del bien ¢: el consumidor debe
adquirir al menos a, para que la utilidad esté definida y positiva. by > 0 es la
participacion del bien ( en el ingreso discrecional @ = w — >, p;a; (el
ingreso que queda tras cubrir la canasta de subsistencia).

(b) Solucién. Defina &), = x5 —a, > 0y @ =w~—)_.p;a; > 0. El problema equivale
a maximizar [, J%Z’“ s.a. Y. i < W, que es Cobb-Douglas con exponentes que
suman 1. Sus demandas son & = by /py:

b. n
xk(p,w):ak+—k w — E pia; | -
Pk o1

v(p,w) = ﬁ(b—kyk : <w - kz:pkak) .

4. CES (n bienes). u(z) =(3_, ozgarg)l/p, ap>0,p<1, p#0.

Solucién. La misma logica que en el caso n = 2 generaliza directamente. Con
o =1/(1-p);

o —0
Q. Dy

n

o 1—c
>_aip]
Jj=1

i (p, w) =

12



L\ V()
Con P = (E] agp; ") :

v(p,w) =w/P.

Casos limite.

ak/éz

e p— 0 (0 — 1): la funcion CES tiende a la Cobb-Douglas w o< [[,

e p=1 (0 — 00): u=> ary (sustitutos perfectos); el consumidor gasta todo en
el bien con menor precio ponderado.

e p— —00 (0 = 0): v — ming{z*} (complementos perfectos, Leontief).

5. Cobb-Douglas: demanda y propiedades. u(z,z5) = x?xg, a, B> 0.

(a) Solucién. Del ejercicio 2 de la sesion de practica (con a = o + 3):

a w I6; w wt?
T1(p,w) = -—,  xo(p,w) = -—, v(ip,w) =K .
1(p, w) a8 2(p; w) o1 m (P, w) o
(b) Solucion.
« Aw « w
x1(Ap, Aw) = = =x1(p,w). v

a+f A a+pB p

Anélogamente xo(Ap, A\w) = z5(p,w). Las demandas son homogéneas de grado
cero en (p,w): s6lo importan los precios relativos y el ingreso real.

(c) Soluciom.

+ ¢ gD v
x Tog = w w = w.
P1%1 + P22 a+p a+p
Resumen comparativo
Utilidad Demanda z, v(p, w) o
Qg W w®
Cobb-Douglas —— K— 1
& Pk szk
w w
Leontief —_— —_ 0
ag Y ;pj/a; >k P/ ak
agp.’ 1_p) Y/ (=) 1
Z] O[?p; o J 157 1 _ p
b
Stone-Geary ap + —b C(p)w variable
Pk

Donde & = >, ag, w = w—>_, prax, C(p) = [1,(bx/pr)% v o es la elasticidad de sustitucion.
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