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1 [Ejercicios para la sesién de practicas

1.1 Relaciones de preferencia

1. Lucia es una estudiante de la PUCP y tiene que elegir un postre. Sus opciones son:
tiramisu (¢), crema volteada (c) y torta de chocolate (£). Se sabe que:

(a)

Lucia prefiere el tiramisa a la crema volteada.
Lucia prefiere la crema volteada a la torta de chocolate.

Lucia prefiere el tiramisa a la torta de chocolate.

Escriba la relacion de preferencia > de Lucia sobre X = {t,¢,¢}. (Es completa?
. Es transitiva?

Respuesta: La relacion de preferencia estricta es ¢ = ¢ > £ (y t > (). La relacion
> (“al menos tan bueno como”) incluye también la reflexividad (t > ¢, ¢ = ¢,
¢ > 0). Completitud: Si es completa. Para todo par de alternativas distintas,
tenemos: t = ¢, ¢ = £y t = {. Todo par estd comparado.

Transitividad: Si es transitiva pues t > /.

Si Lucia llega a una cafeteria que solo ofrece {c, ¢}, jqué elige? ;Y si ofrece {t, c, (}?

Respuesta: Del ment {c, (}: como ¢ = ¢, Sofia elige ¢ (crema volteada).

Del ment {¢,¢,(}: como t = ¢y t = ¢, Sofia elige ¢ (tiramist). El tiramisu es el
elemento maximal del conjunto.

Suponga ahora que una amiga de Lucia, Valentina, tiene las siguientes preferencias:
prefiere ¢ a t, prefiere ¢t a ¢, pero también prefiere ¢ a c¢. jEs la relacion de
preferencia de Valentina transitiva? ;Qué problema genera esto cuando Valentina

debe elegir de {t,c, (}?

Respuesta: No es transitiva. Tenemos ¢ > t y t > /¢, lo cual por transitividad
deberia implicar ¢ > ¢. Sin embargo, Valentina tiene ¢ > ¢, una contradiccion.
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Las preferencias de Valentina forman un ciclo: ¢ > ¢t > ¢ > c. Esto genera que no
exista un elemento maximal en {¢, ¢, ¢}: para cualquier alternativa que Valentina
escoja, siempre existe otra que prefiere. La eleccion racional no esté bien definida.

2. Marfa tiene preferencias sobre cestas de consumo (x,y) € R% representadas por U(z, y) =
/Y.
(a) ;Prefiere Maria la cesta (4,9) a la cesta (9,4)? ;Son indiferentes?

Respuesta: Calculamos:

U4,9) =vV4-9=v36=6,  U(9,4) =V9-4=1/36=6.

Como U(4,9) = U(9,4) = 6, Maria es indiferente entre ambas cestas: (4,9) ~
(9,4).
(b) Encuentre todas las cestas (z,y) tales que Maria es indiferente entre (x,y) y (4,4).

Grafique esta curva de indiferencia.

Respuesta: Primero, U(4,4) = v/4-4 = 4. La curva de indiferencia es el con-
junto de cestas (x,y) tales que /Ty = 4, es decir:

16
zy =16 <= y:?, x > 0.

Es una hipérbola en el primer cuadrante.

(c) ;Las preferencias de Maria son mondtonas? Es decir, si le damos mas de ambos
bienes, ;esta al menos igual de satisfecha?

Respuesta: Si, las preferencias son monétonas. Si 2’ > x y 3/ > y con al menos
una desigualdad estricta, entonces:

Ula'y) = a'y > oy = Ul,y).



Maés precisamente, si ' > x y ¥ > y, entonces x'y’ > xy y por tanto U(x',y') >
U(z,y). Esto es monotonia estricta. Formalmente, las derivadas parciales son:

ou 1 Jy ou 1 [z
o2 Zs0, =2 /t>0
oxr 2\ uw ’ oy 2\ y ’

para x,y > 0, lo que confirma que U es creciente en ambos argumentos.

3. Sea X un conjunto y > una relacion de preferencia racional (completa y transitiva)
sobre X. Definimos:

erx~ysiz>=yyyrax (indiferencia).

e rx>-ysizx=yynoy=ax (preferencia estricta).

Demuestre:

(a)

> es transitiva.

Respuesta: Supongamos = > y e y > 2. Debemos mostrar x > z.
De z = y: tenemos z =y y —(y = z).!

De y > z: tenemos y = z y (2 = y).

Por transitividad de >: de x > y e y = z se obtiene x > z.

Falta ver que —(z > x). Supongamos por contradiccion que z = z. Junto con
x = y (dado), por transitividad de > obtenemos z > y. Pero esto contradice
—(z = y). Por lo tanto, =(z > ) y concluimos = > z. [J

~ es transitiva.

Respuesta: Supongamos = ~ y e y ~ z. Entonces:
e Dex~yz>=yey>=ux.
e Dey~ziy=zezruy.

Por transitividad de =: = > y e y > z implican z > z. Andlogamente, z = y e
y = x implican z > x. Por lo tanto, x ~ z. [J

Siz>yey> z entonces z > z.

Respuesta: De z > y: x =y y =(y > x).
De y > z: junto con x > y, por transitividad obtenemos = > z.

Falta ver =(z = z). Supongamos por contradiccion z > z. Junto con y = z
(dado), por transitividad y = . Pero esto contradice =(y = z). Luego —(z = z)
ya =z U

~ es una relacion de equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva).

Respuesta: Refierividad: Por completitud de >, para todo x, tenemos = > .
Luego = ~ x.

Simetria: Si x ~ y, entonces x = y e y > x, lo cual es exactamente y ~ x.
Transitividad: Ya demostrada en (b). O

!La notacién —(+) representa la negacion de lo que esté dentro del paréntesis.



(e) > es asimétrica (si x > y, entonces no y > x).

Respuesta: Supongamos = > y. Entonces x = y y —(
necesitariamos y > x, lo cual es falso. Por lo tanto, —(y > x

= x). Siy = z,
. O

\_/@

4. Demuestre que si u : X — R representa a >, entonces para toda funciéon f : R — R

estrictamente creciente, la funciéon v = f o u también representa a >.

Respuesta: Debemos mostrar que x =y <= v(x) > v(y).
Como u representa a =: x =y <= u(z) > u(y).

Como f es estrictamente creciente: u(z) > u(y) <= f(u(x)) > f(u(y)), es decir,
v(x) = v(y).
Encadenando: = =y <= u(z) > u(y) <= f(u(x)) > f(uly)) <= v(z) >v(y). O

(a) Verifique esto con un ejemplo: sea = la relacion “mayor o igual” en R, u(z) = z,

y f(t) =

Respuesta: Aqui v(z) = f(u(x)) = e*. La relacion = es x > y. Verificamos:
x>y <= ulz)>uly) <= >y <= " >’ <= v(x) >v(y).

La dltima equivalencia se cumple porque la exponencial es estrictamente creciente.

. Preferencias lexicograficas. Sea X = R% Defina x = y si y solo si #; > y;, o bien

T1 =11 y Ta > yo. Demuestre que > es completa y transitiva.

Respuesta: Completitud: Sean z,y € R?. Debemos mostrar que =y o y = .
Caso 1: x1 > y;. Entonces x = y por definicion.
Caso 2: x1 < y;. Entonces y; > z1, luego y > .

Caso 3: x1 = y;. Como > es completa en R (siempre podemos comparar dos nimeros
reales), o > ys 0 Y2 > xo. En el primer caso x = y; en el segundo y = x.

Transitividad: Supongamos = > y e y = 2. Debemos mostrar x > z.

Caso 1: x1 > y1. Siy; > z1, entonces x1 > 21y ¢ = z. Si y; = 21, entonces x1 > 21 y
x> Z.

Caso 2: x1 =11y To > Y. Siyp > 21, entonces 1 > 21y r = 2. Siy; = 21y Yo > 2o,
entonces r; = 21 y Xy > Y > 29, luego x = z. [

Estructuras de eleccion

. Ana tiene cuatro opciones de postre: flan (f), helado (h), fruta (r) y galletas (g). Se

observan las siguientes elecciones:

e Del mena {f, h}, elige f.
e Del menu {h,r}, elige h.



e Del mena {f,r, g}, elige r.

(a) ;Son las elecciones de Ana consistentes entre si? Es decir, jpuede existir una
relacion de preferencia racional que explique todas estas elecciones? Justifique.

Respuesta: No son consistentes. De las elecciones:

e De {f,h} elige f: se revela f > h.

e De {h,r} elige h: se revela h = 7.

e Por transitividad: f > h > r implica f = r.
Pero de {f,r, g} elige r (y no f). Como f estaba disponible y no fue elegido,
esto significa r > f (o al menos que f no es 6ptimo). Esto contradice f > r

obtenido por transitividad. No existe una relacién racional que explique todas las
elecciones.

(b) Si la respuesta anterior es no, jcuél eleccion genera la inconsistencia?

Respuesta: La inconsistencia proviene de la tercera eleccién: elegir r de
{f,r,g}. Las dos primeras elecciones (f de {f,h} v h de {h,r}) implican por
transitividad que f > r. Por lo tanto, si Ana elige de {f,r, g} y es racional, de-
beria elegir f (o posiblemente g, si g = f, pero entonces g deberia ser elegido, no
r). Elegir r cuando f esta disponible viola la preferencia revelada f > r.

1.3 Restricciéon presupuestaria

1. Considere un consumidor con ingreso m > 0 que enfrenta precios p; > 0y ps > 0 para
dos bienes. El conjunto presupuestario Walrasiano es:

B(p,m) = {(z1,22) € Ri i p1x1 + paxe < mi.

(a) Grafique el conjunto presupuestario para p; = 2, p, = 4 y m = 40. Identifique las
intersecciones con los ejes.

Respuesta: La recta presupuestaria es 2x; + 4xo = 40, es decir, x1 + 225 = 20.
Interseccion con eje x1: 9 = 0= x7 = m/p; = 40/2 = 20.

Interseccion con eje xo: 1 = 0 = xo = m/py = 40/4 = 10.

Pendiente de la recta: —p;/ps = —2/4 = —1/2.

T2
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(b) ;Qué ocurre con el conjunto presupuestario si el ingreso se duplica? ;Y si ambos
precios se duplican simultaneamente?

Respuesta: Si el ingreso se duplica (m’ = 2m = 80): La recta presupuestaria
se desplaza paralelamente hacia afuera. Las nuevas intersecciones son m’/p; =
80/2 = 40 y m//p, = 80/4 = 20. La pendiente no cambia (—p;/py = —1/2). El
conjunto presupuestario se agranda.

Si ambos precios se duplican (p| = 4, p,, = 8, m = 40): Las nuevas intersec-
ciones son m/p} = 40/4 = 10 y m/py = 40/8 = 5. El conjunto presupuestario se
reduce a la mitad. La pendiente no cambia: —p}/p), = —4/8 = —1/2. Duplicar
ambos precios equivale a reducir el ingreso a la mitad.

(c) Demuestre que B(p,m) = B(Ap, Am) para todo A > 0. Interprete.

Respuesta:

B(Ap, Am) = {(z1,x2) € ]R%r S Ap1T1 + Apaxs < Am}
= {(21,72) € RE - Mpray + paws) < Am}
= {(z1,72) € RZ : p1z1 + pows < m} (dividiendo por A > 0)
= B(p,m).

Interpretaciéon: El conjunto presupuestario es homogéneo de grado cero
en (p,m). Solo importan los precios relativos y el ingreso real. Si todos los
precios y el ingreso se multiplican por el mismo factor positivo (por ejemplo, un
cambio de unidad monetaria o inflacion proporcional), el poder adquisitivo real
del consumidor no cambia.

2. Considere un trabajador que dispone de T" = 24 horas, de las cuales elige ¢ horas de
ocio y trabaja T — ¢ horas a un salario w por hora. Su ingreso no laboral es > 0. El
precio de un bien compuesto de consumo ¢ es p.

(a) Escriba la restriccion presupuestaria y verifique que corresponde a la figura.

Respuesta: El ingreso total es p + w(T — £) y el gasto es pg. La restriccion
presupuestaria es:
pg < p+w(T —40)=p+wl —wl.
Reescribiendo: pg + wl < p+ wT, que tiene la forma estandar con precios (w, p),
dotacion de “ingreso completo” p + w1y “bienes” (¢, q).
Verificacion de la figura:
e Si ¢ =T = 24 (todo ocio, no trabaja): pg < pu, asi que ¢ < u/p. Esto da el
intercepto inferior derecho.
e Si ¢ =0 (trabaja todo): pg < p+ wT, asi que g < (u+ wT)/p. Esto da el
intercepto superior izquierdo.
e Pendiente de la recta: de pg = p + wT — wl, despejamos ¢ = (u + wT)/p —
(w/p)l. La pendiente es —w/p.



(b)

Suponga que el trabajador paga un impuesto con tasa t € (0, 1) sobre el ingreso
laboral que exceda un umbral §. Grafique la nueva restriccion presupuestaria. ;jEs
convexo el nuevo conjunto presupuestario?

Respuesta: El ingreso laboral es y = w(T — ¢). Si y < g, no hay impuesto. Si
y > v, paga impuesto t(y — ).
Caso 1: w(T — ) <y (es decir, { > T — y/w):

pq < p+w(T —20).

La pendiente es —w/p (igual que sin impuesto).
Caso 2: w(T — ) >y (es decir, { <T — y/w):

pqg < p+w(T —0)—tw(Tl —0) —gl=p+ (1 —t)w(T - 1)+ ty.

La pendiente es —(1 — ¢)w/p, més plana que —w/p.

p+wT
P

Si, el conjunto presupuestario es convexo. La recta presupuestaria tiene un
quiebre (“kink”) en el punto donde se alcanza el umbral, y la pendiente se vuelve
més plana (en valor absoluto) a la izquierda del quiebre. El conjunto que queda
“debajo” es convexo.

Suponga que existen dos tasas de salario: w por las primeras H horas de tra-
bajo y w' > w por las horas adicionales (sobretiempo). Grafique la restriccion
presupuestaria resultante. ;Es convexa?

Respuesta: Las horas trabajadas son T'— (. SiT — ¢ < H (es decir, ¢ > T — H),
el salario es w. Si T — ¢ > H, las primeras H horas pagan w y las restantes
T — ¢ — H pagan w'.

Caso 1: £>T — H: pqg < p+w(T — {). Pendiente —w/p.

Caso 2: { <T —H: pg < p+wH +w' (T —{— H). Pendiente —uw’'/p.

Como w’" > w, la pendiente es mas empinada (en valor absoluto) para ¢ <T — H.
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No es convexo. La recta presupuestaria es concava (“convexa hacia afuera”). El
conjunto presupuestario no es convexo porque en el quiebre la pendiente aumenta
en valor absoluto al trabajar mas horas.

3. Tarifa en bloques. Un hogar consume combustible (q;) y otros bienes (g2). Las
primeras ¢; unidades de combustible cuestan p; por unidad y las unidades adicionales
cuestan pj < p; (descuento por volumen). El ingreso es m y el precio de otros bienes

es pa.

(a)

Escriba algebraicamente la restriccion presupuestaria para ¢; < ¢ y para q; > .

Respuesta: Caso 1: q; < qi:

P1q1 + P2ge < m.

Caso 2: q1 > qi: El gasto en combustible es p1q1 + p(¢1 — ¢1). Entonces:

pq + P — @) + page < m,

que se reescribe como:

PLgy + p2gz < m — (p1 — Ph) 1

Notamos que el ingreso “efectivo” para el segundo tramo es m — (p1 — p})q1 v el
precio marginal del combustible baja a pj.

.Es convexo el conjunto presupuestario resultante? Justifique.

Respuesta: Si, es convexo. Como p| < pj, la pendiente de la restriccion
presupuestaria cambia de —p;/py (més empinada) a —p) /ps (mas plana) al cruzar
¢1- El quiebre es “hacia adentro” (concavo visto desde arriba), de modo que el
area debajo (el conjunto presupuestario) es convexo: cualquier combinacion lineal
de dos puntos factibles sigue siendo factible.

4. Racionamiento (caso gas en Lima). Suponga que, tras un accidente en la cadena
de suministro, el gas doméstico en Lima se vuelve escaso. Como resultado, el gobierno
impone un racionamiento: cada consumidor no puede adquirir mas de z; unidades de
gas (bien 1). El consumidor tiene ingreso m y enfrenta precios p; (gas) y ps (otros
bienes).



(a)

(b)

Escriba y grafique el nuevo conjunto presupuestario.

Respuesta: El conjunto presupuestario con racionamiento es:
Br = {(z1,22) € R} : prvy + paws <m, a1 < T1}.

Aqui, z; representa el consumo de gas, el cual esta restringido por la politica de
racionamiento.

xo (otros bienes)

m/p2

.Es convexo? ;jEs compacto?

Respuesta: Convexo: Si. By es la interseccion de dos conjuntos convexos: el
conjunto presupuestario estandar B(p,m) y el semiespacio {z : z; < z;}. Dado
que la intersecciéon de conjuntos convexos es convexa, Bg es convexo.
Compacto: Si. Br C B(p,m), y este tltimo es compacto (cerrado y acotado).
Ademés, Bg es cerrado (interseccion de cerrados) y acotado (subconjunto de un
conjunto acotado), por lo tanto es compacto.

Compare graficamente con el conjunto presupuestario sin racionamiento.

Respuesta: Sin racionamiento, el consumidor podria adquirir cualquier combi-
nacion sobre el tridangulo con vértices (0,0), (m/p1,0) vy (0,m/p2).

Con racionamiento debido a la escasez de gas, el conjunto se “recorta” en xr; =
Z1, eliminando todas las canastas con alto consumo de gas. Fconémicamente,
esto refleja que, aun si el consumidor tiene ingreso suficiente, no puede acceder
a mayores niveles de consumo del bien racionado debido a la restriccion fisica
impuesta por el gobierno.



2 Ejercicios para practicar

2.1 Relaciones de preferencia

1. Grafique las curvas de indiferencia de las siguientes funciones de utilidad y determine
si las preferencias son convexas:

(a) Ulz,y) =3z +y

Respuesta: Las curvas de indiferencia son rectas: 3z+y = k, es decir, y = k—3x.
Son lineas rectas con pendiente —3. Los bienes son sustitutos perfectos.

U crece /*

X

Las preferencias son convexas (débilmente). Para todo a € [0,1]: U(az + (1 —
a)r’,ay + (1 = a)y) = 3laz + (1 = )2 + [ay + (1 = a)y] = aU(z,y) + (1 -
a)U(2',y) > min{U(z,y),U(z",y')}.

(b) Ulz,y) = 2y
Respuesta: Las curvas de indiferencia son hipérbolas: xy = k?, o y = k*/z. Son

convexas hacia el origen.

Las preferencias son estrictamente convexas. La funcion U = /7y es concava
(su transformacion logaritmica In U = %lnx + % Iny es estrictamente concava), lo
que garantiza que los conjuntos de nivel superior son estrictamente convexos.

() Uz, y) = Ve +y

Respuesta: Curvas de indiferencia: \/x+vy = k, es decir, y = k—+/x. Son curvas
concavas (vistas desde arriba). La utilidad es cuasilineal en y.

Las preferencias son convexas. La funcion \/z es concava y y es lineal, asi que U
es concava, lo que implica convexidad de las preferencias.

(d) U(z,y) = min{dz, 10y}

Respuesta: Las curvas de indiferencia son en forma de “L”. El vértice se encuentra
donde 5x = 10y, es decir, x = 2y. Son complementos perfectos (tipo Leontief).
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Las preferencias son convexas (débilmente). U = min{5z, 10y} es cuasiconcava
(el minimo de funciones lineales es concava).

2. Dado U(z,y) = 42* + 3y*

(a) Calcule %2 y %—[y].
Respuesta:
oU g oU 6
— =& _ = .
Ox 7 oy 4

(b) Evalte las derivadas parciales en z = 1, y = 2.

Respuesta:
ou =38(1) =8, o =6(2) = 12.

0z |4 ) Y |(1.2)

(c) Escriba la diferencial total dU.

Respuesta:

aUu = a—de + 8—Udy = 8x dx + 6y dy.
ox dy

(d) Calcule es decir, la pendiente de la curva de indiferencia. Evalde en (1,2).

il
dy 1dU=0’

Respuesta: Sobre la curva de indiferencia, dU = 0:

d 6 3
Srdr+6ydy=0 = <= =_2__24
dy | u—o 8z 4z
Evaluando en (1, 2):
dz 32 3
dylog  40) 2

Nota: la TMS (Tasa Marginal de Sustitucion) usual dy/dz = —U, /U, = —8x/(6y) =
—4x/(3y). En (1,2): —4/(6) = —2/3.

(e) Demuestre que U(1,2) = 16.
Respuesta: U(1,2) =4(1)*+3(2)> =4(1) + 3(4) = 4+ 12 = 16.
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2.2 Restriccién presupuestaria

1. Subsidio vs. transferencia. Un consumidor tiene ingreso m y consume dos bienes a
precios p; y pa. El gobierno puede ayudarlo de dos maneras: (i) subsidio que reduce el
precio a p}; (ii) transferencia monetaria 7' = (p; — p})x3}.

(a) Grafique el conjunto presupuestario bajo cada politica.

Respuesta:

X2

(m+T)/p2 .

m/pa

X1

.T}U/]N(ﬂl + Tl 'y

Con el subsidio: la recta presupuestaria rota hacia afuera por el eje 21 (pendiente
—D1/p2)-

Con la transferencia: la recta presupuestaria se desplaza paralelamente hacia
afuera (misma pendiente —p; /ps, mayor intercepto).

Ambas pasan por el punto x* = (z7, z3) elegido bajo el subsidio.

(b) ;Puede el consumidor estar mejor con la transferencia que con el subsidio? Argu-
mente graficamente.

Respuesta: Si, el consumidor puede estar (débilmente) mejor con la trans-
ferencia. Como el costo fiscal es el mismo (T = (p1 — p))z}), la recta de la
transferencia pasa por el punto 6ptimo del subsidio z*.

Pero la recta de la transferencia tiene pendiente —p; /ps (precios originales), mien-
tras que la del subsidio tiene pendiente —p/ps. La recta de transferencia “corta”
la recta de subsidio en z* y se extiende hacia areas que el subsidio no cubre (es-
pecialmente con méas x5 y menos x1).

Esto significa que el conjunto presupuestario de la transferencia contiene puntos
que no estan en el del subsidio (y viceversa), pero la cesta x* es alcanzable en
ambos. El consumidor con transferencia puede elegir una cesta diferente a =™ que
le dé mayor utilidad, pues tiene mas flexibilidad. Por tanto, Utransfer > [jsubsidio,
la transferencia es al menos tan buena como el subsidio desde el punto de
vista del bienestar del consumidor.
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