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Recordatorio tedrico

Ecuacién de Slutsky

Dado un consumidor que resuelve maxu(z,y) s.a. p,z + p,y = I, la demanda marshalliana
z(peypy, 1) v la hicksiana z"(p,, p,, ) se relacionan por

ox oxh ox

= - r—.
Ops Opa ol

~— ~— S~~~
ET ES EI

Por la concavidad de la funcion de gasto, dz"/dp, < 0 (ley de demanda compensada). El
efecto ingreso puede tener cualquier signo segtn sea el bien normal o inferior.

Preferencia revelada y axioma débil (WARP)

Si a precios pY con ingreso I° se elige X° y X! era asequible (p°- X! < p°- XY), entonces X°
se revela preferida o indiferente a X1 (X0 =% X1).

Axioma débil (WARP). Si X° =% X! con X # X, entonces X' 7% X° Equivalente-
mente, hay violacion cuando se cumplen simultaneamente p°- X! < p?- X0y pt. X0 < pt. X!
con X0 # X1,

Numeros indices y bienestar

Sean p°, ¢ v p', ¢* los precios y cantidades del periodo base y corriente. Definimos:
YD XS _xrd _xrq
2% T T P 3P0t
> g > g
Lo= Py .

Reglas de inferencia.
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e Si M > L, Yplqgt > > p'q°, es decir, ¢° era asequible hoy y se eligié ¢' = ¢' =F ¢°

(mejor en el periodo corriente).

o Si M < P, > pq' < > p%° es decir, ¢* era asequible en el periodo base y se eligi6
¢° = ¢° = ¢* (peor en el periodo corriente).

e 5i P, <M < L, el caso es no concluyente.

(Por qué L, > P,? La sustitucion hacia bienes que se abaratan hace que ¢' pondere mas los
bienes con menor crecimiento de precio: el numerador de P, crece proporcionalmente menos
que el de L,. Por eso L, sobreestima la inflacién (sesgo de Laspeyres) y P, la subestima
(sesgo de Paasche).

Consumo intertemporal

Con preferencias intertemporalmente aditivas U = u(Cy) +du(Cy), d =1/(1+ ) € (0,1), vy
restriccion Cy + Cy /(1 +1i) = Ip+ I, /(1 + i) = W, la condicion de optimalidad (ecuacion de
Fuler) es

u'(Co) = 6(1+i)u'(Ch).

Para CRRA u(C) = (C'=7 —1)/(1—0), esto equivale a C,/Cy = [§(1+1)]'/?, con elasticidad
de sustitucion intertemporal EIS = 1/0. El caso 0 — 1 recupera u(C) = InC, donde EIS = 1
y la Euler se simplifica a C,/Cy = 6(144). La utilidad logaritmica es el caso “filo” que separa
los regimenes EIS> 1 (ES domina) y EIS< 1 (EI domina) para el ahorrador. La intuicién
de los efectos sustitucion e ingreso de un cambio en ¢ depende de si el agente es ahorrador o
endeudador (la linea presupuestal pivota alrededor del punto de dotacion E = (I, I1)).

Extension a T + 1 periodos. Las condiciones de Inada (v > 0, v” < 0, limg_,o+ v/ =
00, limg o ¢/ = 0) garantizan solucién interior y suficiencia de las CPO. Bajo preferencias
logaritmicas con horizonte infinito, C; = (1 — 0) W: el consumidor gasta cada periodo una
fraccion constante 1 — § de su riqueza vital remanente.

Decisién consumo—ocio

El trabajador maximiza U(c, £) sujeto a c+wl = wT+V = M (ingreso completo). El salario
w es el precio del ocio. La condicién de optimalidad es TMS, . = Uy /U, = w.



1 Ejercicios para la sesién de practica

1.1 Ecuacién de Slutsky
1. Funciéon de utilidad cuasilineal.

Solucién. La condicién de tangencia TMS = u,/u, = y = p,/p, ¥ la restricciéon
P + pyy = I entregan las marshallianas

Dz !
Y Pz
Andlogamente, las hicksianas son
Pz , _ _
V' (Paspy) = = 2" (Paspyy @) = @ — In(ps/py).

Y

(a) Ecuacién de Slutsky.

Solucion. Bien z. Las derivadas son

ox 1 Oxh 1 ox 1

Op.  p* Op.  p. O pu

1 1 1 1 I—p, 1

Bien y. Como dy/0I = 0, la ecuacion de Slutsky se reduce a dy/9p, = dy"/0p, =
—pz/pf,i en cuasilineal en x, el bien y no presenta efecto ingreso.

Verificacion:

(b) Descomposicion ante un aumento de p,.

Solucién. Con p, =3, p, =1, I = 150 (de modo que = = 49):

ET, = _% ~ —16,67, ES, = —

1 1
~~—033, Bl,=—49. - ~ —16,33.
3 o 3

La caida en z es casi enteramente efecto ingreso: el consumo inicial es elevado
(x = 49) y un encarecimiento de x erosiona significativamente el poder adquisitivo.

(c) Descomposicion ante un aumento de p,.

Solucién.
ET,=—-= =-3, ES,=-3, EI, =0.

Toda la caida de y es efecto sustitucion, propio de la cuasilinealidad en x.



1.2 Preferencia revelada y axioma débil

1. Tres escenarios presupuestarios.

(a) Relaciones de preferencia revelada.

Solucién. Del grafico:

Escenario 1. En CF(P,I) se elige (2,2) y (3,1) es asequible = X(P,I) =%
X(PII, ]//)'

Escenario 2. En CF(P',I') se elige (1,3) v (2,2) es asequible = X (P, I') =%
X(P,1).

FEscenario 3. En CF(P" 1") se elige (3,1) y ambos (1,3) y (2,2) son asequibles
= X(P",I") =" X(P',T') y X(P",I") 5 X (P, ).

Consistencia con el WARP.

Solucién. De (a) tenemos X (P, I) = X(P" 1"y y X(P",I") =% X(P,I) con
elecciones distintas. Esto es una violacién directa del WARP: las elecciones no
son consistentes.

. WARP con datos numéricos.
Solucién. Con p' = (100, 100), ¢' = (100,100) y p* = (100, 80), ¢* = (120, z):

(i) Cesta 2 asequible cuando se eligio 1: p' - ¢*> < p' - ¢":

12,000 + 100z < 20,000 = x < 80.

(ii) Cesta 1 asequible cuando se eligi6 2: p*- ¢! < p? - ¢*

18,000 < 12,000 + 80z == z > 75.

La conducta es inconsistente con el WARP para z € [75, 80].

Numeros indices y bienestar

1. Analisis a partir de la ENAHO-Panel.

Solucién. Datos: p° = (40,20), ¢° = (6,20); p' = (42,43), ¢* = (5,10). Calculamos
los gastos:

S0 = 240 4+ 400 = 640, " plqt = 210 + 430 = 640,
Splg® =252 4860 = 1112, 3 p°g" = 200 + 200 = 400.

(a) Indice de gasto.

Soluciéon. M = 640/640 = 1, consistente con el dato de ingreso nominal con-
stante.



(b) Laspeyres.

Solucién. L, = 1112/640 ~ 1,7375.
(c) Paasche.

Solucién. P, = 640/400 = 1,60.
(d) Comparacién e interpretacion.

Soluciéon. M =1 < P, = 1,60 < L, ~ 1,74. Como M < P,, > p’¢' =
400 < 640 = " p¢% la canasta corriente era asequible en el periodo base, pero
se eligio ¢°. Por preferencia revelada, ¢° = ¢': el consumidor J disfruté6 mayor
bienestar en 2024.

1.4 Consumo intertemporal (modelo de dos periodos)

1. Ahorrador y endeudador puros con preferencias CRRA.

(a) Demandas éptimas.

Solucién. La Euler C;° = 6(1 4 i) C;7 entrega C; = [6(1 4+ 1)]'/7Cy = ¢ Cy.
Sustituyendo en Cy + Cy /(1 +1i) = W:

Co(l+p) =W, p=g/(l+i)=d5"7(1+0)""

Por tanto,

Cr=— =97
0 1+p 1

Limite log (o — 1): g > 0(1 +1i), p > 0,y CF = W/(1+9).

(b) Caso ahorrador puro: Iy >0, I; = 0.

Solucién. Con I1 =0, W = Iy y Cf = Iy/(1 + p), luego S§ = Iy p/(1 + p) > 0.
Derivando:
aCy Iy 0Op Op

= - ZF_ sljo(l _ N\1/o—2
5 " xpror a0 G- DO

El signo de 0C/0i es opuesto al de 1/0 — 1, esto es, igual al de o — 1:

sign(0C/0i) = sign(o — 1).

Tres regimenes.

e 0 <1 (EIS>1): ES domina, C§ | con .
e 0 =1 (caso log): ES y EI se cancelan, C§ invariante.
e 0 > 1 (EIS< 1): EI domina, C 1 con i.



(c) Caso endeudador puro: [, =0, I; > 0.
Soluciéon. Con Ip =0, W =1,/(1+1i)y

oF I _ I
O A4+9)14p) (144 +g

Como 0g/0i = (g/o)/(1+ i) > 0, el denominador es estrictamente creciente en i,
luego

0C§/0i < 0 para todo o > 0.

Interpretacién. Aqui ambos efectos actian en la misma direccion: ES empuja
Co |, v el EI también (la riqueza vital W = I, /(1 4 ¢) cae). La EIS solo afecta la
magnitud, no el signo.

(d) Interpretacion grafica.

Solucién. Un alza de i rota la linea presupuestal en torno a E' = (I, I;), hacién-
dola més inclinada.

e Ahorrador (E ala derecha del 6ptimo): el conjunto factible se amplia (ahorrar
paga mas). ES reduce Cj, EI aumenta Cy. Balance neto sobre Cy depende
de la EIS.

e FEndeudador (E a la izquierda del 6ptimo): el conjunto factible se contrae.
ES y EI ambos reducen Cj,.

1.5 Decisiéon consumo—ocio (oferta laboral)

1. Consumo, ocio y oferta laboral Cobb—Douglas.

(a) Restriccion presupuestal.

Solucién. ¢ =wh+V con h =T — { entrega

c+wl =uwT +V.
—_——

=M

M es el ingreso completo (valor monetario de la dotacion de tiempo més V); w es
el precio del ocio.

(b) Demandas 6ptimas y oferta laboral.

Solucion. Con Cobb-Douglas y precios (1, w), las cuotas de gasto son constantes:

T+V
¢ =aM = a(wT +V), E*:(l—a)u.
w
Por tanto,
* * V
=T—-0"=aT—(1—-a)—.
w

SiV =0, h* = oT es constante en w (cancelacion ES—EI tipica del caso log/Cobb—
Douglas).



(c) Comparativa estéatica.

Solucién.
oh* V oh* 11—« oh* V
=1-a)—>20, —=—"—<0, —=T+—>0
ow ( ) w2 IV w "0 + w
Interpretacion.

e w T: la oferta crece estrictamente si V' > 0 (al subir w, el peso relativo de V en
M disminuye y se reduce ocio). Si V' =0, ES y EI se cancelan exactamente.

e IV 1. efecto ingreso positivo sobre el ocio (bien normal); cae h*.
e a T: mas peso al consumo, més horas trabajadas.

(d) Salario de reserva.
Solucién. h* > 0 requiere aT > (1 — a)V/w, esto es,

(1-—a)V
aT

w, =

Para w < w,, solucion de esquina h* = 0 (todo el tiempo en ocio, ¢ = V). Si
V =0, w, = 0: cualquier salario positivo induce trabajo.



2 Ejercicios para la casa

2.1 Slutsky y propiedades de la demanda compensada
1. Slutsky para Cobb—Douglas.

(a) Marshallianas y utilidad indirecta.

Solucién. Las cuotas de gasto son constantes:

aw l—a)w
Il(p7w) = LIZ‘Q(]?,U))IQ
b1 D2
Sustituyendo en w:

)1704 —a, —(1-a)

v(p,w) =wa(l—a) “pp .

(b) Hicksianas y funciéon de gasto.

Solucién. Con la misma tangencia y u(xq,x9) = u:

hl(p,u):u( a p2>1a,h2(p,u):u<1_a&)a.

1—a])_1

(c) Verificacion de Slutsky.

Solucién. Caso (1,1). Con hy =z, = aw/p;:

ohy 0z, (1-a)aw o*w

aw 01

:L' — T T 5 — X -
opp T Ow s I
Caso (1,2). dx1/0p; = 0.
Ohy Oy _ (1-aow (1 -a)aw

— X9 = =0.Vv
Op2 ow P1P2 P1P2

ES cruzado positivo (sustitutos hicksianos) compensado exactamente por el efecto
ingreso.
2. (x) Ley de demanda compensada.

Solucién. Por definicion, h(p*,4) minimiza el gasto a precios p* entre las canastas
con utilidad > @. Como h(p',u) y h(p°,u) alcanzan ambos @, son factibles para la
EMP a precios p° y p! respectivamente:

p’-h(p,a) <p®-h(pta), pt-h(p'a) <p'-h(p° ).
Sumando y reordenando,

(" = p") - [h(p", w) — h(p°,w)] < 0.



2.2 Preferencia revelada e indices
1. WARP con tres observaciones.

(a) Matriz de gastos p' - ¢°.

Solucién.

poat |t =42 @#=(24) ¢=(33)

pt=(1,2) 8 10 9
P2 =(2,1) 10 8 9
PP =(1,1) 6 6 6

La diagonal (8,8,6) es el ingreso de cada periodo.

(b) Verificacién del WARP.

Solucion. Pares (1,2): p'-¢*> =10 > 8 y p?-¢* = 10 > &: ninguna era asequible
bajo los precios de la otra. Sin relacion de preferencia revelada.

Pares (1,3): p' - ¢ =9 > 8 (¢ no asequible en t = 1); p* - ¢ =6 = p*- ¢ (¢!
asequible en t = 3), luego ¢ = ¢'. Sin contradiccion.

3

Pares (2,3): analogo, ¢ =% ¢*. Sin contradiccion.

Las tres observaciones son consistentes con el WARP.

2. Estudiantes universitarios.

(a) Indices de precios (dos bienes).
Soluciéon. Datos: enero (120,2) y (1,40); julio (90,3) y (1, 50).

STp%° =280, > plq° =410,
STt =220, > pl¢t = 320.

410 320 320
L,=—~1464, P,=_—~1455, M= _— ~1,143.
P 280 T P220 T 280 ’

Como M < P,, el estudiante estd peor en julio.

(b) Indices de cantidades.

Solucién. Lo = 220/280 ~ 0,786, Py = 320/410 ~ 0,780. Ambos < 1: el
volumen consumido se redujo. Coincide con (a): esta peor.

(c) Tres bienes (precios).

Solucion. Anadiendo entretenimiento (p3, ¢3) = (20,4), (pi, ¢3) = (30,6):
STp%° =360, > p'q® =530,
¢t =340, Y p'qt = 500.
L, ~ 1472, P,~ 1471, M ~1,389.

M < P,: el estudiante esta peor.



(d) Tres bienes (cantidades).

Solucién. Lg = 340/360 ~ 0,944, Py = 500/530 ~ 0,943. Ambos < 1: volimen
total cae. Coincide.

3. Inecuacién de Laspeyres—Paasche.
Solucién. Si las elecciones son consistentes con el WARP, ¢° y ¢* son 6ptimos (gasto
minimo) en sus respectivos periodos:
'’ <p’q', ptegt <ptg

Multiplicando ambas y reordenando,

>rd’ _ Xpd

>0 — X opqt
es decir, L, > P,. La intuicién: el consumidor sustituye hacia bienes més baratos; ¢*

pondera méas los bienes con menor p'/p®, reduciendo el numerador de P, frente al de
L

-
4. (%) Test de Afriat.

Soluciéon. Teorema (Afriat, 1967). Para un conjunto finito de observaciones
{(p",¢") ., con p' > 0, son equivalentes:

(i) Existe v : R} — R continua, monétona y concava que racionaliza los datos:

q' € argmax,. ¢ u(q) para todo t.

(ii) Los datos satisfacen GARP: para toda secuencia ti,...,tx = t; con p'* - ¢'* >
plt - ¢"+1, no puede haber j con desigualdad estricta.

(iii) Existen {us, A} > 0 con ug < ug+ N p' - (¢° — ¢') para todo s, ¢ (desigualdades de
Afriat).

GARP es la version transitiva de la preferencia revelada para datos finitos: WARP
basta con dos canastas, pero con tres o mas se necesitan ciclos. Lo notable es que
la concavidad de u puede imponerse sin pérdida de generalidad en datos finitos. Las
desigualdades de Afriat dan un método constructivo: u(q) = ming{u; + A\p' - (¢ — ¢*)}
es coOncava, monodtona, continua y racionaliza los datos.

2.3 Consumo intertemporal

1. (x) Consumo intertemporal logaritmico con horizonte 7 + 1.

(a) Inada e interioridad.
Solucién. Para w(C) = InC: «/(C) = 1/C > 0, «'(C) = —-1/C* < 0,
lime o+ v = +00, lime_yo v/ = 0. Si Cf = 0 para algtn ¢, la utilidad marginal en
t serfa infinita y trasladar consumo desde un periodo con C > 0 generaria ganan-
cia infinita: contradiccion. Ademas, U = > 8" In(C}) es estrictamente concava y
la restriccion lineal: las CPO de Lagrange son suficientes.
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(b)

Restriccion consolidada.

Solucién. Dividiendo A, = (1 +i)(A; + I, — C}) entre (1 + )"t y sumando
telescopicamente parat =0,...,7T":

T

Ariy
(1 1 )T+ B Z
=0

Con Ay = Aryq =0, se obtiene > Cy/(1 +4)' = W.

Lagrangiano y CPO.

Solucién.

L= Z(StlnCt [i Ct ]

=0

La CPO en C} entrega
5t A [6(1 +4)]
CAE

Parat =0, \* = 1/C{: el multiplicador es la utilidad marginal de la riqueza vital
(teorema de la envolvente).

Ecuacion de Euler.

Solucién. Dividiendo las CPO en ty ¢t + 1:

Tres regiones: g > 1 = consumo creciente (premio del mercado domina);
g = 1 = consumo plano (regla de Friedman); ¢ < 1 = consumo decreciente
(impaciencia domina).

Solucion cerrada.

Solucién. Iterando la Euler, C} = ¢'Cjj. Sustituyendo en la restriccion consoli-

dada:
T q t
Co ;(1 +i) =

Como g/(1 + 1) = 0 (aspecto distintivo del caso log),

T
Z5t:1_5T+1
1—6 7
t=0
y por tanto
. 1-9¢ . e

La fraccion (1 —§)/(1 —67™) no depende de 4; i afecta a C s6lo a través de W.

11



(f)

Elasticidad de sustitucién intertemporal.

Soluciéon. In(Ciy1/Cy) =1néd + In(1 + 7), luego

EIS = M —
O0ln(1 + 1)
Coherencia con dos periodos.
Solucién. Para T =1,
R ) W
A R

que coincide con el limite log (o0 — 1, p = ¢§) del ejercicio 5. Asimismo, Cf =
S(L+i) W/(1+9).

Horizonte infinito.

Solucién. Cuando 7' — oo, 87+ = 0y

Co— (1—0)W.

Mas atn, Cf = (1 —0) W, con W, la riqueza vital remanente: el consumidor gasta
cada periodo una fraccion constante 1 — 9 de su riqueza vital. Es la version log de
la regla de Friedman—ingreso permanente.
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