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PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU
FACULTAD DE CIENCIAS E INGENIERfA

I0P224 — INVESTIGACION DE OPERACIONES
Préctica Dirigida 3

Primer semestre 2026-1

Temas: optimizacion irrestricta, estdtica comparativa, teorema de la envolvente, multiplicadores de

Lagrange y aplicaciones a microeconomia (UMP, EMP, minimizacién de costos, mazximizacion del

beneficio).

I. Ejercicios para la sesion de practica

1. (Optimizacidn irrestricta.) Considere la funcién
f(z,y) = 2* + 2y + y* — 3z — 6y.

(a) Halle todos los puntos criticos de f.
(b) Calcule la matriz hessiana Hy y clasifique cada punto critico (maximo, minimo, silla).

(c) (El extremo encontrado es local o global? Justifique.

2. (Estatica comparativa via TFI: firma competitiva.) Una firma competitiva enfrenta un

precio p > 0 y produce ¢ > 0 unidades con funcién de costos c(q) = aq?, o > 0. Su beneficio es
m(g;p, @) = pq — ag’.
(a) Plantee y resuelva el problema max,>o m(q; p, @), verifique la SOC y obtenga ¢*(p, o).

(b) Sin sustituir ¢* explicitamente, defina la condicién de primer orden como F(q;p,a) = 7'(¢;p, ) =
p — 2aq = 0. Verifique las hipétesis del TFI (0F/0q # 0 en el éptimo) y aplique el TFI para

* *

Jq Jq

a partir de
ap ¥ 9a P

calcular

aq* _8F/8p aq* _8F/8a
dp  O0F/0q’ da  OF/0q’

Compare con el célculo directo a partir de ¢* = p/(2a).

(c) Interprete econémicamente los signos obtenidos.

3. (Teorema de la envolvente — Lema de Hotelling.) Un productor utiliza trabajo L > 0 para
producir un bien mediante f(L) = v/L. Vende el producto al precio p > 0 y paga el salario w > 0. Su

funcién de beneficio es

7(p,w) = mex [pVL — wL].

(a) Resuelva el problema interior y obtenga L*(p,w), la oferta y*(p,w) = v L*, y la funcién de

beneficio indirecta 7 (p, w).
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(b) Verifique el lema de Hotelling: gj; =y*(p,w) y S—Z = —L*(p,w).

4. (Lagrange — UMP Cobb—Douglas.) Un consumidor tiene preferencias u(zy,x2) = x}/ Qxé/ 2

b

enfrenta precios p1,p2 > 0 e ingreso I > 0. Resuelva el problema de maximizaciéon de utilidad

max u(z1,z2) sujetoa pixy + paxe = I,
r1,22>0

via el método de Lagrange. Obtenga las demandas marshallianas 7 (p, I), z3(p, I), el multiplicador A\*

y la utilidad indirecta v(p, I). ;Qué interpreta econémicamente A\*?

5. (UMP con preferencias Stone—Geary.) Considere ahora un consumidor con preferencias
Stone—Geary:
u(zy,w2) = (21 —71)* (w2 —72) "%, a € (0,1), 11,72 =20,

donde ~; representa el consumo de subsistencia del bien 7. Se asume x; > ~; y que el ingreso I supera

el costo de la canasta de subsistencia: I > p1y1 + p2y2.

(a) Mediante el cambio de variable y; = x; — 7;, reduzca el UMP a un problema Cobb-Douglas en

las variables (y1,42) con un ingreso efectivo I = I — p1y, — paya.

(b) Obtenga las demandas marshallianas 7 (p, I),z5(p, I). Verifique que el gasto en cada bien es

lineal en los precios y el ingreso (Sistema de Gasto Lineal, LES).
(c) Interprete econdémicamente la estructura de la demanda: jqué fraccién del “ingreso disponible”

se gasta en cada bien?

6. (Lagrange — Minimizacién del gasto del consumidor.) Con las preferencias del Problema 4,

1/2 1/2
2,1/

u(zy, x2) = ] , resuelva el problema dual:

. . 1/2 1/2  _
min pixr] + pexe sujetoa ' Ty =u,
x1,22>0

donde @ > 0. Obtenga las demandas hicksianas hj(p, ), ho(p, ) y la funcién de gasto e(p, @). Verifique
el lema de Shephard: h; = Oe/0p;.

7. (Minimizacién de costos del productor.) Una firma produce un bien con la tecnologia

f(z1,22) = Va1 + Vg,

donde x1,z9 > 0 son cantidades de los insumos, con precios wi,wg > 0. Resuelva el problema de

minimizacién de costos

min  wix; + woxs sujeto a /xy + /T2 = ¢,

x1,22>0

donde ¢ > 0 es el nivel de produccién deseado.
(a) Obtenga las demandas condicionadas de insumos z§(w, q) y z5(w, q).

(b) Obtenga la funcién de costos c(w, q) y verifique el lema de Shephard: z§ = Oc/0w;.
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II. Ejercicios para resolver en casa

8. (Optimizacién irrestricta con varios puntos criticos.) Considere

flz,y) = 2* +y° — 3ay.

(a) Halle todos los puntos criticos.
(b) Clasifique cada uno usando el criterio del hessiano.

(c) ;Existe algtin extremo global de f en R?? Justifique.

9. (Estatica comparativa: monopolio via TFI.) Un monopolista enfrenta la demanda inversa
p(q) = a — bg (a,b > 0) y produce con costo total ¢(q) = cq+ F (¢ € (0,a), F > 0). Su beneficio es
m(g;a,b,¢, F) = (a — bgq)qg —cq — F.

(a) Plantee y resuelva maxg>o 7(g). Verifique la SOC y obtenga ¢* y p* en funcién de los pardametros.
(

b) Defina F(q;a,b,c) = 7'(q;a,b, ¢, F). Verifique que OF/dq # 0 en el 6ptimo y aplique el Teorema
oq* dq* 0q*
de la Funcién Implicita para calcular K 9 G sustituir la solucion explicita. Sugerencia:

da’ b’ Oc
0q* /00 = —g%gz para cada pardmetro 6.

(c) Interprete econémicamente los signos obtenidos.

(d) ¢{Cuadl es el beneficio maximo 7*? Verifique el teorema de la envolvente aplicado al parametro a:
or* .

da L

10. (Envolvente: Identidad de Roy.) Sea

v(p1,p2, 1) = max w(x1,r2) sujeto a pixy 4+ paxe =1

la funcién de utilidad indirecta. Suponiendo que la solucién es interior y los multiplicadores existen,

demuestre que se cumple la identidad de Roy:

ml(p71):_8v//8[7 7':172'

Sugerencia: aplique el teorema de la envolvente al lagrangiano respecto de p; y de I.

Verifique la identidad de Roy en el caso u(zy,z2) = x122 con py,p2,I > 0: calcule las demandas

marshallianas, la utilidad indirecta y compruebe la férmula.

11. (Eleccién intertemporal: del caso de 2 periodos al caso general T.) Un consumidor vive
T periodos, indexados t = 0,1,...,7 — 1. En el periodo ¢ recibe un ingreso exégeno w; > 0, consume

¢t > 0, y puede prestar o pedir prestado a una tasa de interés r > 0 (constante). Sus preferencias son
T-1
U(co,cl,...,cT_l):Zﬁt In ¢, g e (0,1),
=0
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v la restriccién presupuestaria intertemporal es

S
L
~
L

Ct Wt

e &y

t

I
o
Il
o

donde W > 0 es la riqueza descontada total (valor presente de los ingresos).

(a) Caso de 2 periodos. Tome T' = 2. Resuelva el problema via Lagrange y obtenga cf, ¢j. Identifique
cuando el consumidor es prestamista (¢ < wp) y cuando es prestatario. Considerando el caso wy = 0,

calcule Ocf/Or e interprete econémicamente (efectos sustitucion vs ingreso bajo utilidad logaritmica).

(b) Caso general T'. Para T arbitrario:

(i) Plantee el lagrangiano y derive las condiciones de primer orden (la ecuacion de Euler relacionando
€t CON Cpy1).

*

(ii) Demuestre que el consumo éptimo crece de manera geométrica: ¢f = [B(1 + r)]t ch-

(iii) Use la restriccién presupuestaria para obtener

1-p
*
= ——=W.
=17 o7
(Sugerencia: la suma geométrica ZtT;(]l Bt = %)

(iv) Discuta la trayectoria de c;:
e SiB(1+4r)>1: jcrece o decrece el consumo?
e SiB(1+4r)=1: jqué ocurre?
e Si f(1+7r)<1: jcrece o decrece?
Interprete el papel de la paciencia 8 y la tasa r.
(v) Verifique que en el limite 7' — oo (vida infinita) y 8 < 1, ¢ — (1 — B)W.

12. (Problema dual del productor.) Una empresa produce con tecnologia f(x1,x2) = ZL‘}/4ZC;/4,
donde x1,x2 > 0 son insumos con precios wi,ws > 0. El precio del producto es p > 0.

Y . 1/4 1/4 _
(a) Minimizacién de costos: Resuelva ming, ;,>0 wiz; + wazsy s.a. 3:1/ 3:2/ = ¢. Obtenga las

demandas condicionadas z§(w, q) y la funcién de costos c(w, q).

(b) Verifique el lema de Shephard: z§{ = Oc/0w;.

(c) Maximizacién de beneficios: Resuelva max,>o pg — ¢(w, q). Obtenga la oferta ¢*(p,w) y la
funcién de beneficio 7*(p, w).
(d) Verifique el lema de Hotelling: ¢* = On*/0p y xf = —0n*/Ow; (donde z} = xf(w,q*) son las

demandas no condicionadas).
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