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I. Topologia en R"

1. Sea a € R" y r > 0. Pruebe que
By, (a;r) C Byy,lasr) € By (a;ir).

2. Sean A, B C R™ no vacios.
(a) Si A es abierto, pruebe que A+ B ={a+0b:a € A, b€ B} es abierto.

(b) (Es cierto que si A y B son cerrados, entonces A + B es cerrado? Pruebe o dé contraejemplo.

(¢) Pruebe que si A es compacto y B es cerrado, entonces A + B es cerrado.

3. Pruebe que el conjunto presupuestario (Walrasiano)
B(p,w):{xER?_:pTajgw}, p>0, w>0,
es compacto.

II. Conjuntos Convexos

N x
U:{l‘ERZL_I mln{l,...7n}20},
ai an,

donde ai,...,a, >0y c>0.
(a) Pruebe que U es convexo.

1. Considere el conjunto

(b) Grafique U paran =2, a1 =1,a3 =2, c=1.

(¢) Interprete U en términos econémicos como conjunto de requerimiento de insumos de una tecnologia
Leontief.

2. Sea
K={zeR":| Az — bl < 1},

donde A € R™*™ y b € R™. Determine si K es un conjunto convexo.

3. Sean a,...,a, € (0,1) con Y " ; a; < 1. Considere el conjunto
n

X:{x€R1+:H:U§“>1}.
i=1

Pruebe que X es convexo. (Sugerencia: tome logaritmo y use concavidad de In.)

4. Sea Y C R" una tecnologial. Se dice que Y:

e presenta rendimientos a escala no crecientes si paratodoy € Yy a € [0,1]: ay € Y

'En teorfa econémica de la produccién, una tecnologia Y C RE es el conjunto de vectores de produccién factibles
y = (y1,...,yr). Por convencién, y, > 0 indica que el bien ¢ es producto (output) y y¢ < 0 indica que es insumo (input).
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e es aditiva si para todo v,y € Y: y+y €Y.

Demuestre que Y presenta rendimientos no crecientes y es aditiva si y sélo si Y es un cono convexo®.

5. Se dice que una tecnologia Y C R presenta la propiedad de libre disposicién si para todo y € Y
e ¥y < y (componente a componente), entonces 4’ € Y. Demuestre que si Y es cerrada, convexa y
satisface —Rfr C Y, entonces Y cumple libre disposicién.

(Interpretacion: un productor siempre puede “desperdiciar” insumos o desechar producto.)

6.

(a) Demuestre que la interseccién de una familia arbitraria de conjuntos convexos es un conjunto
coNnvexo.

(b) Dado zp € R™ y S C R", use la parte anterior para demostrar que
X ={zeR": |z -zl <|z—yl, Yy €S}

€S convexo.

(Sugerencia: eleve al cuadrado la desigualdad ||x — zo|| < ||x — y||, expanda y simplifique para
obtener una desigualdad lineal en x. Interprete X como interseccion de semiespacios.)

III. Funciones Convexas y Cdéncavas

n
1. Pruebe que h : R® — R dada por h(z) = ||z||*> = Z z7 es convexa.
i=1

2. (Funcién de produccién CES.) Considere la funcién de produccién de tipo CES (Constant
Elasticity of Substitution) generalizada f : R} — R:

n 1/p
f(z) = (Zaixf> , p€(0,1), o >0.
=1

Nota histérica. La funcién CES fue introducida por Kenneth Arrow (matemé&tico y premio Nobel de
Economia 1972), H.B. Chenery, B.S. Minhas y Robert Solow (matemédtico y premio Nobel de Economia
1987) en 1961. Los pardmetros «; representan las participaciones de los insumos en la produccién, y p
determina la facilidad de sustitucién entre insumos: p cerca de 1 indica sustitutos cercanos (la funcién se
aproxima a la lineal), mientras que p — 0T converge a la Cobb-Douglas y p — —o0 a la Leontief min{x;/a;}.
La elasticidad de sustitucién o = 1/(1 — p) mide qué tan facilmente se puede reemplazar un insumo por otro
ante cambios en los precios relativos.

(a) Verifique que f es homogénea de grado 1: f(tx) =t f(x) para todo ¢t > 0.

(b) Usando la desigualdad de Minkowski para 0 < p < 1 (que se enuncia a continuacién), pruebe que
[ es superaditiva: f(x +y) > f(x) + f(y) para todo =,y € R’}

Desigualdad de Minkowski para 0 < p < 1: dados a,b € R,
n 1/p n 1/p n 1/p
(Zai(ai+bi)p> > (Zaiaf) + (Zaib‘?) :
i=1 i=1 i=1

(¢) Concluya que f es cdncava.

2Un subconjunto K C R™ es un cono convezo si es cerrado bajo combinaciones lineales no negativas: para todo
¥,y € K y todo a, 8> 0, se cumple ay + By’ € K.
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3. Sean f: Dy CR" >R yg: Dy CR" — R funciones convexas. Pruebe que
h(z) = max{f(x), g(x)}, h:DyN Dy — R,

€S convexa.

4. (Desigualdades integrales.) Sea f: R — R convexa y continua.

(a) Pruebe que para todo intervalo [a, b|:

Lo fla) + f(b)
b—a/a f(z)de < —

ugerencia: parametrice = (1 —t)a 4+ tb con t € |0, 1] y aplique la definicion de convexidad.
S ) ) 1 b 0,1 li la d jcion d idad
ara h > jo, defina
b) P h > 0 fijo, defi
1 x+h
)= — t)dt.

x—h
Pruebe que si f es convexa, fn(z) > f(x).
(Sugerencia: sustituya t = x+sh con s € [—1,1], agrupe f(x+ sh)+ f(x —sh) y use convexidad.)
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Problemas Adicionales

Al. Sea T : X — Y una transformacién lineal entre espacios vectoriales y A C X un subconjunto
convexo. Pruebe que T'(A) es convexo en Y.

A2. Sean C1,...,C, C R" conjuntos convexos. Pruebe que la interseccion ﬂle C; es convexa. Deduzca
que el conjunto factible de un sistema de desigualdades lineales {z € R" : Az < b} es convexo.

A3. Si f,g:R"™ — R son convexas y a, 5 > 0, pruebe que af + 8¢ es convexa.

A4. Sea C([0,1]) el espacio de funciones continuas f : [0,1] — R, equipado con la norma del supremo
[flloo = maxiepo ) [£(2)]-

t
(a) Considere la sucesion f,(t) n 5 paran > 1. Determinessi (f,,) converge en (C([0, 1]), ||[|oc)-

T 1+ n2t
(b) Pruebe que (C([0,1]),]-]|lsc) s un espacio de Banach (espacio normado completo): toda sucesién
de Cauchy converge.

(Sugerencia para (b): si (fy) es de Cauchy en | - ||, entonces para cada t € [0,1] fijo la sucesion
(fn(t)) C R es de Cauchy. Defina f(t) = lim, f,(t) y pruebe que f, — f uniformemente; el limite
uniforme de funciones continuas es continuo.)

A5. Pruebe que para todo x € R" se cumple

Il = limn o}

(Sugerencia: si M = ||z||o0, escriba ||z|, = M(Zi(|xi|/M)p)1/p y analice (Ei(|x¢]/M)p)l/p —1.)

A6. Un conjunto C' C R™ es convezo en su punto medio si, siempre que a,b € C, el promedio (a+ b)/2
también pertenece a C. Demuestre que si C es cerrado y convexo en su punto medio, entonces C' es
convexo.

A7. Pruebe que
flx1,...,2p) =1n (Z emi>
i=1

es convexa sobre R"™.

(Sugerencia: aplique la desigualdad de Holder: dados a,b € R™ y p,q € (1,00) tales que % =+ % =1, se
. n n 1 n 1
tiene Y faibl < (S0 Jaal?) " (S0 [b:]7) )
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