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1 Externalidades

Definiciéon 1.1. Existe una externalidad cuando la actividad de un agente afecta el bienestar
(o la produccion) de otro a través de un canal ajeno al mercado, sin compensacion. El efecto
puede ser negativo (contaminacioén) o positivo (un apiario que poliniza un huerto).

1.1 Externalidad de producciéon

Dos firmas tomadoras de precios: la acerera S produce acero s y contaminaciéon z, y la
pesquera F' produce pescado f, rio abajo. Los costos dependen de x:

oC ocC
8_S <0 (contaminar abarata a 5), 8_F >0 (contaminar encarece a F).
x x

Equilibrio descentralizado. Cada firma optimiza por su cuenta:

ocs [ ocs
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max pgs — Cs(s,x) = pg =
S, T

La acerera contamina hasta que su propio costo marginal de contaminar se anula, ignorando
el dano 0Cr/0x > 0 que impone a la pesquera (F no controla x).

Asignacion eficiente. Una firma fusionada (o el planificador) maximiza el beneficio con-
junto Ilg 4+ IIx; la condicién en x internaliza ambos efectos:

“acs _acy
or  Ox

(beneficio marginal de contaminar = dano marginal). (1)

Como en el 6ptimo dCr/0z > 0, el nivel eficiente Z es menor que el descentralizado: el
mercado produce demasiada contaminacion.
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precio

contaminacion x

El 6ptimo & iguala el beneficio marginal de contaminar —C'Mg con el dafio marginal CMp. El
privado z* (donde —C'Mg = 0) es mayor.

1.2 Soluciones: impuesto pigouviano, derechos de propiedad y Coase

Impuesto pigouviano. Un impuesto ¢ por unidad de contaminacién cambia la CPO de

la acerera a —0Cgs/0z = t. Fijando
0CF
= —— 2
Oz s @)

(el dano marginal evaluado en el dptimo), la acerera elige . El impuesto debe medirse en z,
no en el nivel privado.

En equilibrio parcial: sea MC(Q) el costo marginal privado y SMC(Q) = MC(Q) +
(dano marginal) el social. El mercado iguala P = MC (Q.); el éptimo exige P = SMC
(Qs < Q.). La pérdida irrecuperable es el tridangulo entre SMC' y P en [Qs,Q.], y t* =
SMC(Q,) — MC(Q,).
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Derechos de propiedad y teorema de Coase. Si se crean derechos de contaminacion
bien definidos y transables, las firmas negocian su precio q. Asignando el derecho a la pesquera
o a la acerera, en ambos casos el mercado de permisos vacia en (??7), dando el mismo Z.

Teorema de Coase. Con derechos bien definidos y costos de transaccion nulos,
el nivel de contaminacion de equilibrio es eficiente e independiente de a quién se
asignen los derechos. La asignacion solo afecta la distribucion del excedente.
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La relevancia practica del teorema esté limitada por costos de transaccion altos y por con-
sideraciones distributivas (puede requerir que el afectado pague).

2 Bienes publicos

Definicion 2.1. Un bien es no riwal si el consumo de una unidad adicional tiene costo
marginal social nulo; es no excluyente si no se puede impedir su consumo a quien no paga.
Un bien piblico puro es no rival y no excluyente (defensa nacional). La rivalidad y la exclusion
son independientes: un peaje excluye de una carretera no rival; un banco de peces es rival
pero no excluyente (acceso comun).

2.1 Provisién 6ptima: condicién de Samuelson

Economia con un bien privado z; (numerario), un bien publico G producido a costo marginal
TMT (en unidades de numerario), y consumidores ¢ = 1,...,n con utilidad w;(z;,G). El
planificador maximiza la utilidad de uno sujeta a las de los demés y a los recursos » . x; +
TMT - G = M. El Lagrangiano (dos consumidores) es

L=uxs(xs,G)+ /\(uB(xB,G) — EB) + u(]\/[ — x4 —xp — TMT G).

0 0
Las CPO en x4, 25,Gdan p =1, A =1y % + % = TMT. Dividiendo cada término
por la utilidad marginal del bien privado respectivo,
= - . 0u;/0G
S TMS =TMT | TMS' = 0us/ 0G (3)
i—1 3uz/8xz

A diferencia de un bien privado (TMS* = TMT para cada i), aqui se igualan la suma de las
disposiciones marginales a pagar y el costo marginal: como todos disfrutan la misma unidad
adicional, su valor social es la suma de las valoraciones.

2.2 Agregacion vertical y falla del mercado

La demanda inversa individual por el bien piblico es p;(G) = TMS'(G). Como el bien es
no rival (todos consumen el mismo G), la disposicion a pagar agregada es la suma vertical

P(G) =Y, TMS(G), y la eficiencia exige P(G) = TMT.
> TMS!

'MT

precio

'

G*
bien publico G
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Para un bien publico las demandas se suman verticalmente; el 6ptimo G* iguala ), TMS® con
TMT.

En el mercado competitivo cada consumidor iguala TMS’ = p¢/p, y los productores TMT =
pa/pe; luego TMS® = TMT para cada i, lo que no cumple (??). El precio relativo es
“demasiado bajo” y el bien publico se subprovee: cada agente ignora el beneficio que su
gasto genera a los demas.

2.3 Free-rider y precios de Lindahl

Bajo provision voluntaria (cada i aporta g;, G = >_.¢;), el equilibrio de Nash subprovee
porque cada agente iguala solo su TMS® al costo marginal; el problema se agrava con n
(polizonaje).

Los precios de Lindahl son precios personalizados p; con >, p; = TMT tales que, en-
frentando p;, todos demandan el mismo G* (TMS’ = p;). Entonces

> TMS = p; =TMT,

y la asignacion es eficiente. Su limitaciéon: como la cuota p; depende de la demanda reportada,
cada agente tiene incentivo a subdeclarar su valoracion. La revelacion veraz de preferencias
por bienes piublicos es, por ello, el problema central de la economia piblica.

3 Capital en el tiempo

3.1 Valor presente descontado (tiempo continuo)

Con tasa instantanea r > 0 constante, el valor presente de un flujo f(¢) sobre [0,7] es

T
PDV = / f(t)e . (4)
0
Casos ttiles (con 7" — 00):

f=1:PDV=1i  ft)= foe (r>g): PDV = L
r r—g

(Gordon).

El analogo discreto de la perpetuidad es ) -, N(1 + i)™ = N/i; la equivalencia entre
capitalizacion discreta y continua es 1 +i = ¢e”, esto es r = In(1 + ¢) & ¢ para i pequeno.

3.2 Duraciéon
La duracion es el tiempo medio (ponderado por valor presente) de espera del pago:
T —r
5o Jo tf(t)e tdt.
Jo F@yertat

1/T2 1 . 1 1
= —; para una creciente, D =
1/r r r—g r

Para una perpetuidad constante, D =

peso se desplaza a los pagos futuros).
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3.3 Costo de uso del capital

Considere una maquina de precio p, depreciacion d y tasa r. El costo de uso (tasa de alquiler
de equilibrio sin beneficios) se obtiene por arbitraje: comprarla, alquilarla un periodo por v
y revenderla debe rendir lo mismo que el activo seguro:

pl+r)=v+(1—-dp = |v=p(r+4d)|

Los componentes son el interés rp y la depreciacion dp. Si el precio de la maquina crece a
una tasa esperada 7, el arbitraje p(1+7) =v+ (1 —d)(1 4+ m)p da

vep(r+d—mn), (6)

es decir, costo de uso = interés + depreciacion — ganancia de capital esperada. En tiempo
continuo, v(t) = (r + d)p(t) — p(t). Si d = 0 la maquina es un bono perpetuo: p = v/r.

3.4 Momento 6ptimo: la regla interés = tasa de crecimiento

Un activo cuyo valor crece con la espera, V(t), se vende cuando se maximiza e "V (¢):

L) = e (V) - V) =0 =

V'(t)
V()

=7

Se cosecha cuando la tasa de crecimiento del activo cae hasta la tasa de interés (costo de
oportunidad del capital). Un costo de plantar constante es irrelevante para t* (escala PDV sin
mover el maximo); un mayor r adelanta la cosecha. La condicién de segundo orden requiere
d
—(V'JV) <0 en t".

dt

Cosecha unica (regla de Wicksell). Antes de replantar, conviene fijar el caso base. Si

el rodal se tala una sola vez a la edad T' y su volumen crece segun f(7") (con f' >0, f” <0
a partir de cierta edad), el duefio maximiza el valor presente de la tala,

—rT
max p f(T)e™".

La condicién de primer orden es

AT = pe T (T) - rF(T) =0 =

Es decir, se tala cuando la tasa de crecimiento biolégico del bosque f'/f iguala la tasa de
interés: mientras el bosque crezca mas rapido que r, conviene esperar; cuando crece mas
lento, conviene talar e invertir el ingreso a la tasa r.

Rotacion de Faustmann. Si el terreno se replanta indefinidamente, cada rotaciéon dura T
anos, cuesta C' al plantar y produce pf(T') al cosechar. El valor presente de un ciclo (plantar
en t = 0, cosechar en t =1T') es

—C+pf(T)e ™.
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Como los ciclos son idénticos y el siguiente empieza en ¢t = T, el valor del terreno (Land
Expectation Value) es la suma geométrica

> T)e ™' - C
V(T) = (pf(T)e_TT — C’) Z el = pf(l )_ p— )
n=0

Para optimizar escribimos V = N/D con N(T) = pf(T)e™™ —C y D(T) =1 —¢e"", de
modo que

N(T) = pe ™ (J(T) - rf(T)),  D(T)=re™.
La condicion V'(T') = 0 equivale a N'D = ND":

pefrT(f/ o T’f) (1 o efrT) — (pfefrT o C) T,efrT
p(f —rf)(1—e"T)=rN=rDV.

Dividiendo entre D =1 — ™7 se obtiene p(f’ —rf) =1V, esto es

pf () =rpf(T)+rV(T) | (7)

Interpretacion. En el o6ptimo, el beneficio marginal de esperar (el valor del crecimiento
del bosque, pf'(T)) iguala al costo marginal de esperar, compuesto por dos términos:

e rpf(T): el interés que se deja de ganar sobre el valor de la madera en pie si se pospone
la venta;

e rV(T): el interés sobre el valor del propio terreno, pues al retrasar la cosecha se
posponen todas las rotaciones futuras y se renuncia al rendimiento r sobre V.

El término adicional » V(T') > 0 —el costo de oportunidad del suelo, ausente en el caso de
cosecha tnica— exige un pf’(T") mayor y, como f’/f es decreciente, se alcanza antes. Por
tanto Traustmann < TWicksenl: 1a posibilidad de replantar acorta la rotacion 6ptima. En el limite
V — 0 (por ejemplo C' muy alto o r alto que aniquila las rentas futuras) se recupera la regla
de cosecha tnica f'/f =r.

3.5 Recursos agotables: la regla de Hotelling
El duefio de un yacimiento finito con stock z(t), z(0) = zo, extrac a tasa ¢ = —& > 0y

maximiza el valor presente del flujo de rentas

max / (p—c)qe " dt sujeto a i=—q, x(t)>0,
Q(‘)ZO 0

donde p es el precio y c el costo marginal de extraccion. El Hamiltoniano de valor presente,
con coestado A asociado a © = —q, es

H=(p—c)ge" +X—q).
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Las condiciones de Pontryagin son

H
0= A= ©
: H
/\:—%—$:0 = A = const, 9)
lim A(t) z(t) =0 (transversalidad).

t—o00

El precio sombra de valor presente A es la renta de escasez descontada y es constante a lo
largo de la trayectoria 6ptima (porque H no depende de z). De (7?7)-(?7),

(p—c)e ™ =X=const = p(t) —c(t) = re™.

Diferenciando (p — ¢)e™"" = X respecto de t,

(p=¢)e™ —r(p—c)e™ =0,

de donde

p=r(p—c)+é (regla de Hotelling). (10)

No arbitraje intertemporal. La renta de escasez p — c es el valor de dejar una unidad
bajo tierra. Mantener ese activo debe rendir lo mismo que cualquier otro: su ganancia de
capital (p — ¢) ha de igualar el rendimiento r(p — ¢) de venderlo hoy e invertir el ingreso. El
propietario queda asi indiferente entre extraer hoy (e invertir a la tasa r) y extraer manana.
Si el costo es constante (¢ = 0), la renta crece exactamente a la tasa r, p = r(p — ¢); y con
¢ = 0 el precio sigue p(t) = ppe™. Un abaratamiento tecnoldgico de la extraccion (¢ < 0)
hace que el precio crezca mds lento que r(p — c).

Version en valor corriente. El mismo resultado se obtiene, de forma mas transparente,
con el Hamiltoniano de valor corriente H = (p — ¢)g — pg, donde p = Ae™ es la renta de
escasez no descontada. Entonces OH /0qg = 0 da pu = p—c, y la ecuacion del coestado
=T — 8ﬁ/6$ = rp entrega u(t) = poe™: la renta de escasez crece a la tasa r, que es la
regla de Hotelling.

Cierre del modelo. La regla de Hotelling fija la tasa de crecimiento del precio, pero no
su nivel inicial. Para cerrarlo se afiade la demanda q¢ = D(p) (decreciente) y la restriccion
de agotamiento del stock. Con ¢ = 0 y precio de estrangulamiento p (aquel para el que
D(p) = 0), el yacimiento se vacia justo cuando el precio alcanza p en un instante 7"

T
poe’l =p, / D(poe”) dt = xg.
0

Estas dos ecuaciones determinan (pg, T'): el nivel inicial de la renta de escasez pg y la fecha de
agotamiento. La transversalidad lim; 7 A(¢)z(t) = 0 se satisface porque z(T") = 0 (el recurso
se usa por completo).



