El Lagrangiano en optimizacion restringida:
Lpor qué “+\” o “—=\"7

El teorema clasico, la geometria de los gradientes,
y los problemas de max utilidad y min gasto

El teorema de Lagrange en R"

Consideremos:

{ a. <
min f(z)  sa. g(z) <0

Si 2* es un minimo y Vg(z*) # 0, entonces existe A > 0 tal que:

Vi) +AVg(z*) =0 (estacionariedad)
g(z*) <0 (factibilidad)

Ag(x™) =0 (holgura complementaria)

A>0 (no negatividad)

El Lagrangiano correspondiente es:

L=f(z)+ Mg(z), A>0
=

No es convencién. Es la tnica posibilidad geométricamente consistente con que z* sea
minimo.




i Por qué “+)\” en minimizaciéon?

Tres hechos sobre los gradientes

Hecho 1. Vg(z*) apunta hacia donde g crece, es decir, hacia afuera de la region factible

{g <0}

Hecho 2. Vf(z*) apunta hacia donde f crece. Para minimizar, la direccién de mejora es
-Vf.

Hecho 3 (clave). Si z* es 6ptimo, la mejora —V f no puede apuntar hacia adentro de
la region factible (si pudiera, bajarias f sin salirte: contradiccion). Entonces —V f apunta hacia
afuera, como Vg:

—Vf=uVg, t>0 = Vf+uVg=0 = L=f+Xg, A>0

La Figura 1 muestra esto en un diagrama “local”: la frontera g = 0 es una linea, Vg apunta
hacia afuera (arriba), y Vf apunta en direccion opuesta a Vg (hacia adentro). La condicion
Vf+ AVg=0con A > 0 dice exactamente eso: son antiparalelos.

V g (afuera) p

g=0 antiparalelos
4 < Vf+AVg=0
x* A>0

V fhacia adentro) \

Figura 1: *
Figura 1. Minimizacion (vista local en x*): V [ apunta hacia adentro de la region factible, Vg apunta
hacia afuera. Son antiparalelos, lo que da Vf+ AVg =0 con A > 0.

(Qué pasaria con signo menos?

Si L = f — Ag, la condicion VL = 0 darfa Vf = AVg: ambos apuntarian hacia afuera.
Entonces —V f (la mejora) apuntaria hacia adentro. Podrias bajar f sin salir. Contradiccion.

En una frase

El signo “4” codifica que en un minimo, descender te saca de la region factible. La
restriccion te atrapa.



.Y en maximizaciéon? El signo se invierte

A .a. <
méx f(z)  sa. g(z) <0

Ahora la mejora es +V f (ascenso). En el 6ptimo, +V f no puede apuntar hacia adentro, asi
que apunta hacia afuera como Vg. Es decir, Vf y Vg son paralelos (misma direccion):

Vf=pVg, p>0 = Vf-puVg=0 = |[L=[—Ag, A>0]

Vf—AVg=0, \A>0
paralelos (ambos apuntan afuera)
Vg Vf
L

77
Figura 2: *

Figura 2. Mazimizacion (vista local en x*): V[ y Vg apuntan ambos hacia afuera (paralelos). Subir f
te saca de la region factible. Esto da Vf —AVg=0 con A > 0.

Comparacion

Minimizacion Maximizacion

Direccion de mejora —-Vf +Vf
Vfvs Vg antiparalelos paralelos
Condicién Vf+AVg=0 Vf—-AVg=0
Lagrangiano L=f+)\g L=f—-)\g

Regla practica
En el 6ptimo, mejorar te saca de la regiéon factible.
= Min: mejora = —V f apunta afuera = V[ apunta adentro = “+\”

= Max: mejora = +V f apunta afuera = V f apunta afuera = “—\"



Ejemplo 1: maximizacion de utilidad

Problema

max u(z,y) s.a. P2+ pyy <m
x?y

Paso 1: identificar f y g

General Aqui

f(z) u(z,y)

g(x) <0 prx+py—m<0
vf (s, uy)

Vg (Pzs Py) =P

Paso 2: plantear el Lagrangiano

Es maximizacion: £ = f — \g:

L =u(z,y) — Mpex + pyy —m)

,C:u(a:,y)—i—)\(m—pxx—pyy), A>0

Paso 3: CPO

Uy = APy (1)
Uy = Apy (2)
Dz + pyy =m (3)
Paso 4: tangencia
Dividiendo entre ([2): Yo _ P (TMS = relacion de precios)
Uy Dy




PaT +pyy =m

*
u

Figura 3: *
Figura 3. Max utilidad: se busca la curva de indiferencia mds alta que toque la recta presupuestaria. En
x* son tangentes: misma pendiente = um/uy = pw/py.

Multiplicador
A = Uy /Py = uy/py = Ov/Om: la utilidad marginal del ingreso.



Ejemplo 2: minimizacién del gasto

Problema

min p,z + pyy s.a.
x?y

Paso 1: forma estandar

u(z,y) >u < u—u(zr,y) <O0.

u(r,y) >

General Aqui

f(x) P2 + DyyY

g(x) <0 a—u(z,y) <0
vf (P2, Py) = P

v-g (_um7 _uy) =—Vu

Paso 2: plantear el Lagrangiano

Es minimizacion: £ = f 4+ A\g:

L = px + pyy + Mu — u(z,y)),

A>0

Paso 3: CPO

Pz = Auar:
Dy = AUy
U(.I',y) =u

Paso 4: tangencia

Dividiendo entre (B)): Uz _ Pz
Uy Py

(misma condiciéon que en max utilidad)



u=1u

Figura 4: *
Figura 4. Min gasto: se busca la recta de isogasto mds baja que toque la curve u = u. En x* son
tangentes: misma pendiente = Uy /Uy = Dy /Dy.

Multiplicador
A = Dy /Uy = py/u, = Oe/0u: el costo marginal de la utilidad.

Relacion entre multiplicadores

Amin = 1/Amax. El costo marginal de la utilidad es el reciproco de la utilidad marginal del
ingreso.



Dualidad: dos problemas, un mismo punto

La correspondencia

Max utilidad Min gasto
Objetivo u(z,y) Da® + PyY
Restriccion Pz + pyy <M u(z,y) > u
Solucion Marshallianas x*(p,m) Hicksianas h*(p, @)
Valor 6ptimo v(p, m) e(p,u)
Multiplicador ov/Om de/0u

Lo que es objetivo en un problema es restricciéon en el otro.

Identidades
Siu = v(p, m):
e(p,v(p,m)) =m (7)
v(p,e(p, 1)) = u (8)
z*(p,m) = h*(p,v(p,m)) (9)

La geometria comun

Max utilidad Min gasto
Fijar recta (m) dual Fijar curva (i)
Buscar curva mas alta nismo punto x’ Buscar recta méas baja
1 las curvas de u J las rectas de gasto
Figura 5: *

Figura 5. Dualidad: ambos problemas se resuelven en x* (tangencia entre curva y recta). Max utilidad
fija la recta y sube las curvas; min gasto fija la curva y baja las rectas.



Resumen: receta paso a paso

Como plantear el Lagrangiano correctamente

Paso 1. Escribir la restriccion en la forma g(x) < 0.

Paso 2. Elegir el signo:

f+Ag sies minimizacion

f—Ag sies maximizacién
Paso 3. Derivar L respecto a cada variable e igualar a cero.
Paso 4. Resolver el sistema.

(Por qué funciona? Porque el signo garantiza que en el 6ptimo, mejorar te obliga
a violar la restriccion. Estés atrapado.

Minimizacién Maximizacién
Vg Vg ‘ ‘ vy
® °

Vf
antiparalelos paralelos
L=f+Xg L=f-)\g
Figura 6: *

Figura 6. Resumen: en minimizacidn V f y Vg son antiparalelos (signo +); en mazimizacién son
paralelos (signo —).
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