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1. Introduccion

Fue el matemético Richard Bellman quien invent6 la programacién dinamica
en 1953. Esta ultima se utiliza para optimizar problemas complejos que pueden
ser discretizados y secuencializados.

Las variables de interés en los problemas y resultados que serdn abordados
a continuacién son esencialmente las siguientes:

1. La variable de estado z(k) e R™, k=1,...,N — 1.
2. La variable de control u(k) € R™, k=1,...,N.

La variable de control, tal y como su nombre lo indica, es una variable que
puede ser controlada, modificada, afectada directamente. Por ejemplo, en el
contexto de la economia, la inversién o el consumo. Por otro lado, la variable
de estado, tal y como su nombre lo sugiere, es una variable que evoluciona, va
cambiando de estado en estado. Este cambio, se rige por una dindmica (ecuacién
en diferencias)

o(k+1) = f(a(k), ulk), k), k=0,1,...,N — 1. (1)

La funcién f(-), es una funcién arbitraria (no se le exige diferenciabilidad o
continuidad), cuyo domino D yace en R™ x R™ x {0, ..., N — 1}. En ese sentido,
f: D — R™. La ecuacion (1) viene acompanada de una condicion inicial zg =
z(0) =€ R™.

Por otro lado, la variable de control u puede estar sujeta a ciertas restriccio-
nes, que puede incluso depender del periodo k. Matematicamente,

u(k) € Q(k) Cc R™.
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Ejemplo 1. El consumo c(k) de una persona es positivo pero acotado supe-
riormente por su riqueza z(k). Asi,

c(k) =€ Q(k) = [0,z2(k)] C R.
Luego, en el contexto descrito previamente, definimos lo que se conoce como
funcional objetivo J, el cual no es nada menos que la suma

N-—1
7= Fla(k)ulk), k) + S(N))
k=0

con F:D—RyS:R" =R

Observacion. La funcion S se conoce como funcion de ponderacion del estado
final.

Definicién 2. Un control admisible es un control tal que u(k) € Q(k), V 0 <
E<N-1.

Definicién 3. Un control 6ptimo un control admisible que maximiza J.

El problema de optimizacién que busca resolverse es entonces

méx g, g1 J = Sy Fla(k), u(k),k) + S(z(N))
s.a.: z(k+1) = f(z(k),u(k), k)

x(0) = g

u(k) € Q(k), k=0,1,..,N — 1.

Pp :

Definicién 4. La secuencia © = {u*(0),u*(1),...,u*(N — 1)} se conoce como
politica 6ptima.

2. Fundamentos
A continuacion, se exhibe una serie de resultados que seran de suma impor-
tancia a la hora de resolver el problema Pp,.

Proposicion 1. Para cualesquiera j,r € {0,1,..., N — 1} con j < r, se verifica
que x(r) depende tunicamente de x(j), los periodos k = j,...m — 1 y de los
controles

{u(]),u(] + 1)7 ...,’LL(T’ - 1)}
Esto es, x(r) = O(x(j), {u(k) }o=j...rs {k}hmj,...r—1)-

Demostracion. Tenemos que

x(j +1) = f(x(5), u(d), )-



Luego,
2(j+2)=flz(+1),u(+1),7+1) = f(f(2() u@),j),uli +1),7+1),
y asi hasta obtener

z(r) = flz(r —1),u(r —1),r —1)
= f(f(z(r —2),u(r —2),r —2),u(r —1),r — 1)

=U(x(y),u(y),u(j+1),...;ulr—1),5,7+1,....,7 —1).
O

Observacion. Dado xg, los controles {u(0),u(1),...,u(N—1)} determinan com-
pletamente los estados. En ese sentido,

J 2 Jo(zo, {u(0),u(1), ..., u(N — 1)}, k), k=0,...., N — 1.

Lema 5. Sean D y D' dos conjuntos arbitrarios. Sean g y h funciones cuyos
dominios de definicién son D y D x D' respectivamente. Entonces,

, o -
i (o) + 9} = mix Lo(o) + mis(n, 9} |

Siempre y cuando la solucion exista.

Demostracion. Primero,

max  {g(y) + h(y, 2)} > g(y) + h(y,2), V (y,2) € D x D'.
(y,z)€EDx D’

En particular,

) - ) .
(y’zgré%xw,{g(y) +h(y,2)} 2 g(y) + mix{h(y,2)}, Vy €D

] h > mé ix{h .
(y)zl)ré%xw,{g(y) + Ay, 2)} = méx {g(y) + méx{ (y,Z)}}

Queda entonces por demostrar la otra desigualdad. Primero, V y € D

h(y, 2) < max{h(y, z)}.



Luego,

9(y) + hly, 2) < g(y) + max{h(y, 2)} < mdix {g(y) +méx{h(y, Z)}} :
Asi

i h < mé ix{h :
pomax A9(y) + h(y,2)} < méx {g(y) +méx{h(y, z)}}

3. Algoritmo de programacién dinidmica

Enseguida, exhibiremos la primera estrategia cuyo fin es resolver el problema
de optimizacion Pp.

Teorema 6. Sea J*(x) el valor éptimo del funcional objetivo del problema Pp
. Entonces,

J* (o) = Jo{wo}
en donde la funcion J§ viene dada por el dltimo paso del siguiente algoritmo:
In{z(N)} = S[z(N)]
} =

Tileth)) = i (P((R).u(k). )+ Sy (F (k). u(k). b))

Estas ecuaciones se conocen como las ecuaciones de Bellman. Mds ain, si u*(k)
mazimiza la expresion F(x(k),u(k), k) + Ji {f(x(k),u(k), k)}, entonces u* (k)
es el control optimo del problema.

Demostracion. Por definicién,

N-1
* = A F(z(k k), k N .
J* (o) u(o)emo))‘_ggnemN1){;0 (o (k) (k) ) + S(a( >>}

Debido a la propiedad de causalidad (1) y el Lema (5), la suma puede descom-
ponerse de la manera siguiente

u(0)€£2(0) {u(k)eQ(k)} !

N-1
J*(z9) = méx {F(x(O), 1(0),0) + max {Z F(z(k),u(k),k) + S(z(N))

k=1

(2)
En efecto, u(0) juego el papel de y, Q(0) el de D, z = {u(k)}1<k<n—1y D' =
{Q(k)}1<k<n—1. Volviendo a aplicar, sucesivamente, la Proposicién (1) y el

Lema (5) al término m&ix{u(k)eQ(k)}kN;l { i\:ll F(z(k),u(k), k) + S(:z:(N))} de

4
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la Ecuacion (2)

J*(z9) = méx {F(x(0),u(0),0) + mix {F(xz(1),u(1),1)+ ...

u(0)€Q(0)

max

{F(x

u(N—1)eQ(N-1)

u(1)eQ(1)
(N—-1),u(N—-1),N—-1)+ S(xz(N))}}...}.

Por otro lado, recordemos que la maximizaciéon esta sujeta a

z(k+1) = f(z(k),u(k), k), z(0) = xo.

Si aplicamos el algoritmo,

Jn{z(N)} = S(x(N))
} =

Iy {z(N —1)

max

{F(x(N =1),u(N —=1),N — 1) + S(z(N))}

w(N—1)eQ(N—1)

max

{F(z(N = 1),u(N —1),N — 1) + S(f(z(N — 1),u(N — 1), N — 1))}

w(N—1)eQ(N—1)

T o{e(N - 2)} =

max

{F(x(N = 2),u(N = 2),N = 2) + Jy_{=(N - 1)}}

w(N—2)eQ(N—2)

max
w(N—2)eQ(N—-2)

max

{F(z(N —2),u(N —2),N — 2)

{F(@(N —1),u(N — 1), N = 1) + S(f(z(N — 1),u(N — 1), N — 1))}}

w(N-1)eQ(N-1)

=J5_{z(N=-1)}

T} = | mix (F@(0),u(0).0 +{  2(1) )

= méax

u(0)€(0)

max

=£(x(0),u(0),0)

{F(2(0),u(0),0) + max {F(x(1),u(1),1)+...

u(1)e(1)
{F(z(N = 1),u(N =1), N = 1) + S(z(N))}}}

u(N-1)eQ(N-1)

O

Observacion. Se cumple que J;: es funcion de x(k) dado que, por definicion,

Jp = méx {F(x(k),u(k),k)+ Ji{z(k+1)}}

u(k)eQ(k)

= max

{F(2(k), u(k), k) + T { (@ (k), u(k), k) }}-

u(k)eQ(k)

Observacion. Si el problema fuese de minimizacion, simplemente los términos

max pasan a ser min.



Teorema 7. Teorema de optimalidad de Bellman. Supongamos que u* =
(u*(0), ...,u*(N—1))T es el control ptimo del problema, y x* = (z*(0),...,z*(N))T
la correspondiente trayectoria de estado dptima. Consideremos el sub-problema

IMAX [ -0 ol Fa(k), u(k), k) + S(z(N))
s.a.: x(k+1) = f(x(k),u(k), k)

x(j) = =*(j)

u(k) € Qk), k=7,...,N —1.

77%,:

Entonces, el control dptimo del problema Py, es u* = (u*(j), ...,u*(N —1))7.

Observacion. FEsto se debe a que el algoritmo se aplica de k = N a k = 0.

4. Meétodo via sistema de ecuaciones en
diferencias

Corolario 8. A partir de la ecuacion

Tile()y = i (F(a(k)u(k). ) + T () uk). 0)

en caso f sea diferenciable respecto a sus argumentos, para todo k =0,..., N —1,

en caso la solucion sea interior

OF of

gul) T ue) =
OF(@u'K) .+ Of(eutik) _
oxk) T T oy

‘s AR . dJ
Observacién. La notacion J, equivale a dw(hy -

Ejemplo 9. Consideremos el siguiente problema Pp

N-1
max c(k)
=F(x(k),c(k),k)

s.a. x(k+1) = (1 +nr)x(k) — c(k)
=f(z(k),c(k),k)
x(0) = zo > 0.




Luego, a partir del Corolario (8)

SNZD Lc(k) + Jisa(=1) =0

S (L+71) = Jj.

Asi
’

2 /clk) 1+

o1 (L +7) = Jy.

Como esto es valido para todo kK =0,..., N — 1
1 _ Ik
2\/c(k+1) 147
Jk+1(1 =+ T) = Jk

Por ende,
i+ _
2/ck+1)
1
-~ 2/c(k)’
Por ende,

c(k+1) = (14+7)%c(k).

Usando la ecuacion de estado, se obtiene el sistema de ecuaciones en diferencias

z(k+1) = (14 r)z(k) — c(k)
c(k+1) = (1+7r)c(k).

En formato matricial
@$13)2<ﬁ?,01%9<§g)

=A

Los valores propios de A son (1+7) y (1+7)2. Por otro lado, los vectores propios

“(D’”<u+&vﬂ'



Asi,
() = (o) weat o™ (4 )

Finalmente, para encontrar las constantes, usamos lo siguiente. Primero, z(0) =
xg. Asi,
c1 + c2 = xg.

Luego, dado que S(z(N)) = 0, en la etapa k = N — 1, por el algoritmo de
programacion dindmica:

Jx N-1)} = A N —1)}.
e =)= i (/u(N 1)

Dado que 4/ es estrictamente creciente, u(N — 1) = z(N — 1). Por ende,
AT+ h (T +r)N 2 =1+ )220 4 7)(—7).
Como ¢; = xg — ca:
(o — o)1+ V(T + 7))V 2 = (1 4+ 7)Y 21 + 1) (—7).
La solucién candidata al consumo es c(k) = co(1 + r)2*, donde

xo(l+7)(—1)

[+ @D+ = v~

Co —

Observacion. FEventualmente, la solucion puede ser de esquina en todo paso,
k

dando lugar a la solucidn c(k) = xz(k) y (k) = r®x.
Observacion. Es posible corroborar que la solucion a méx.xyco) 1 F(x(k), c(k), k)+
Jip(x(k+1))} tiene solucion interior. Esto pues,

max{g(t) = Vit+va—t}, a>t>0

tiene solucion en un punto critico.

Observacién. La interpretacion econdmica de la solucion c(k) = co(1 + r)2F
es la siguiente. Dado que las preferencias intertemporales son constantes (no
hay factor de descuento) y la riqueza naturalmente por el interés (sin ¢ = 0),
el consumo va creciendo hasta que, en el periodo final (dado que S = 0, i.e.,
no importa cuanto dinero queda), se consume todo lo disponible en la etapa
k=N —1.



5. Factor de descuento

Sea (B € (0,1). Ahora, vamos a considerar el siguiente 731@

mix, g = Yasy B5F[e(k),u(k), k] + BN S[e(N)]
ok +1) = f(w(k), u(k), k)

{E(O) =X

u(k) € Q(k).

Pg:

De acuerdo con el algoritmo de Bellman:
Ji{z(N)} = Y S[z(N))] (3)
y, para k € [0, N — 1],

Tilak)} = i {8 Fla(k),ulh) b+ T {F@lR)ulb). Y (@
Proposicion 2. Las ecuaciones (3) y (4), son equivalentes a formular el si-

guiente algoritmo
Va{z(N)} = Slz(N)]

Vi) = | mix (Fla(k).u(k). K] + BV (f k), u(k). b))

=x(k+1)
Observacion. Esto implica por un lado que

1

— 6—NJ]’§,{33(N)} = S[z(N)].

Vi{z(N)}

Demostracion. Definamos

1

Vi{z(k)} = @

Ji{z(k)}-
Luego,

Vi{z(k)} {BFF(x(k),u(k), k) + Jpq {z(k +1)}}

=— ma
Bk u(k)es}z((k)

‘ 1

= {F(:v(k)m(k), k) + r
) B

X {F(:v(k)7u(k), k) + ijﬂ{l’(k + 1)}}

= u(ggg(k) {F(z(k), u(k), k) + BV {z(k +1)}}

Tt okt 1>}}



. Cuél es la diferencia entre V*{z(k)} y Ji{z(k)}?

1. Ji{x(k)} da el valor 6ptimo descontado al periodo 1, del funcional trun-
cado que contiene los periodos k + 1 a N, cuyo estado inicial es z(k).

2. V¥{z(k)} da el valor corriente del periodo [k,k + 1] (como si fuese un
problema de consumo intertemporal en dos etapas).

Lema 10. Las ecuaciones en diferencias que se obtienen en caso se incorpore
un factor de descuento y el Pp sea un Pg

OF af _
{ 7am T AVi1zum =0
oF 3 _
aay T BVi az(fk) =V

Se evalia en el dptimo.
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6. Horizonte de tiempo infinito
Nos situamos en una economia con tres bienes:

1. Un bien de produccién final.

2. Capital.

3. Trabajo.

Asimismo, consideremos una familia con la siguiente estructura de preferencias

intertemporales
o0
D>_Aule)
t=0

y una dotacién kg > 0. Ahora, por otro lado, se tiene una tecnologia f que
permite producir el bien y a través del capital y el trabajo

y=f(k,0).
El producto y puede ser invertido o consumido, en cada periodo:
Yt =t + iy
El capital, tiene su propia dindmica
kiv1 = (1 — 0)ke + iy (5)

La ecuacion (5) nos dice que el capital en el periodo siguiente es igual a su
valor futuro teniendo en cuenta el ratio de depreciaciéon 9§, més la inversién en
reposicion.

Notacidn. El precio del bien y en el tiempo t es denotado p;. El precio del
trabajo en términos de la produccion en el tiempo t se denota w; y el del capital
Tt.

A continuacién, algunos ejemplos de P.

Ejemplo 11. El problema de la firma es

POFO' . {ﬂ- = mé‘x{yt,km@t}{'io {Ztoio Lptyt - wtgt - Ttkt]} (6)

s.a.: yp = f(ke,ly).

11



Ejemplo 12. El problema de las familias es

\% = MAX (e, kypyy i yoo, 10m0 Blulcr)}

s.a.: ki1 = (1 —0)ks + iy
Seopi(ce + i) < oo pelwily + ek +
ko dado.

PS (7)

Observacion. El problema de la firma en el caso estitico se simplifica a

I{réfig}( f(k ) —rk — w.

Las condiciones de primer orden proveen (soluciones interiores), siempre y

cuando f posea derivadas parciales continuas (satisfacen las condiciones de Ina-
da):

fk(k‘,@ —r=20
fg(k,f) —w =0.

Suponemos que f es homogénea de grado uno.

Proposicion 3. Bajo los supuestos de f,
Ji(k, Ok + feo(k, 0)C = f(k, ).
Demostracion. Por la homogeneidad,
FOE ) = Af(k,0).
Luego, diferenciando respecto a A
SeNe, AOK + fo(Me, MO = f(k, 0).
Evaluando en A = 1 se concluye lo solicitado. O

Proposicion 4. En el equilibrio, normalizando p;, la firma realiza profits nulos.

Demostracion.

M

[f (e, bs) — riks — wily]

~
Il
=)

M

fr(Ke, ) ke + fo(ke, €e) e — reky — wily]

I
=0
o
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O

Proposicion 5. Las condiciones de primer orden (Lagrangiano L) al problema
de las familias proveen para todo t

5tul(ct) = Apy
5tu/(‘3t) _ Dt
B (cer1)  Dr+r

p
() = B (ct41)
Pe+1

16
Pt4+1 “

u'(e) = Blregr + 1 — dJu'(cre1)
= Blfr(kes1) +1 = 0Ju'(cr41)
= BLf (ke41) + 1 = 0Ju' (cr41).

Corolario 13. El problema del planificador social.
max Z Blu(ct)
fewsie ket 3320 5
S.a. : kt+1 = (1 — 5)kt + it
e +ir < fke)
ko dado.

Observacion. El problema del planificador social es un caso particular de

SUP{z,} ZtoioﬁtF(xtaxtH)
Tiy1 € F({L‘t)

o dado.

En efecto, haciendo
e = f(ke) + (1= 8kt — ki
el problema es
SUD(1,} Do Blulc(t))
kipr = f(ke) + (1 =)kt —
ko > 0.

13



Acd
F(xt) = [0’ f(kt) + (1 - 5)kt]’ Ty — kt-

Observacién. Se estd indezando cont € Zy. T : X — 2%, X C R" es una
correspondencia.

Definicién 14. El conjunto & = {z;}{°, se conoce como plan y
M(xg) = {Z : w411 € T(xy), V¢, (0) = z0}

es el conjunto de planes asequibles. Finalmente,

T—o0

T
u(@) = lim Y B'F (x4, 2041)
t=0
el valor del plan.

6.1. Supuestos y observaciones

1. Se escribe sup y no méax debido a que no se conoce si se alcanza el maximo
o si existe.

2. La serie 7° ) BYF (x4, T¢41) representa imp oo 30 BUF (4, @41
3. x; es la variable de estado y x; € X.

4. T es la correspondencia que mapea x; en I'(z;) C X.

6.2. Enfoque variacional

Vamos a tomar X C R, (o sea n = 1). Esto es coherente con el hecho que
k; > 0. Luego, F' es creciente respecto a su primer argumento, y posee pri-
meras derivadas parciales continuas. Finalmente, se supone F' céncava en sus
argumentos.

Proposicion 6. Ecuaciéon de Euler. Si i* es el plan dptimo y xj,, €
int(T'(z})) para todo t, entonces

Fy(xf,xf+1) + 5Fm(x:+1,xf+2) =0.

F, es la derivada parcial respecto a la primera componente y F, respecto a la
sequnda.
Demostracion. Esto es consecuencia del hecho que, si £* es una politica 6ptima,

entonces resuelve la ecuacion funcional (ver enfoque recursivo)

V(z) = méx){F(%y) +8V(y)}

yel(z

14



en el sentido que x = xf y y = 2}, ;. Si V es diferenciable (bajo los supuestos pre-
establecidos lo es: ver ultima seccién), por condiciones de primer orden (notando

que y = g(z))

a—§<x7 9(2)) + BV (9(x)) = 0.

Por otro lado, aplicando el Teorema de la Envolvente

V(@) = 2 fe, o)

Haciendo z = z} y g(«*) = x}, en la primera ecuacion:

oF * % 1/ %
0= aiy(xtaxt-‘,-l) + BV (x4 1)

Haciendo = =z}, y g(v) = x},, en la segunda:

V/(It+1) = %[%4-17@,4—2]-

Asi,
oF OF
0= afy(a???fvfﬂ) +5%[$I+17Ir+2]-
Notemos que es posible hacer © = z}, g(v) = x},; y luego x =z}, |, g(x) = x},,
pues la ecuacion funcional se cumple para cualquier ¢. O

Proposicion 7. Si se cumplen todos los supuestos senalados y T* es una solu-
cion interior de forma que satisface la ecuacion de Euler,

lim BT F, (a5, 25, )zh =0
T—o00

o0

ZﬁtF(v’U?»mfﬂ) < o0,

t=0

entonces, T es solucion al problema

SUP{z,} E:io F(xy, x441)
Try1 € I(wr41)
zo > 0.

Mads atn, si F' es estrictamente concava, la solucion es tinica.

15



Demostracion. Sea I un plan otro que * tal que x4 # x| para algin . Sea

oo

A= BHF(af, i) = g, m40))-

t=0

Entonces,

= lim Zﬂt (x7, 27 1) — Fx, x441)]

2 Jim Zﬁt (e, 2o — 2] + Byt i)ty — 2ol
T T

- Fm(ﬂcS, ‘TT)[I'EK) - CUO} + Th,_IgéOZﬁtJrlFm(x:Jrl’m;rZ)[x;rl _ xt+1] + ZﬁtFy(x;&kvm:Jrl)[l’;rl _ $t+1]
=0 —

- Tlggoﬁ VFo (21, o) [0 — 2]
T

= Fy(zg, 21)[xg — o] + Th_fgo Zﬂt(BFm(:er, Tig) + Fy(@y, ai)) @i — Tl
t=0

- Hm BT+1FI(Q:}+17$}+2)[331}+1 — 741]

= _TIEI;OBTJF Fy ($T+1vxT+2)[xT+1 Tr41]

> 0.

La primera desigualdad es consecuencia de la diferenciabilidad y concavidad
(si fuese estricta, seria desigualdad estricta, lo que asegura la unicidad de z*).
La ultima igualdad es consecuencia de la condiciéon de transversalidad junto al
hecho que F,z:, 3 > 0. O

Ejemplo 15. Para el problema
F(wg, 2i41) = u(f(ke) + (1= 0)ky — Kyy1)

la Ecuacion de Euler es

—u' (f (k) +(1=0) ke —key 1)+ B (f (keg1) +(1=0) ke —ker) [f (k1) +(1-0)] =

la cual es una ecuacién en diferencias de segundo orden. Usando la variable
CONsumo:

—u'(c) 4 BIf (kry1) + (1 = 8)]u' (¢i41) = 0.

16



6.3. Enfoque recursivo

Definamos

oo

V*(xg) = ?u];; Z BF(z¢, 2441)
Tts =0

Tyl € F(JZ,:)

zo dado.

Nuestro objetivo, recordemos, es obtener un plan z* tal que se alcance el valor
V* para cualquier z.

Teorema 16. Supongamos que V*(x) estd bien definida para todo © € X,
entonces V* satisface la ecuacion de Bellman

V(@) = mix (F(x.y) + AV ()}

Demostracion. Tomemos cualquier xg € X. Sea {z]}$2, un plan 6ptimo que
parte desde xg. Por definicién,

[oe] (oo}
V*(w0) = F(zo,2})+B8 Y B F(a},2}41) = Flwo,21)+8 Y B F(xy, wip1),
t=1 t=1

para cualquier otro plan asequible {x;}7°,. Tomando cualquier z; € I'(zg), sea
{¢}$2, un plan 6ptimo partiendo de x;. Entonces,

V(1) = Z BTN (w, wp41).
t=1

Asi,

F(xg,x7) + BZBtle(zf,x;_l) > F(xg,x1) + BV (x1),
=1

para cualquier z; € I'(zg). Usando esto en x; = z3

oo

Y BTN ai) 2 V(@)
t=1

Asi,
F(xg,x7) + BV*(2]) > F(xo,z1) + BV (1), V x1 € T'(x).

O

Teorema 17. Supongamos que V*(x) estd bien definida para todo x € X.
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Supongamos que el plan {x}}52, es dptimo partiendo de xy. Entonces,
Vi (ar) = Floy, i) + 8V (2140), £=0,1,2,...
Demostracion. Ya sabemos que
V*(20) = F(xo, 27) + BV (a7).
Mas atn {z}}{2; es un plan 6ptimo partiendo de zi. Asi, de manera anéloga,
Vi (21) = F(271, 25) + BV (23).
Asi, por induccién, se establece el resultado deseado. O

Proposicion 8. Sea I'(x) no vacio, F(x,y) < M sobre para todo par (z,y),
Jyel(z) tal que V(x) = F(z,y) + 8V (y) y

lim BTV (xr) =0, V& € M(x), ¥V z9 € X.

T—00
Entonces, V =V*,

Demostracion. Notemos que, como F(z,y) < M:

T—o0

T T M
lim ZBtF(SCnIHl) < Tlgr(l)oz:ﬂtM = =5
t=0 t—0
Ahora,
V<x0) = sup F(.’L'07.’L'1) + ﬁV(l‘l)
z1 € (zo)

> F(zo,71) + BV (21)
F(IL’(),ZIZ'l) + ﬂF(.Il,’JJQ) + 62‘/(1‘2)

T-1
> Y B F(wg @) + BV (1), {2}
=0
Tomando limite,

V(zo) > uw(Z), Yz € II(xp).

Ahora, por otro lado, tomemos una sucesion z € II(z)

V(ze) = Fxg, 2441) + BV (2141).

18



T-1
V(zo) = Z B'F(x¢,2e41) + BTV (21).
t=0

Tomando limite,

O

Observacion. Recordemos que V™ = sup,, e Yoo Flze, mig1), g1 € D(ay)
mientras que V es solucion de la ecuacion funcional V(z) = sup, {F(z,y) +

BV (y)}-

6.4. Preliminares

Nos interesamos en
V(z) = sup{F(z,y) + BV (y)}, s.a.: y € T(z). (8)
y
Definamos el operador

T(f)(z) = St;p{F(Ly) +B8f()}, s.a.: yeTl(z).

Entonces, V' puede ser definida como el punto fijo de T. Entonces, nos pre-
guntamos naturalmente, jtiene 7' un punto fijo? ;Como obtenerlo? Vamos a
suponer nuevamente que F'(z,y) es acotada sobre X x I'(z), donde I : X — X
(correspondencia), X C R™. Ademas, X se supone convexo y I' hemicontinua
superiormente e inferiormente! a valores compactos® y no vacia.

Observacion. Notemos que la definicion de hemicontinuidad requiere una to-
pologia.

Observacion. El operador T estd definida sobre el espacio métrico (S, p)

S={f:X —=R: continua y acotada}

|If1] = sup [f(x)]
reX

p(fi9) =IIf —gll = sup || f(z) — g(2)]].
rzeX

1Una correspondencia I' : A — B es hemicontinua superiormente si, para todo a € A de
forma que V C B, I'(a) C V, existe una vecindad U de a, tal que, Vo € U, I'(x) pertenece a un
subconjunto de V. Por otro lado, es hemicontinua inferiormente si para cualquier vecindad V' y
a € X, tal que VNI'(a) # 0, existe una vecindad U de a tal que T'(x)NV # () para todo x € U.
2T'(z) compacto.
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Proposicion 9. El espacio métrico (S, p) es completo. Mds ain, es un espacio
vectorial normado completo.

Demostracion. El hecho que S = B(X) es un espacio vectorial es por definicion.
Asimismo, lo es que || f|| = sup,cx | f(x)| sea una norma. Queda entonces mos-
trar que es completo. Sea { f,,} de Cauchy. Entonces, buscamos probar que existe
f € S de forma que, para cualquier € > 0, existe N. de forma que ||f, — f|| < ¢
para todo n > N.. Primero, la sucesién de ntimeros reales {f,(x)} cumple lo
siguiente

[fn(2) = fm(2)| < sup [fn(@) = fn (@) = [|fn = Fl]-

Entonces, como R es completo, existe f : X — R tal que f,, — f. Ahora, veamos
que ||f» — f]| = 0. Dado € > 0, escogemos N, tal que ||f,, — fm|| < /2. Luego,

|fu(z) = f(2)| < |fal®) = fr(@)] + [ fm(2) — f(2)]
S ||fn - fm” + |fm('x) - f($)|
<e/2+|fm(x) — f(2)]-

Como {fn(z)} converge a f(z), se escoge separadamente m de forma que
[fm(z) = f(z)] < e/2. Asi, ||fn, — fI| < &, n > N.. Finalmente, queda pro-
bar que f es acotada y continua. El hecho que sea acotada es consecuencia de
que |f(x)| < |fn(z) — f(2)| + |fn(z)]|, para todo n y © € X. Luego, dado £ > 0,
buscamos ¢ > 0 tal que

[f(x) = f(y)l <&, st [lz —yll2 <0.

Escojamos k de forma que ||f — fx|| < £/3. Dado que f,, — f con la norma del
supremo, esto es posible. Asi, escogemos § > 0 de forma que

|z =yl <6 = [fule) = frly)] < /3.

Recordemos que fj, es continua. Por ende,

|f(z) = fW)] < f(@) = fe(@)| + [fr(x) = fe(y)| + | fu(y) — f(y)]
<2|f = full + [fi(@) = fi(v)]

<eE.

O

Lema 18. Sea X C R y Y C R, f: X XY — R es continua. St I es
tal como mencionado previamente, h(x) = méaxycr(y f(x,y) es continua y la
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correspondencia G : X — 'Y definida por

G(z) ={y e I(z) : f(z,y) = h(z)}
es no vacia, a valores compacto y hemicontinua superiormente.
Proposicion 10. T : S — S. Es decir, T(f) € S.

Demostracion. Aplicando el Lema, (18),

f(@,y) = F(z,y) + Bf(y)-
y h(z) = T(f)(x). Esto es posible dado que F' y f son acotadas. O

Entonces, dadas las premisas, el objetivo es demostrar que 7" posee un dnico
punto fijo.

Proposicion 11. Condiciones de Blackwell. Sea X C R™ y B(X) el espacio
de las funciones acotadas continuas f : X — R con la norma del supremo. T es
una contraccion con mddulo 3 si

1. 51 f,g € B(X) y f(z) < g(x) para todo x € X, entonces T(f)(z) <
T(g)(z) para todo x € X.

2. Existe § € (0,1) tal que T(f +a)(z) < T(f)(x)+ Ba para todo f € B(X),
a>0,zeX.

Demostracion. Si f(x) < g(x), V z € X, denotamos f < g. Luego,

f<g+Ilf =gl

Luego, debido a las premisas,

T(f) <T(g+|f —gll) <T(g) + Bllf —gll-
En caso g < f, T(g) < T(f) + BIIf — gl|- Asi,

T () =Tl < BIIf =9l

Las condiciones de Blackwell se satisfacen en el caso de

T(f)(z) = sup {F(z,y)+ Bf(y)}.

y€el(z)
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En efecto, si f < g

F(z,y) + Bf(y) < F(z,y) + By(y)
sup ){F(fa y)+Bf(y)} sup ){S F(z,y)+ Bg(y)}

o T(f)(z) f;?g)(w)
y
T(f+a)(z) = yg}g){F(az y) + Blf (y) + al}
=T(f)(x) + fa.

Proposicion 12. Si (S, p) es un espacio métrico completo y T : S — S es una
contraccion con mdédulo B, entonces

1. T posee un inico punto fijo V en S.
2. Para cualquier Vo € S, p(T"Vy, V) < "p(Vo, V), n=0,1,2...

Demostracion. (a) Sea V,, = T™V,. Como T es una contraccion de moédulo 5 > 0

p(Va, Vi) = p(TV1,TVy) < Bp(V1, Vo)
p(‘/?n ‘/2) = p(T‘/QaTV1>Bp(‘/27‘/1) S BQP(VMVO)

P(Vn+1a Vn) S 5”0(‘/17 ‘/O)

Asi, para cualquier m > n, usando la desigualdad triangular,

P(Vins Vo) < p(Viesr, Vi)

IN
i
27 ]
=
ol

Asi, {V,,} es una sucesion de Cauchy. Como S es completo, V,, = V € S. Queda
probar que V es un punto fijo. Para cualquier n > 0

p(TV,V) < p(TV,T"Vy) + p(T"Vp, V)
< Bp(V, T 1Vo) + p(T" Vg, V).
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Sin embargo, V,,, V,,—1 — V. Asi,

lim p(V, T""'Vo) + p(T"Vp, V) = 0.

n—oo

Por lo que, p(TV,V) < e para todo ¢ > 0. Por el e—principio, p(TV,V) = 0.
Finalmente, el punto fijo es inico dado que

p(V,V') = p(TV,TV') < Bp(V, V') = p(V,V') = 0.
(b) Como T" = T[T 1]

p(T"Vo, V) = p(T[T" Vo, TV)
< Bp(T" Vo, V)

< B"p(Vo, V).

O
Corolario 19. Eziste una tinica funcion V que resuelve (8).
Corolario 20. Debido al Lema (18),
G(x) ={y e T'(x) : V(z) = Fz,y) + Bf(y)}
es a valores compacto y hemicontinua superiormente.
Demostracion. T(V)(z) = V(z). O

7. Propiedades de la funcién V
Vamos a asumir lo siguiente:
1. F(z,y) es estrictamente creciente respecto a .

2. z <2/ = TI'(x) C I'(2') La notacién x < z’ implica que z, < zj para
todo /.

3. Se mantienen los supuestos F' acotada y X C R"™ convexo, I' : X — X
correspondencia no vacia, a valores compactos y continua.

Proposicion 13. Sea 2’ >z y f € S.

T(f)(z) = mé(x){F(fvv y)+Bf(y)}

yel'(x

23



< mix {F(z,y)+Bf(y)}
yel'(z’)

< miax {F(a',y) + Bf(y)}
yel(z’)

=T(f)(@).

Proposicion 14. Si F(x,y) es estrictamente concava V es estrictamente con-
cava.

Demostracion. Queremos probar que 1" mapea funciones concavas en funciones

concavas.
1. Sea xg #x1y g = 09+ (1 — 0)z1, 6 € (0,1).

2. Sea yo € I'(zg) tal que T(f)(xz0) = F(xo,y0) + Bf(yo) y similarmente,
y1 € I'(21) tal que T'(f)(21) = F(z1,y1) + Bf(y1)-

3. Entonces

T(f)(xg) = F(zo,y0) + B (o)
como ' es convexo zy, yg son asequibles.

> 0F (zo,y0 + (1 — 0)F(21,91) + B[0f (yo) + (1 — 0) f(y1)]

f, F' concavas

=0T (f) (o) + (1 = O)T(f)(21).

(Es V diferenciable? (Benveniste y Scheinkman 1979).
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