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1. En el modelo de Solow estudiado en clase, asuma una funcién de produccién Cobb
Douglas con f = 1 — a. Derive detalladamente la ecuacion fundamental del modelo y
muestre matematicamente que una alteracién en los pardmetros del modelo no cambia
la naturaleza de la estabilidad del equilibrio. En particular, pruebe que este sigue siendo
atractor. (4 puntos)
A partir de los supuestos del modelo de Solow, como hemos visto, se deriva la siguiente

ecuacion fundamental:

K = sf(k) — (n+0)k

donde 0 < < 1,n>0,6 > 0.

Asumiendo una funcién de produccién Cobb-Douglas tenemos:
E = sk —(n+0)k
Hallamos el equilibrio no nulo:
K =sk*—(n+0)k=0

k*:(nw)all
S

Para analizar su estabilidad matematicamente, empleamos el teorema que indica que debe

cumplirse k”(k*) < 0 para que el equilibrio sea estable atractor.



' = ask® ! — (n+46)

n+0
E'(k*) = as

— |~ (n+9)

E'(k*) =(a—=1)(n+d) <0 Vo<a<1l,mn>0,60>0
Queda demostrado.

2. El modelo de Ramsey se plantea de la siguiente manera. La funcién de produccion
y = f(k) depende solo del stock de capital k. f es creciente con rendimientos marginales
decrecientes y el producto se compone de consumo ¢, inversion neta y reposicién de ca-
pital que se deprecia a una tasa constante §. Para planear la inversién de forma 6ptima
las autoridades eligen una funcién de utilidad u estrictamente creciente y estrictamente
céncava. El problema de las autoridades es elegir la trayectoria éptima del capital que
maximice la utilidad total descontada a la tasa p. Para esto, consideran un capital inicial
ko y un capital final k(T) = k. (8 puntos)
2.1) Plantee el problema y obtenga la Ecuacién de Euler.

c(t) = f(k) — k' — 0k, por lo que u(c) = u(f(k) — k' — k).

El problema es

max /T e Pu(f(k) — K — ok)
0

s.a. k

d
y la condicién de Euler es Fj, = EFM’ en donde F' = u(f(k) — k' — dk)e =

Derivando, tenemos:



Por lo que la ecuacion de Euler se expresa como:
u'(c)(f'(k) — 8)e ™ = —u"(c)de " + e P pu/(c)

u'(e)(f'(k) =6 — p) +u"(c)d =0

2.2) Considerando la funcién de utilidad

obtenga el sistema

d= 0 50
Derivando:
u'(c) =c¢?
u’(c) = fc 01

Reemplazando en la ecuacion de Euler:

U f (k) =0 —p)+(=0c" 1 =0

Ademas, despejando k' de c(t):
c(t) = f(k — K — 5k)

K = f(k)— 0k —c 2)

Estos dos resultados conforman un sistema dindmico no lineal

2.3) Pruebe que el sistema tiene tres puntos de equilibrio (k*, ¢*), donde uno de ellos es no
nulo. Utilizando el teorema de Hartman Grobman, determine la estabilidad del equilibrio
no nulo.

Resolviendo &' =0 y ¢ = 0, tenemos los equilibrios:

= Por las caracteristicas de la funciéon de produccion, sabemos que existe k tal que

f(l;;) = 0k. Entonces, se cumple &' = 0 A ¢ = 0 en el equilibrio (0, l;:)
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= Como f(0) =0, se cumple &/ =0 A ¢ =0 en el equilibrio (0,0).

» Como existen k* y ¢* tal que f'(k*) = d+ p y ademds ¢* = f(k*) — dk*, entonces se
cumple £/ = 0 A ¢ = 0 en el equilibrio (¢*, k*), en donde ¢* > 0,k* > 0

Computamos la matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones diferenciales:

f'(k)—0o -1
The = c 1
W =)

Evaluandola en el equilibrio no nulo, la Jacobiana se reduce a:

p -1
Jpror = o+
() 0
cuyo determinante es
ot
gf "(k) <0

Como el producto de los valores caracteristicos de la matriz es igual al determinante,
los valores caracteristicos son reales y de signo opuesto, por lo que, segun el teorema de
Hartman Grobman, el equilibrio es inestable tipo silla.

2.4) Halle y grafique las isoclinas del sistema. Elabore el diagrama de fases.

Hallamos las isoclinas del sistema

E'=0—c= f(k)—dk (graficada en color verde)
d=0—f(k)=0d+p V c=0 (graficadas en color morado)

El diagrama de fases es el siguiente:



3. Una empresa desea establecer su plan de inversién con el fin de maximizar sus beneficios.
Si la tasa de depreciacion del capital es de 1/2 y denotamos por K = K(t) al stock de
capital y por I = I(t) a la inversién bruta, entonces la inversién neta puede expresarse

como

1
K'=1--K
2

La empresa desea maximizar el total de sus beneficios

10 1
H:/‘K—K%"ﬁﬁ
0 2

en el horizonte de tiempo [0, 4] y con un capital inicial k£(0) = 1/2. Resuelva el problema
detalladamente en cada caso: (4 puntos)
3.1) Dejando el capital libre al final del periodo.

3.2) El capital al final de periodo es 6/9.



El problema es

4 1
max / K—K?>— I’ | dt
0

s.a. K =1—--K
2

Se resuelve con el principio del méximo:
1 1
H:K—K2—§]2+>\(I—§K)

1. N aHH N 1+ 2K 1)\

) CPO: I+ AX=0—>X=1
2. I =max; H —

CSO: —1<0
3. K'=1 1K K =\ 1K K(0 !
: =i gh =7 A =A—7 , K(0) = B}
Tenemos el siguiente sistema diferencial:
N /2 2 A —1
= -
K’ 1 —1/2 K 0
At)=1I(t) =C (262t + e_%t> — i6_%’5 + 2
Resolviendo: 18 9
1 4
KO =0ty Loty
(1) e2l + e 2 —|—1862—|—9

En el caso a): K(4) es libre, la condicién de transversalidad es A(4) = 0. Reemplazando

en A(t):

e
2e6 476
6

En el caso b): K(4) = g Reemplazando en K (t):
2 _ 1.6

L Ze

9 18

¢ = o6 _ o6
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4. Se desea encontrar ¢(t) que maximice

/ e PIn(c)dt
0

sujeto a 2’ = rz — ¢, x(0) = b. Suponga que tanto z(t) como c(t) son acotadas y que
p>r>0. (4 puntos)

Resolviendo con el principio del maximo:
H =In(c)e " + A(rz — ¢

oOH
1. V= —WH S N==r)\— )\(f) = Ae—rt

1 e
CPO: e —A=0—c(t)= ——=Bell ™t B=1/A
2. c=max. H — ¢ A

1
CSO: — e <0
c

B
3. ' =rz —c— 2 =rz — Bell™ — p(t) = Cemt + —elr=r)t ,2(0)=b>0
p

Notemos que, dado que r — p < 0, para que z(t) sea acotada (no crezca ni decrezca hasta

el infinito cuando ¢ tiende a infinito), es necesario que C' = 0. Entonces:

B
z(t) = —er=t
P
Ademads sabemos que z(0) = b, por lo que
1
B=bp—>A=—
bp
Entonces, reemplazando:
1
c(t) = bpel" =P z(t) = belr Pt A(t) = b—e’”
0
La condicién de transversalidad se verifica:
! 2 1 —rt
A ) =g =0



