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Programacién Dinamica

@ Bellman 1957.

@ Tiempo discreto, N etapas, dindmica.

© Condicién inicial xo.

@ Variable de control u(k) € R™, variable de estado x(k) € R".
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La evolucién del sistema, estd descrita en este caso por un sistema de ecuaciones en

diferencias
x(k+1) = f(x(k),u(k), k), k=0,1,....,N—1,

f:Dy x D, x{0,...,N—1} - R"
donde D; C R"y D, C R™. Por otro lado,
u(k) € Q(k) C R™.

Esto significa que para cada k, el conjunto de oportunidad de la variable de control puede
cambiar.
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El funcional objetivo J : X — R es del tipo

J= 3" Flx(K), u(k), &) + S(x(V)).

k=0

donde
F:DyxDyx{0,...,N—1} >R

S:Dl—)R.

6/36
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El sistema parte del estado x(0) = xo y se escoge u(0) € ©2(0). A J se le agrega
F(x(0), u(0),0), y se inicia el periodo siguiente, teniendo en cuenta que

x(1) = £(x(0), u(0), 0).
Asi sucesivamente hasta

x(N) = f(x(N—-1),u(N—-1),N —1), u(N—-1) € QN —1).
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Definicién

Un control admisible es un control tal que u(k) € Q(k), VO < k < N —1.
Definicién

Un control 6ptimo es un control admisible que maximiza el funcional objetivo J.
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Observacién

El problema que se busca entonces resolver es el siguiente

max -z J =350 F(x(k), u(k), k) + S(x(N))
P x(k +1) = f(x(k), u(k), k)
x(0) = xo

u(k) € Q(k), k=0,1,..,N —1.

Podriamos poner min en vez de max.
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Proposicion

Para cualesquiera j,r € {0,1,...,N — 1} con j < r, se verifica que x(r) depende
tnicamente de x(j) y de los controles

{u(j),u( +1),...,u(r —1)}.

Es decir, dado el estado x(j) (fijado j) en el que se encuentra el sistema dinamico al
comienzo de la etapa j + 1, para cualquier etapa posterior r, se verifica que el estado
x(r) depende exclusivamente de x(j) y de los controles u que se apliquen entre las etapas
Jj+ 1y r. Matematicamente, x(r) = W(x(j), u(j), u(j + 1), ..., u(r — 1)).

v
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Prueba.

Tenemos que
x(j +1) = f(x(), (i), J)-
Luego,
x(+2) = f(xG+1), 00 + 1), + 1) = £(F(x(), u(),J), ul + 1),J + 1),
y asi hasta obtener

x(r) = f(x(r—1),u(r—1),r—1)
= f(f(x(r—2),u(r—2),r—2),u(r—1),r—1)

=V (x()),u(j),uf +1),...,u(r —1)).

Ciertamente, todo depende del periodo implicitamente. O
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i Qué implica esto? Dado xo, los controles {u(0), u(1), ..., u(N — 1)} determinan los
estados. En ese sentido,
J= J(){Xo7 U[O7 ceny N — 1]}

uf0, ..., N — 1] = {w(0), u(1), ..., u(N — 1)}.

Marcelo Gallardo Burga ( PUCP ) Control éptimo en tiempo discreto Diciembre 2022 12 /36



Solucién al problema de control éptimo mediante programacién dinamica

Lema

Sean Dy D’ dos conjuntos arbitrarios. Sean g y h funciones cuyos dominios de definicién
son Dy D x D' respectivamente. Entonces,

o  e) + 0,20} = max )+ maxth(v, 2} |

Siempre y cuando la solucién exista.
v
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Prueba.

Primero,

max {g(y)+ h(y,z)} > g(y) + h(y,z), Vye D, Vze D'
(y,z)€EDx D’

En particular,

max _{g(y) + h(y,2)} = g(y) + max{h(y,2)}, Vy € D.

(v,z)EDx D’
Asi
max (g(y) + h(y,2)} = max {g(y) I z)}} .
yeD zeD!

(v,z)eDxD’
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Prueba.

Queda entonces por demostrar la otra desigualdad. Primero,

h(y,z) < man{h(y7 2)}, VyeD,zeD'.
zeD’
Luego, paratodoy e Dy z€ D’
< < .
g(y) + hly,2) < gly) + max{h(y, 2)} < max {g(y) + max{h(y, Z)}}
De donde

o e + 0, 2)) < max ) + macth( 2} |
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Proposicion

Sea J*(xo0) el valor 6ptimo del funcional objetivo del problema P . Entonces,
I (x0) = Jo{xo}

en donde la funcién Jg viene dada por el Gltimo paso del siguiente algoritmo, que
comienza al final del horizonte temporal N, y va hacia el principio:

In{x(N)} = S[x(N)]

Silx(k)} = max {F(x(k),u(k), k) + Jira{f (x(k), u(k), K)}}.

Estas se conocen como las ecuaciones de Bellman. Mas ain, si u*(k) maximiza la
expresion F(x(k), u(k), k) + Ji 1 {f(x(k), u(k), k)} en funcién de x(k), entonces u™ (k)
es el control éptimo del problema.
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Prueba.

Ciertamente
u(0)€Q(0),...,u(N—1)Q(N—1

N—1
J(x0) = max ) {Z F(x(k), u(k), k) + S(X(N))} .
k=0

Debido a la propiedad de causalidad y el Lema (1), la suma puede descomponerse

J (%) = max {F(x(O),u(O),O)—i— max {i F(x(k),u(k),k)—l—S(x(N))}} .

u(0)€(0) {uke Tt o

O

v
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Prueba.

Y asi, sucesivamente
I (x0) = ((Wax {F(x(0), u(0),0) + maxl){F(X(l)7 u(1),1) + ...
u(0)eQ

{FO(N =1),u(N = 1), N = 1) + S(x(N))}}}.

ma
u(N— I)GQ(N 1)
Por otro lado, recordemos que la maximizacién estd sujeta a

x(k + 1) = f(x(k), u(k), k), x(0) = xo.
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Prueba.
Definimos ahora

In{x(N)} = S(x(N))

RN =1} = max  {F((N = 1), u(N ~1),N ~1)

S(x(N))}

- u(N— l)eQ {F( ( - 1)7 U(N — 1), N — 1)

+S(F(x(N — 1), u(N—1),N—1))}
y asi sucesivamente hasta que

Jo{x(0)} = max_ {F(x(0),u(0),0)+ Ji{ 5&2 32

u(0)€Q(0)
=f(x(0),u(0),0)
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Factor de descuento

Sea 5 € (0,1)
J =00 BAFx(k), u(k), k] 4+ BV S[x(N)]

Max it
s.a. x(k +1) = f(x(k), u(k), k)
x(0) = xo
u(k) € Q(k).
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Factor de descuento

Siguiendo la l6gica del algoritmo de Bellman:
Ji{x(N)} = BYS[x(N)] (1)
y, para k € [0, N — 1],

xR} = max {8 Fx(k), u(k), K]+ S {F(x(K), (k). K} 2)
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Factor de descuento

Proposicion
Las ecuaciones (1) y (2), son equivalentes a formular el siguiente algoritmo
Vi{x(N)} = S[x(N)]
Vi {0} = | max (FIX(K), (k). K + BV {F(x(k), ull), )}
ul —_— —

=x(k+1)

Observacioén
Esto implica por un lado que
1

Vidx(N)} = g Ji{x(N)} = SEx(N)].
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Factor de descuento

Prueba.
Definamos ]
Vi (x(k)} = g i {x(k))-
Luego,
Vi (x(k)} = g max {8 F(x(K), u(k), k) + Jisa bx(k + 1)} |
= e L E0. 00 )+ G Sk 1)}
_ 8
= max LFO00. 00 ) + iz Sa ek + 1)
= max {Fx(k), u(k), k) + BViia {x(k +1)})
DJ
Diciembre 2022 24 /36
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Factor de descuento

i Cual es la diferencia entre Vi {x(k)} y Ji{x(k)}?
Q J{x(k)} da el valor 6ptimo descontado al periodo 1, del funcional truncado que
contiene los periodos k + 1 a N, cuyo estado inicial es x(k).

Q@ V/{x(k)} da el valor corriente del periodo [k, k + 1] (como si fuese un problema de
consumo intertemporal en dos etapas).
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Horizonte temporal infinito

o = = E A
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Horizonte de tiempo infinito

Consideramos un sistema dindmico (en este contexto, ecuacién en diferencias)
x(k+1) = f(x(k),u(k)), k=0,1,2...

con x(0) = xo y
f:Di(CR") x D(CR™) - R".

Ademas, u(k) € Q(k) V k € Z. Nuestro objetivo es ahora analizar
N—1 o
J= lim ; F(x(k), u(k)) = ;g F(x(k), u(k)).
En este contexto, buscamos 7% = {ug, u7, ...} de forma que resuelva

N—1
max J; = lim > BF(x(k), u(k))
k=0

s.a.: x(k +1) = f(x(k), u(k))
x(0) = xo
u(k) € Q(k).
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Supuestos y observaciones

Asumimos que existe M > 0 tal que 0 < F(x,u) < M, V (x,u) € D1 x D. Asi, para
B€(0,1)
oo [e o) M
< * _ * * k < k _ )
0J7(0) = 3 FOx' )3 < DM = 175 <o

Observacién

Vamos a trabajar con la funcién valor V. Sabemos de la definicién que Vg (x0) = J5 (x0).
para cualquier xo. Luego, sin pérdida de generalidad,

Va(x(N)) = Vii(x) = 0, x € Dy
VZ(X) = TEaS%({F(X’ U) + BVZ+1{f(X7 U)}}, LE {N =il 1\ =2 50}
Ahora, haciendo k=N — ¢
Vo(X) = 0
Vers(x) = max{ F(x, ) + BVidF(x, )}
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Definiciones

Definicion
T(V)(x) = Teas%({F(X’ u) + BV(f(x,u))}
Observacién
SeakeZ

T°(V)(x) = V(x)
T(WV)() = T[T H(V)]().

o = = E A
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Resultados principales

Lema

Sean V y V'’ dos funciones de Dy en R, tales que V(x) < V/(x), V x € D;. Entonces,

TH(V)(x) < THV')(x), Y k € Z4.

Prueba.
Para k=1
T(V)() = max {F(x, ) + BVIF(x, )]}
Como V < V/:
BVIF(x, u)] < BV/[F(x, u)]/
Asi,

T(V)(x) = Teaé({l:(x’ u) + BVI[f(x, u)]}
< max {F(x,u) + BV'[f(x, u)]}
= T(V')(x).
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De ahi, por induccién:

T V) (x) < TF"Y(V)(x), ¥V x € Dy

T (V)(x) = T[T (V)(x)]
max { F(x,u) + BT* 1 (V(x,u))}
max {F(x7 u)+ BT (V' (x, u))}

T“(V))(x)-

IN

Lema

Sea e: Dy — R, de forma que e(x) = 1. Entonces, paracada V:D; - R, re Ry
keZy
TH(V + re)(x) = TX(V)(x) + B*r, x € Dy.
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Prueba.

Por induccién, para k = 1
T(V + re) = max{F(x, u) + B(V + re)(f(x, u))}
= max {F(x, u) + BV)(f(x, u)) + Br}
= max {F(x, u) + B(V)(F(x, )} + Br
= T(V)+ Br.
Por induccién, asumiendo que la propiedad se cumple para k — 1
TV 4 re)(x) = T[T YV + re)](x)
= max { F(x, u) + B[T*X(V + re)](F(x, u) }
= max { F(x, u) + B[T* X (V)(F(x, ) + 8471}
= max { F(x, u) + BIT* X (V)(Fx, )] | + 8%
= TX(V)(x) + B*r, ¥ x € D1.
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Proposicion
En relacién al problema de optimizacién con horizonte de tiempo infinito, V : D; — R

acotada,
J7(x) = lim T(V)(x), ¥ x € D.
— 00

Prueba.
Por un lado
m S “F(x(k), u(k)) < NiﬂkF(x(k) u(k)) + Miﬂk.
NILmoo kz:; B 7 B k=0 , k=N
Tomando maximos en ambos lados,
mpN

J5(x) < Wn(x) + , VxeD, N=1,2,..

1-5
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Prueba.
Por otro lado, dado que F(x, u) > 0 para cualesquiera (x,u) € Dy x D,

Wn(x) < J*(x), ¥V N € N.

Asi, por el T.S. (8 € (0,1))
J(x) = NILmQQ Vi (x).

Finalmente, T*(Vo) = Vk — J* v, al ser V acotada, podemos encontrar r de forma que
Vo—re<V < Vo +re.
Asi, aplicando el Lema (3)
T (Vo) — Bfre < TH(V) < TH(W).

Asi, TH(V) — J*. O
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Proposicion

J* verifica
J*(x) = meaé{F(x, u) + BJ(f(x, u))}

i.e.

J(x) = T(J"(x)): J
Prueba.
Tenemos que

c Mg
< < .
Vk_J _Vk+1—ﬁe

Luego, aplicando T
k+1

1-8
Dado que Vi, Vies + M550 — J%, T(J) = J°. O

Vigr < T(J") < Vi + e.
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