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1. Considere la siguiente ecuacion diferencial
' =z(a—bzx), a,b>0. (1)

1.1) Indique qué tipo de situacion modela la ecuaciéon (1).
1.2) Si 2(0) = yo, obtenga la solucién y analice el comportamiento de esta tltima

en funcién de si g > a/b o si zy < a/b.
1.1) Se trata del modelo de crecimiento poblacional logistico (Verhulst).
1.2) Procedemos via separacion de variables:
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De ahi,
z(t) = aAe™ — bAex(t)

z(t)(1 + bAe™) = aAe™

aAe®

I(t):m, A>0.


marcelo.gallardo@pucp.edu.pe

Si z(0) = o,
aA
20 =554 — %

Despejando A,
Zo

a— xob’

Observacion. Note que xg # a/b pues este iltimo es justamente un equilibrio
(junto al 0).

De este modo,
a/b

T4 (52 1) e

bx()

z(t) =

Si zg < a/b, x(t) — a/b creciente. Si xg > a/b, x(t) — a/b decreciente. Esto
no es coincidencia pues x* = a/b es un equilibrio asintéticamente estable. En
efecto,
F(z) = z(a — bz) = ax — ba®
F'(z) = a — 2bx.

Luego,
F'(a/b) = —a < 0.

2. Considere el problema del monopolista con costos marginales constantes
(cly) =c-y)
max I =p(y)y —c-y.

2.1) Demuestre que

dp 1

L

de  p l(y)y 4o
P'(y)

2.2) Si dp/de =1, jcuél es la funcion de demanda inversa p = p(y)?
2.1) Partiendo de

%{ B a% [P(y)y — ()] =P (Y)y +ply) — ' (y) = 0.

Luego, asumiendo que ¢(y) = c-y derivando respecto a ¢ tendriamos por la regla
de la cadena,
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T " (y)y+20 (y)] =1
dy 1

de p'(y)y +20'(y)
Ahora, teniendo en cuenta que

dp dpdy

de — dydc’
multiplicando por p’(y) se tiene

de " 2! " (y)y ’
c  p'y)y+20(y) G +2

2.2) De la Ecuacion (2), igualando a 1, se obtiene

1

" Yy -
P’ (y) +2

P'(y) ="(y) +2p'(y).

Haciendo el cambio de variable z(t) = p'(y), se obtiene la EDO lineal de orden

1: 2/(t) = —f(t). Aplicando el método de separacion de variables,
der  dt
ot
dr dt
R / ot
In|z| = —Inl|t|+ C

=]

Asi,

Integrando respecto a y, se obtiene

A
p(y) :/gdy =Alny+ B.

3. A continuacién, presentamos el modelo de empleo de Haavelmo. Sea K el
nivel de stock de capital en una industria y L el nivel de empleo. Supongamos
que se tiene una funcién de produccién del tipo Cobb-Douglas Y = K*L'~,
con « € (0,1). Se supone, ademaés, que el crecimiento en el cambio en la tasa de
empleo esta dado por

r L



Esto es, el cambio en la tasa de empleo crece cuando la produccién per-capita
crece. El nivel de capital se supone constante.

3.1) Demostrar que
, 9L L1+(x
L'=60L - .
(%)

3.2) Encuentre L* equilibrio en funcién de los parametros y del nivel del stock
de capital.

3.1) Reemplazando con la expresion de Y y multiplicando ambos lados por L,

Reemplazando,
L2
L'=0L - —
()

3.2) El equilibrio se obtiene haciendo L' = F(L) = 0. En este caso,

14+«
monp(E)

Luego,
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4. Realizar el diagrama de fase para la ecuaciéon de Gompertz

K
2 =2xln —.
x

El procedimiento es el mismo siempre para las ecuaciones del tipo

¥ =F(z;0), r€R



siendo 0 un vector de parametros. Primero, resolver F'(z;0) = 0. Luego, compu-
tar F’(x*) y discernir entre F'(xz*) < 0 0 F'(x*) > 0 (existen condiciones adicio-
nales y/o se procede ad-hoc para el caso F'(z*) = 0). En este caso, los equilibrios
son z* =0y z* = K. Luego,

F'(z) =2 (mf - 1> .

Evaluando, se tiene F’'(K) = —2 < 0 mientras que x — 0, F' — oo (no se puede
reemplazar directamente pues se estaria dividiendo por cero). En ese sentido,
x* = K estable, mientras que x* = 0 es inestable.

5. Recuerde la ecuacion fundamental del modelo de Solow.
EK'(t) = sf(k(t) — (n+ )k(t)

5.1) Si f(k(t)) = v/k(t), ipuede obtenerse explicitamente la trayectoria del stock
de capital per-capita? ;Y si f(k(t)) = In(k(¢))?

5.2) Tome f(k) = k7, v > 0, obtenga el equilibrio k*. ; Qué valores puede tomar
~7 Analice en funcién de v estabilidad y convergencia.

Si f(k(t)) = \/k(t), aplicando Bernouilli, se puede encontrar una solucién ana-
litica. En efecto, la ecuacion de Bernouilli tiene la forma

2’ (t) = a(t)z(t) + b(t)z*(t).

En el modelo
K (t) = sk? — (n+ 0)k(t)

1. a(t) = —(n+9)
2. b(t)=s
3. a=1/2.

Luego, haciendo y = /z, se llega a la ecuacién diferencial lineal de primer orden

r__(nto 1
Yy = ( 9 )y+23.

Luego,

[ V)

Finalmente, como z(t) = y(t)?,

() = oo (504 2 }

En conclusién,



1. Para f(k) = vk se puede resolver via Bernouilli.
2. Para f(k) =1n(k), no de forma directa.

3. 0 <y <1 - para la concavidad y monotonia.

* S ﬁ
1k = (35)




