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Problemas sugeridos para abordar durante la PD: 1, 2, 3, 4 (alguno de los incisos), 5, 7 y

8 (alguno de los incisos).
Ecuaciones diferenciales escalares no lineales.

1) Considere la siguiente ecuacién diferencial

/

' =x(a—bx), a,b> 0. (1)

1.1) Indique qué tipo de situaciéon modela la ecuacién (1).
1.2) Si y(0) = yp, obtenga la solucién y analice el comportamiento de esta tltima en

funcién de si yo > a/b o si yo < a/b.
2) Considere el problema del monopolista con costos marginales constantes (c(y) = ¢ - y)
max II = p(y)y —c-y.

2.1) Demuestre que
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dc p /(y)y 4+
P'(y)

2.2) Si dp/dc =1, jcuél es la funcién de demanda inversa p = p(y)?

3) A continuacién, presentamos el modelo de empleo de Haavelmo. Sea K el nivel de
stock de capital en una industria y L el nivel de empleo. Supongamos que se tiene una
funcién de produccién del tipo Cobb-Douglas Y = K7L con o € (0,1). Se supone,
ademas, que el crecimiento en el cambio en la tasa de empleo estda dado por

L L

1



Esto es, el cambio en la tasa de empleo crece cuando la produccién per-capita crece. El

nivel de capital se supone constante.

v-o-s(50).

3.1) Demostrar que

Ka

3.2) Encuentre L* equilibrio en funcién de los pardmetros y del nivel del stock de capital.

4) Realizar el diagrama de fase para cada una de las siguientes ecuaciones, identificar los
puntos de equilibrio (en caso existan) y decir si son estables u inestables:
4.1) o’ = —42? + 8.
4.2) o' =2z ln = - curva de Gompertz.
= (z 3)(:70 +4).
¥ =ae*, a €R.

4.3) z
4.4)
4.5) o' = ny/x — §x, m, § > 0.

5) (Modelo de Solow). Recuerde la ecuacién fundamental del modelo de Solow.

K(t) = sf(k(t) = (n+ 6)k(t)

5.1) Si f(k(t)) = \/k(t), ipuede obtenerse explicitamente la trayectoria del stock de
capital per-capita? ;Y si f(k(t)) = In(k(t))?
5.2) Tome f(k) = k7, v > 0, obtenga el equilibrio k*. ;Qué valores puede tomar ~?

Analice en funcion de 7 estabilidad y convergencia.
Sistemas lineales: subespacios estable e inestable.

6) Considere el siguiente sistema lineal



Ecuaciones diferenciales vectoriales no lineales.

7) Explique de manera intuitiva en qué consiste el Teorema de Hartman-Grobman asi
como su utilidad en el analisis de sistemas dindmicos reales no lineales. Luego, aplicando
este teorema, analice la estabilidad de los equilibrios de los siguientes sistemas

6.1) 2’ =z —1,y =ze” —y.

6.2) ' = 2zy, vy =1 — 32% — >

6.3) ' = 4z — 3zy, v = 3y — xy.

8) Efectué el diagrama de fases de los siguientes sistemas y obtenga, para el SLA (Sistema
Lineal Asociado), los subespacios estable e inestable.
7)) =v—-1,y =xe” —y.
7.2) 2 =2xy,y =1 - 3z% — >
7.3) ' =4z — 3xy, y = 3y — xy.
Use el siguiente codigo en Wolfram Mathematica para verificar sus respuestas:
Show [ContourPlot[{x" =, y'=}, {x, a, b}, {y, ¢, d}], StreamPlot[{x’, y'}, {x, a, b},
{y, ¢, d}]]

a y b son los valores minimo y mazrimo que toma x en la representacion grdfica, ¢ y d son
los valores minimo y mdzximo que toma y en la representacion grdfica. En x' = se debe

reemplazar por la expresion de f(x,y) tal que 2’ = f(x,y), y lo mismo para v/ .
9) Considere el siguiente sistema no lineal
)
Ty = ar (1 — E) — bx12y
Th = cx1wy — drg, d > cK.
9.1) Analice que tipo de situacién puede ser modelada por este sistema.

9.2) Encuentre los equilibrios.

9.3) Analice la estabilidad de los equilibrios encontrados.

10) El siguiente es un modelo de crecimiento y polucién. Considere K el stock de capital
y P la polucién (nivel de polucién). Tenemos (en analogia con el modelo de Solow), la

siguiente dinamica para el capital.

K' =sK* - /K.



Por otro lado, la polucién sera creciente con el stock de capital (mayor produccién implica

mayor polucién) y decae naturalmente a un ratio . O sea,
P'=KP—~P.

En este modelo, 0 < o < 1, f > 1y v > 0. Considere P(0), K(0) > 0.
10.1) Demuestre que K* = (2)*1, 0 K* = 0.
10.2) Encuentre P*.

10.3) Efectué el diagrama de fases analizando los equilibrios. Note que

asKe1—§ 0
BKPT =y



