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Hoja de ruta

© PD3: introduccién a la optimizacion.
© Método de Lagrange.
© Aplicaciones.
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Introduccién a la optimizacion
(revisited)
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Ejercicio 19 (PD3)

Marcelo Gallardo B.
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Figura Densidad normal.

Préctica Dirigida 4 Matematica para Ecol

Octubre 2022

4/51



Ejercicio 19 (PD3)

_ ) e (= p)f(X)
02/ 2702 o2

Evaluando en x* = p, se obtiene f'(11) = 0. Luego

L R ) i)

o o*

f/(X) (X_:U’) G_M

Evaluando nuevamente en x* = y,

f(u)

'(p) = — <0,
(1) 2
pues f(x) > 0 para todo x. Concluimos entonces que f alcanza un

maximo local (jes global?) cuando x es igual a la media p.
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Problema del consumidor

max U(x)
px < |
x € R,

i Qué condiciones impondria sobre la funcion de utilidad para que la
solucién es Ginica? jEn qué casos podria tenerse mas de una
solucién? Infinitas?
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Problema del consumidor

© Teorema de Weierstrass: dominio compacto funcién continua.

@ U (estrictamente) cuasicéncava < preferencias > estrictamente
convexas.

@ U lineal de forma que U(x,y) = ax+ by y
Umgx/Umgy = a/b = px/py-
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Mas de una solucién

Slope = -~ MRS,,(x*}

.:

x*ex(p.w) X

Figura Mas de una solucién en el Pc.
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La técnica de Lagrange
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Joseph-Louis Lagrange

Figura Joseph-Louis Lagrange.
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Joseph-Louis Lagrange

© Estudié en Turin (Torino)- Italia.
@ Profesor en I'Ecole Normale Supérieure de Paris (ENS).

© Alumnos notables: Denis Poisson (I'X), Jean-Baptiste Fourier

(I'X).
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Multiplicadores de Lagrange

Opt f(X]_ , X2)

s.a. @ g(x,x) = g-

L(x1,%,N\) = f(x1,%) — Mg(x, %) — &)

o, alternativamente

‘C(X17X27 )\) - f(X17X2) + )\(go - g(XlaX2))
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Multiplicadores de Lagrange
De manera mas general,

opt f(x1, X2, ...y Xn)
s.a. . gl(Xl,Xg, ...,X,-,) = b1

g2(X17X27 "'7Xn) = b2

8m(X1, .oy Xn) = b

En este caso,

m

L(X1, oo Xy Ay ooy Am) = F(31,%0, 00 30) + > Ni(by — (%1, %)),

Jj=1
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Condiciones de primer orden

VL =Vif(x,Xa, ., Xn +Z)\V — gi(x1, ..., xn)).

oL

Y —b; —gi(x1,....,x,) =0, Vj=1,....m

Alternativamente,

V(X1 xn) = X Vg(x1, ooy Xn).
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Ejercicio 3 (PD4)

Resuelva los siguientes problemas de optimizacién con restricciones y
determine previamente si se puede asegurar la existencia de una
solucion al problema Py :

min  f(xy, %) =x + x
P, : (x1, %2) 1+ X2

. 2 4,2
sa.. xi+x5=4

opt  f(x1,x) = x2 + x2
PL .

sa.. X1 +x =4
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Ejercicio 3 (PD4)

© Las dos funciones objetivo son continuas.

© Sin embargo, solo en el primer caso el dominio es compacto.
i Porqué?

© Teorema de Weierstrass.

@ Aplicamos Lagrange para obtener un candidato a solucién
(condicién necesaria mas no suficientes, sin embargo,
argumentos de convexidad o concavidad proveen suficiencia).
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Ejercicio 3 (PD4)

£:X1+X2—|—)\(4—X12—X22).

oL
=1-2 =
aXl )\Xl 0
aE =1- 2)\X2 =0
X2
oL
N =4-x -3 =0.
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Ejercicio 3 (PD4)

Si xp # 0 (i porqué?)

1 2>\X1
- = X] = X
1 2 P
Luego,
2X12:4
x2 =2
X1::|:\/§:X2.
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Ejercicio 3 (PD4)

Minimo.

NI
%

Figura Pregunta 3A.
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Ejercicio 3 (PD4)

Maximo.
ecl
]/ Y

Figura Pregunta 3A.
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Aplicaciones
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Ejercicio 5 (PD4)

Resuelva el siguiente problema del consumidor

max xf‘xzﬂ
Pc :
s.a..  pixy+ paxo = 1.

i Cudl es la especificacion de la funcién de utilidad? Obtenga la
funcién de utilidad indirecta.
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Ejercicio 5 (PD4)

Primero, se plantea la funcién Lagrangiana:
,C(Xl,Xg) = XIOéXéB + )\(I — pP1X1 — p2X2).

Luego, la CPO proveen

OL(x1, x o

(c%lq 2 =ax'x — Ap =0
OL(x1, x o B
OL(x1, x:
%:I_plxl_p?Q:O-
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Ejercicio 5 (PD4)

Ciertamente x;, x, # 0 (nuevamente, jporqué?)

axy  p1

Bxi  po

Asi, xo = @x Reemplazando en la restriccién,
2 = 1- p

pix1 + p2 (@M) = p1x1 + @Xl =1
ap2 «
De (1), | |
x; = _ X5 = b

(a+B)p 2 (a+B)p
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Ejercicio 5 (PD4)

Finalmente,

V(pr,p2. 1) = () ()"

- ((a flﬁ)m)a ((a f;)p)ﬂ

= a*p;p; (e + B) Pt

Sia+ =1,

V(p1, po, 1) = a®3%prp, P 1.
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Ejercicio 6 (PD4)

El problema de minimizacién del coste consiste en resolver

min >0 wix;

s (Xt Xn) =Y,

dada una tecnologia representada por la funcién de produccion
f(x1, ..., Xn), y un nivel de produccién deseado y. Aqui w; es el precio
del factor de produccién x;.
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Ejercicio 6 (PD4)

Resuelva el problema de minimizacién del coste para las siguientes
funciones de produccién (analice en funcién de los parametros)

= Ax?x?

= ( + )1

(x1, x2)
(x1, x2)

f(xi,x2) = min{axy, bx }
(x1, %)

Asimismo, indique qué tipo de tecnologia representan y relaciénelo
con las especificaciones usadas en las funciones de utilidad.
Finalmente, obtenga la funcion de costes

c(w.y)=> wix‘(w,y).
i=1
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Ejercicio 6 (PD4)

© Cobb-Douglas: se requieren los 2 factores, rendimientos a escala
dependen de a + S.

© CES: puede usar un factor, p €s un parametro importante (Lqué
pasasip — 0, p—10p— —oa?)

© Leontief: bienes complementarios.

@ Lineal: sustitutos perfectos.
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Ejercicio 6 (PD4)

Tecnologia de produccién Cobb-Douglas:

min Wi Xy + Woxo
X1,X2

DAy =y

Las condiciones de primer orden de la funcion Lagrangiana proveen

wi _axy Ix0 axp

wo  bxaxPl bx

a(bwl >"
y=Axg|—x| .
awp
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Ejercicio 6 (PD4)

Despejando xq,

1 b
( ) yabW2b a+b A—L aW2 a+b 1
X1\ Wqp, Wo y = _— = atb | —— ya+b_
T Abbwp bw,
Multiplicando por g—ﬁ,
_a_
_1 | bwy | 1
X2(W17W2,y) et a+b —_— -ya+b.
awr
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Ejercicio 6 (PD4)

Estas son entonces la demandas condicionadas de los factores de
produccién x; y x, respectivamente. Luego, podemos obtener la
funcién de costes asociada:

c(wi, wa,y) = wixy(wi, wa, y) + waxa(wi, wa, y)
—a_ ﬁ a b
|G (5)7 et

En el caso particular a+ b =1,

c(wi,wo,y) =a (1 —a) 'wiw, ?y. (2)

Octubre 2022 31/51
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Ejercicio 6 (PD4)
Sea f(x1,%) = (x{ + x§)*/?. El problema de minimizacién es el

siguiente

min wix; + woxo
X1,X2

e P P
s.a. i xg +x =y"

Las condiciones de primer orden proveen

wy — Apx" =0
wy — Apxt =0
X!+ x5 = y”.

Despejando, obtenemos

Marcelo Gallardo B. ( PUCP )
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Ejercicio 6 (PD4)
Asi,

W1 =1
X1 = | — X.
w>
Reemplazando en la restriccion

P

wy \ P-1
x5 (i) +1| =y’

= I
Xy = wy [Wl" + wy ] y.

Asi,

1

Multiplicando por (%) ”~* obtenemos x;

=
xp = w [Wl" + wy ] y.
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Ejercicio 6 (PD4)

Luego, reemplazando en w - x, obtenemos la funcién de costes
1 o _» 1-1/p 1 o
Lyl -2 L L[ £

c(wi, wa,y) = w™ |:W1p twy 1] yt+ws™ [Wlp T+

£ P
Factorizando por [Wlﬂ—l + sz—l} v,

c(wi, wa,y) = [Wffl + sz] y.
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Ejercicio 6 (PD4)

Observacién
El caso de la funcién CES puede generalizarse de la siguiente forma

f(X], X2) = [(ale)p T (32X2)p]1/p.

En dicho caso,

c(wr, wa, ) = [(wa/a)" + (wa/a) 1y, r= ﬁ
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Ejercicio 6 (PD4)
Leontief. En este caso,
f(x1,x) = min{axy, bx, }.

No podremos aplicar Lagrange jporqué? Sin embargo, dado que la
empresa no despilfarrara, ningan factor que tenga un precio positivo,
ésta debe encontrarse en un punto en el que

y = ax; = bx.

Por lo tanto (xi, x2) = (v/a,y/b). O sea,

W1y+ Wy _ wi W2>

C(W1,W27}/):T 5 y(a+b
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Ejercicio 6 (PD4)

Lineal. Cuando f(xi,x2) = ax; + bxy, los factores 1y 2 son sustitutos
perfectos. Es posible producir con x; o bien con x,. De este modo, la
empresa utilizarad el mas barato que le permita obtener y. Es decir, si
wi/a < wy/b, usard xi, y si wp/b < wy/a, usard x;. Por ende,

( ) = min {22, 221
C\ Wy, W- = MmN —, — .
1, Wa, ¥ 37 b y
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Ejercicio 6 (PD4)

@ ;Ven alguna simetria?

© Qué interpretaciones pueden darle a las funciones de
produccién?

© Ejercicio 7: aplicacién numérica

min  C(K,L) = 2K +2L
s.a. F(K,L) = K>®L%® = g,

i Qué tipo de funcion de produccion? Identifiquen los parametros
y resuelvan.
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Ejercicio 8 (PD4)

Se invierte x en dos activos. La varianza del retorno es

2
0% = 0ix? + 033 + 201X %,

con o2 la varianza del activo 1, 03 la varianza del activo 2 y 015 la
covarianza entre los 2 activos. Asimismo, x; es la fraccién invertida
en el activo 1y x, en el activo 2. Plantee el problema de
optimizacién del inversionista (minimizar la varianza) teniendo en
cuenta que x = 1.
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Ejercicio 8 (PD4)

El problema que hay que resolver es el siguiente

.2 2.2 2.2
min 0° = 07Xy + 05Xy + 2012X1%2

sa.:xpt+x=x=1.
Luego,

L(x1,%,\) = afxf + J§x22 + 20121 + A1 — x1 — x2).
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Ejercicio 8 (PD4)

Condiciones de primer orden:

oL

- = 20‘%X1 + 20‘12X2 —-A=0
8x1

oL

-_— = 20'§X2 + 20’12X1 —A=0
0X2

oL

azl—xl—X2:O.

Asi,

20’%X1 + 20'12X2 = 20'§X2 + 2012X1

2 2
O'1X1 + 012X = O'2X2 + 012X1.

Marcelo Gallardo B. ( PUCP ) Practica Dirigida 4 Matematica para Ecol Octubre 2022 41 /51



Ejercicio 8 (PD4)

Luego,
2 2
(07 — o12)x1 = (05 — 012)%2.
Despejando
01 — 012
X2 = 1
05 — 012
Finalmente,
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Ejercicio 8 (PD4)

Con esto,
e 03 — 012
=
0'% + 0'% 20’12
2
* 01 — 012
=3 2
0] +05 — 2012
Interprete.

Marcelo Gallardo B. ( PUCP ) Practica Dirigida 4 Matematica para Eco|



Profundizacién
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Preferencias Stone Geary

Demuestre que la solucién al siguiente problema de maximizacién de

la utilidad
max  U(xi, ..., x,) = []_ (xi — A)%
Pc:qgsa: Yo pixi=1
n

doiai=1
es

A + — Z pl

Excedent;\aéllngreso

Interprete.
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Preferencias Stone Geary

Resolvamos aplicando la técnica de Lagrange, presentada
previamente:

n

max U(xq, ... x») = [ [(xi — A7)

i=1

s.a.: zn:p,-x,- =1
i=1

n
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Preferencias Stone Geary

Puesto que las transformaciones monétonas no afectan el orden de
las preferencias, podemos maximizar U*(xi, ..., x,) = In[U(xq, ..., X,)]

n

max U*(x,...,x,) = In H(x,- —A)Y| = ioz,- In(x; — A;)
i=1
s.a.: ip,—x,- =1
i=1
i@i =1.
i=1

i=1
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Preferencias Stone Geary

La funcién Lagrangiana estaria entonces dada por

L(x, A\, 1]0) = Zaln A(I—zn:p;x;)qLu(l—zn:a;).
i=1 i=1

Aplicando las condiciones de primer orden

8£ QO .
a—Xi—Xi_Ai—)\p,‘—O, Vi
oL .
a—/—;p;x;—o

oL

a—ﬂzl—;a;:o.
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Preferencias Stone Geary

De la primera ecuacion,

o = )\Pi(Xi - Ai)
Z Q= Z )\pi(Xi - Ai)
i=1 i=1

1= Zn: Api(xi — Ai)
i=1

- 1
D1 PiXi — Diy PiA
1
A= R ——v
I =31 piAi

Marcelo Gallardo B. ( PUCP ) Practica Dirigida 4 Matematica para Eco Octubre 2022

49 /51



Preferencias Stone Geary

Por ende,
(0%
T x— A
AP X
Oé;_ —|—A,'—X,
pll anpl
Q; °
— |- piAi | +A =X
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Gracias
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