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Funciones cuasiconvexas, cuasiconcavas y aplicaciones.

2 . s
", x € R es cuasiconcava.

1. Pruebe que la funcién f(z) =e~
La funcién f(z) es una composicién de la funciéon —z?2, la cual es céncava y, por lo tanto,
cuasiconcava; y la funcién e”, la cual es creciente. Por lo tanto, f(x) es cuasicéncava. Se

puede probar también usando la definicion.

2. Pruebe que las funciones f(x) = 2® y g(x) = —2x son cuasiconvexas. Sin embargo,
pruebe que f(x) + g(z) no es cuasiconvexa ni cuasiconcava.

Recordemos que, por definiciéon, una funcién es cuasiconvexa si

L(r) ={z € domf(x)/f(z) <}

es un conjunto convexo para todo r € R.

Para la funcién f(z) = 2°

L(r)={zeR/z*<r}
L(r)={z e R/z < V/r}
£(r) =) - o0, 97

es un conjunto convexo, por lo que f(x) es cuasiconvexa.
De manera similar se puede probar la cuasiconvexidad de la funcién g(z)
La funcién f(z) + g(z) = 23 — 2z = z(2* — 2) no es cuasiconvexa ni cuasicéncava, pues,

por ejemplo, para r = 0:



L(r) ={z € domf(z)/f(z) < r}
L(r)={r e R/z(2* —2) <0}
L(r) =] — 0o, —V2] U [0,V2]

no es un conjunto convexo, por lo que la funcién f(z) + g(z) no es cuasiconvexa.

Ademas, recordemos que para que, por definicién, una funcién sea cuasiconcava, el con-

junto U(r) debe ser convexo. Veamos:

Ur) = {z € domf(x)/f(z) = r}
U(r) ={r e R/z(2* - 2) >0}
U(r) = [-V2,0] U [V2, 00|

no es un conjunto convexo, por lo que la funcién f(z) + g(x) tampoco es cuasicéncava.

3. Pruebe que f: [-2,2] — R es cuasiconvexa, donde
Vx|, st —2<2<0
fz) =
x? si0<zx<2.

4. Pruebe que la funcién del ejercicio anterior no es convexa.

5. Sea U = U(x1,x2) una funcién de utilidad. Pruebe que

U1 8U/(933'1
TMS = =L =
S UQ aU/a.CEQ

es decreciente si U es cuasiconcava. jQué puede deducir sobre la cuasiconcavidad y la
convexidad de las preferencias?

Dada U : R?, — R,

Tenemos que, U es cuasicéncava si

(=D} (=U?) > 0 (se verifica)



(_1)2(_U1(Uway - UwyUy) + Uy(UrUyw - UmUy)) >0
— —U Uy, + 2U,,U,U, — Uy, U, > 0.

Luego, se cumple que

d d (U vzu,, —2U,,U.U, + U, U?
—(TMS)=— (=) =2 , g,
dx( ) dx (Uy) U3

En efecto, por la regla de la cadena (considerando y = y(x))
du,
i % dgf Yy d_nyI
dx Uz

Uy
d [ oU(zy(x)) d | 9U(zy(x))
%[ 5 ]Uy_%[ 83 }UI

Uy
(Usa + Usy @) Uy = (Usy + Uy 32)
U2 '

Como dy/dx = —U,/U,, finalmente tenemos
d [U] 1 [U o U UnUU, nyUxe]
yYaox

de |U,| — UZ U, U, U,
1 {U@?Um _UUUsy Uy UsUy + nyUwUm}
Uy2 Uy Uy UZJ Uy
U2U,, — 2U,, U, U, + U, U2
= <0
Uy

Por ende, TM S’ < 0 (pues U, > 0).

6. Analice la cuasiconvexidad o cuasiconcavidad de las siguientes funciones. Luego, iden-
tifique cuales pueden ser usadas como funciones de utilidad.

6.1) f(21,22) = Va1 + 22.

6.2) f(x1,22) = exp(x1x9).

6.3) f(

6.4) f(x1,x0) = woe™.

Por definicién, para que la funcién sea cuasiconcava, el conjunto U(r) debe ser convexo:

x1,T2) = In(x129).

U(r) ={z € domf(z)/f(T) > r}
U(r) = {z € R?/ye” > 1}
U(r) ={z e R*/y > re *}



Si graficamos el conjunto U(r) vemos que este no es convexo para todo r € R. De izquierda

a derecha, para r < 0, r = 0y r > 0, respectivamente, la grafica del conjunto U(r) es:

Como se observa, el conjunto U(r) no es convexo para r < 0, por lo que la funcién no
es cuasiconcava. Sin embargo, para que esta ultima represente una funcion de utilidad se
debe restringir el dominio de la funcién al primer cuadrante, en donde el conjunto U(r)
si es convexo para todo r € R, y por lo tanto la funcién si es cuasicéncava. Por ello, si se
le podria usar como funcién de utilidad.
Por otro lado, se puede analizar utilizando el conjunto L£(r) la cuasiconvexidad de la
funcién.
6.5) f(x1,20) = Az9525° A > 0.

Tr1 T2

6.6) f(x1,22) =min ¢ —, — », a; > 0.
a1 Qo

6.7) S, 2) = ()" + a3)°.

6.8) f(x1, 29, x3) = min{z, + xo, x3}.

Primero, establezcamos que el minimo de dos funciones céncavas es concava. Si f(x) y
g(x) son funciones de utilidad céncavas, la funcién u(z) = min{f(x),g(x)} también lo

es. Por definicién, si f(z) y g(z) son céncavas, definiendo z = Az + (1 — \)y, para todo
Ae0,1]:

Af(@)+ (1 =Nf(y) < f(z)

Ag(@) + (1= MNg(y) < g(2)

De aqui, tomando minimos, se notan las desigualdades:

Amin{f(x),g(z)} + (1 = AN)min{f(y),g(y)} < Af(z) + (1= N)f(y) < f(2)



y de manera analoga

Amin{ f(z), g(z)} + (1 = A)min{f(y),9(y)} < Ag(x) + (1 = N)g(y) < g(z)

por lo tanto:

Amin{f(z), g(z)} + (1 = A) min{f(y), 9(y)} < min{f(2),9(z)}

lo cual prueba que la funcién min{ f(z), g(x)} es concava.
Entonces, la funcién f(xy, 29, 23) = min{x; + 29,23} es céncava y, por lo tanto, cua-

siconcava, por lo que si se le podria considerar como una posible funcién de utilidad.

7. Sea f una funcién positiva y céncava, determine si la funciones g(z) = In[f(z)] y

h(z) = e/®) son cuasicéncavas.
Introducciéon a la optimizacion.

8. Encuentre los puntos estacionarios de las siguientes funciones (en caso existan) y de-
termine su naturaleza aplicando el criterio de la matriz Hessiana.

Recordemos que los puntos estacionarios de una fucnién son aquellos en los que su gra-
diente se anula. Ademas, si la matriz Hessiana demuestra la convexidad (concavidad) de
la funcién a lo largo de todo su dominio, el punto estacionario es minimo (maximo) global
(Condicién suficiente de primer orden). Si la matriz Hessiana exhibe convexidad (conca-
vidad) en el punto estacionario, entonces el punto estacionario es minimo (maximo) local
(Condicién suficiente de segundo orden).

8.1) f(z) =¢€® —u.

Calculamos el punto estacionario:
f(z)=€e"—1=0—2"=0

Con el criterio de la segunda derivada:

f(x)=e">0Vz eR

Como la segunda derivada es positiva para todo el dominio de la funcién, la funcién es

convexa y el punto estacionario representa un minimo global.

8.2) f(xy1, ) = 2% + 3.



Calculando el punto estacionario:

2z
Vf(x) = =0—z"=(0,0)
2y
La matriz hessiana es
20
Hf(r) =
0 2

que es positivo definida para todo el dominio de la funcién, por lo que la funcién es
convexa. Entonces, el punto estacionario (0,0) es minimo global.

83) f(xl, T, (1,’3) = (L’i’ - .T% + 2%1 - 21’2.

84) f(l'l,l'Q) — €1+ax%+bx§‘

Calculando el punto estacionario:

Vi@ = [ 2@ oL e~ 0.0)
2ay f(z,y)
La matriz hessiana es
4a*2? f(x,y) + 2af(z,y) dabzyf(r,y)
Hf(z,y) =
dabzry f(x,y) 40y f(x,y) + 20f (2, y)

y evaluandola en el punto estacionario, la matriz hessiana

2ae 0

Hi(0.0)= 0 2be

es negativo semidefinida si a y b son mayores o iguales a 0. Es positivo semidefinida si a
y b son menores o iguales a 0. Es indefinida si a y b son de signo distinto. En el primer
caso, el punto estacionario sera minimo local; en el segundo caso, serda maximo local; en
el tercer caso, sera un punto silla.

8.5) f(x1,w9) = ] — x3wd + 23 — 1822 + 323.

8.6) f(x1,79) = x19 In(a? + 22).

9. Determine graficamente la solucion a los siguientes problemas de optimizacién

9.0) max  f(xy,29) =2x1 + 2246

sa. x4 x3=16.



En primer lugar, sabemos que el problema tiene solucién. La funcién objetivo es continua
(es polinémica) y el conjunto de oportunidad delimitado por la restriccién es un conjunto
compacto (es una circunferencia de radio finito). Calculemos la forma de las curvas de

nivel de la funcion objetivo:

2$1+I2+b20

To=x—06— 21,

Las curvas de nivel son rectas con pendiente igual a —2. Por otro lado, la gradiente de la
funcién objetivo es V f(xy,z9) = , lo que indica que en la direccion de ese vector se

maximiza la funcién objetivo. Ademas, la solucién debe cumplir con la restriccion, que se

grafica como una circunferencia centrada en el origen y de radio igual a 4. Graficamente:

A

YN

Se puede notar que el punto dibujado es el 6ptimo del problema, y es un punto de tan-
gencia.

Calculamos la pendiente de la circunferencia derivando implicitamente:



r7 + x5 = 16
221 + 2wo7h, = 0
1+ 11y =0
Zy = ——

X2

Como la pendiente de la curva de nivel es —2, entonces para encontrar el punto de tan-

gencia igualamos pendientes:

T

- =_9
X2
T = 21‘2

Luego, el punto éptimo debe cumplir con la restriccion:

o]+ 25 =16

(222)? + 25 =16

515 = 16
16
To = + E

Por dltimo, elegimos el valor positivo y calculamos xy:

i} 4
x2:—\/5
. 8
1=

La funcién objetivo evaluada en el punto que la maximiza; es decir, el valor maximo de

la funcién objetivo es:

f*(l’l,flfz) = —++ 6

V5



max u(xi, To) = 110
9.1) (21, x9) 172
s.a. ary]+bxy = 2.

max u(xi,xe) = 0x1 +nx
9.2) (71, 22) 1T NT2
s.a. T1+ a9 =2.

10. Si z* es un minimo de f, pruebe que z* es un maximo de — f.

11. Considere las funciones f : S C R® -+ Ry A : R — R definamos g : S — R por
g = h(f(z)). Pruebe que, si h es creciente y 2* maximiza (o minimiza) f sobre S, entonces
x* maximiza (o minimiza) g sobre S.

Si z* maximiza a f sobre S, entonces, por definicion:
f(z*) > f(x)Vz € S

Si aplicamos la funciéon h a ambos lados de la desigualdad, la desigualdad se mantiene

porque h es creciente:

h(f(z")) = h(f(x)) Yz € S
g(x*) > g(v) Yz € S

Con lo que queda demostrado que z* maximiza a g sobre S. Se realiza el procedimiento

analogo con el caso en que z* maximiza a f.

12. Si z* es un punto 6ptimo de f analice el punto 6ptimo de g para
12.1) g(z) = af(z) + b, a,b € R, a> 0.

12.2) g(z) = /@,

12.3) g(x) = v/7(2).

13. Con respecto a la funcién
f(w1,20) = 207 + 203 + 82129 + 42123 + 42973, (21, T, 73) € R?

analice si f posee minimo o maximo locales. Determine si es posible aplicar el Teorema

de Weierstrass.



El teorema de Weierstrass no se puede aplicar porque el conjunto de oportunidad es el
dominio de la funcién, R3, que no es un conjunto compacto.

Ahora bien, calculemos el punto estacionario:

4%1 -+ 8.%'2 -+ 4£L'3
Vf(x1,29) = | 4oy + 82y + 423 | =0 —= 2" =(0,0,0)

4z + 4,
La matriz hessiana es
4 8 4
Hf(x)=|8 4 4
4 4 0

La cual es indefinida (se puede comprobar), por lo que el punto estacionario es un punto

silla.

14. ;Es posible que una funciéon convexa posea més de un minimo global?

Si. Por ejemplo, la siguiente funcién

7

6

5 \ /
4

3

tiene infinitos puntos minimos globales.

15. Con respecto a la funcién f : R? — R,
f(z1,22) = (21 — @)*™ + (22 — )" + ¢,

10



a, b, c constantes y m,n € N, se le pide que resuelva las siguientes cuestiones.
15.1) ;Cuaél es el punto minimo de la funcion?
15.2) ;Cuél es valor minimo de la funcién?

15.3) Tiene puntos méaximos la funcién f7

16. Defina la funcién de produccién tipo CES (Constant Elasticity of Substitution)
fk,0) = (a1 k™ 4 apl=P) /"

Demuestre que el punto 6ptimo (k*, £*) del problema del productor satisface la relacién

r apk Pt

w o gl

Al resolver el promlema de maximizacion de beneficios:

max IT = p(a k™ + agl ™) "/? —wl — 1k

Se debe cumplir, por condicién de primer orden:

o
—p—(a k™ 4 gl =)=/ P (= p)apl Pt —w
VIl = P =0
o
—p—(a k7P + aplP) P (—p)ag kP — 1
)

o
Definamos A = —p—(a1k™" + axl=") /=Y (—p):
p

Aasl=P~1 —w
VII = =0
Aak=P~t—r

Despejando A de ambas ecuaciones e igualando, resulta la igualdad:

r o apk Pt

w o gl

que es lo que queriamos demostrar.

17. Resuelva el problema del productor para una especificacion Cobb-Douglas, es decir,

resuelva

méx I = palal — way — ra,,

donde x; es el trabajo y x5 el capital.

11



18. Resuelva el siguiente problema del monopolista

max IT = (100 — y¥)y® + 60y™ — 0.5(y™ + y*)2.

ydym
Aqui p = 60 es el precio en el mercado mundial del bien 3, p = 100 — y? es la demanda

doméstica, y 0.5(y™ + y?)? son los costos de produccion.

19. La siguiente funcién

representa la funcién de densidad de la distribucién normal con media p y varianza o?.
Demuestre que x* = p es un maximo global.
20. En relacién al problema del consumidor en su expresion mas general
max u(z)
pr <1
r e R}
., Qué condiciones sobre las preferencias impondria para que la solucién sea tnica? ;FEn

qué casos podria tenerse mas de una solucion? ;Infinitas?

12



Ejercicios no evaluables en PCs

1. En el caso de una regresiéon lineal simple, los estimadores obtenidos via Minimos Cua-
drados Ordinarios se obtienen resolviendo el siguiente problema de optimizacién:

n n

min U? = Q(Bo;ﬁl) = Z(Y; — By — 51Xi)2-

(Bo,B1) 1 1

Demuestre que la soluciéon es

[ | BO — 7 —_— Bly
. f = T NEGT)
1 S (X-X)2

Luego, pruebe que se trata efectivamente de un minimo global.

2. Sea (x1, w9, ...,T,) una muestra aleatoria correspondiente a una distribucién normal

N (11, 0?). Se define la funcién de verosimilitud por:

n 1 n . .
L(:Ela Ly -y Ty Wy 02) = H f(xza 22 02) = ( ) 67%21:1(%7#)2' (1)

paie oV 2T

Se denominan los estimadores de maxima verosimilitud de u y 02 (que se denotan por /i
y %) a los valores para los que se alcanza el maximo valor de la funcién definida en (1).

Calcular i y 62, comprobando que se trata de un méximo.

3. Muestre que el siguiente problema tiene solucién (A € M, )

73 max Tr(A) =>"" a;
‘ sa. AAT =1

4. Demuestre que la siguiente funcién (Cobb-Douglas para n bienes) es cuasiconcava

f(w1, 2, w3) = 27" w52 25°.

13



