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Relaciones de preferencias

1. Sea P = (1,1). Trace para cada relacién de preferencia, representada a través de la
funcién de utilidad U, los conjuntos Ip y Cp. Luego, determine si < es convexa.

1.1) U(z,y) = min{z,y}.

1.2) U(z,y) = xy.

1.3) U(x,y) =z +y.

En los 3 casos, la relacién de preferencias es convexa. En efecto:

1.1) Definimos z = 6z + (1 — 0)y,
min{zy, 2o} = {0z1 + (1 — 0)yy,0x9 + (1 — Oy} .
Luego, como = = y, min{xzy, x} < min{y,y2}

xy < Ox;+ (1 —0)y,

To S 9.1'2 —|— (1 — 9)y2

Asi,

min{zy,x2} < min{z, 2} = x < z.

1.2) Sea = < y, queremos z = 0z + (1 — )y > z. Definimos ¢, = z122 ¥y ¢, = y1y2 ¥y



¢, = 2125 con z1 = 0z + (1 — 0)y1, 22 = Ozo + (1 — 0)y,. Entonces,

¢, = (01 + (1 — 0)2») (eci r(1- 9)0—y>

T Y1
= 0%, +0(1— 0)Le, + 01— 0)Le, + (1—0)2c,
Y1 I
> (02 +6(1—0) (ﬂ + ﬂ) +(1- 0)2> Ca-
N n

Luego, como (a + b)? > 0

2 2
a“+b > Va2

5 Z

> 2

Finalmente, el resultado previo,

2129 > (07 4+20(1 — 0) + (1 — 0)*)c,
—= CJ?

= XT1T2.

Con esto, concluimos lo solicitado.
1.3) Six <y < x1 + 29 < y; + y2. Luego, usando la definicién de 0z + (1 — 0)y dada en

(?7)

9%1 + (1 — 9)341 + (9513'2 + (1 — 9)y2 = (9(513'1 + 372) -+ (1 — (9)(3/1 + y2)
2 9([E1 + IEQ) + (1 — 9)(1‘1 =+ QTQ)

=T + To.

Por ende, se cumple que < es convexa.

En relacién a Ip y Cp, estos corresponden a la curva de indiferencia y control superior

asociados al punto P = (1,1). Para U(z,y) = min{z,y}, U(1,1) = 1. Por ende



15}

JLIS

~1ol

=15}

En el caso U(x,y) = xy, representamos {(z,y) € R% : zy =1}

—uxy=1

Es la curva en el cuadrante morado intersecando el azul pues x,y > 0.

Finalmente, en el caso U(z,y) =z +y, U(1,1) = 2 y asi,



—x+y=2

Nuevamente, es la curva (recta) en el cuadrante morado intersecando el azul pues z,y > 0.

2. Provea una ejemplo de relacion de preferencia que no es continua pero que si es racional.
Considere las referencias lexicograficas definidas de la siguiente manera, si 1 > 22, x; =

xy. Si v} = 23, se analiza z} versus 3, y asi sucesivamente.
= Son transitivas.
= Son completas.
= No son continuas.

Considere z, = (1/n,0,...,0) v y, = (0,14 1/n,0,...,0) y verifique que la definicién de
preferencias continua no cumple.

Funciones convexas y céncavas

3. Analice la convexidad o concavidad de las siguientes funciones sobre su dominio de
definicion. Sugerencia: use los teoremas de aritmética y composicion de funciones converas

Yy concavas.
3.1) f(z1,22) = In(z1 + z2).
32) f(fL'l,l'z) = \/T1 + Xs.

3.3) f(21, @2, 25) = exp(a? + a3 + a3 + 5).

La funcién f(zq,x2) = In(z; + x2) es concava pues es la composiciéon de una funcién

concava creciente In(-) con una funcién céncava (las funciones lineales son convexas y
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concavas a la vez). Andlogamente, f(x1,x9) = /1 + X2 es concava pues /- es concava y
creciente. Finalmente, la funcién f(zy, 29, v3) = exp(2? +x3+23+5) es convexa pues es la
composicién de la funcién creciente y convexa exp(-) con la suma de 3 funciones convexas
y una constante, x3 + x3 + x2 + 5. Note que se hace uso del teorema de composicién y

aritmética de funciones convexas y céncavas.

4. Pruebe usando la definicién que la funcién:

1
4.1) — z € Ry, es estrictamente convexa.
x

4.2) \/x,z € R, es estrictamente céncava.

4.1) Queremos probar que, dado 6 € [0, 1],

1 - 1 . 1
Or+(1—0)y ~— 6z  (1—0)y

Esto es lo mismo que,
1 - Oy —x) +x
Ox—y)+y ~ vy
Multiplicando por zy y 0(x — y) + y, se obtiene

zy < (0(z —y) +y)(0(y — z) + 2)
= —0*(x—y)* +0y(y — x) + Ox(x —y) +ay
= —0%(z —y)* +0(z — y)* +xy
=0(1—0)(x —1y)*+ 2y,

4.2) Se tiene que probar que, dado 6 € [0, 1]

Ovr + (1 —0)y <0z +(1—0)y.
Elevamos al cuadrado,
OV + (1 —0)/y)* < bz + (1 - 0)y.

Luego,
0%r +20(1 — 0) /oy + (1 — )%y < Oz + (1 — 0)y.

Esto es equivalente a
20(1 —60)\/zy <0(1—0)x +6(1—0)y.
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Dividiendo por 6(1 — 6) (0jo, si 0 =00 0 =1 es trivial)

2y/xy <z +y.

Elevando al cuadrado,

Aoy < 2° + 2xy + 2.

O sea,

0<a2®—2ay+y*=(v—y)>
Lo cual es cierto pues a? > 0 para cualquier a € R.
5. Analice si la funcién norma f(z) = ||z|| es estrictamente convexa, para z € R".

Veamos que se trata de una funcién convexa. Sea 6 € [0, 1]

10z + (1 = )y[| < [|6=[| +[|(1 = O)y]|
= 0fz[] + (1 = O)[lyll.

Se hace simplemente uso de la desigualdad triangular.

6. Utilizando argumentos de epigrafo o hipégrafo, analice la convexidad o concavidad de
la funcion:

6.1) f(xr) = —a? Coéncava sobre todo su dominio, pues su hipégrafo es un conjunto
convexo.

6.2) f(z) = 2. No es convexa ni céncava, puesto que ni su epigrafo ni su hipégrafo es un

conjunto convexo.

Funciones convexas y concavas diferenciables

7. Usando criterios de diferenciabilidad, analice la convexidad o concavidad de las siguien-

tes funciones. Sugerencia: calcule la matriz Hessiana en cada caso.

1
7.1) f(z) = zlnx, Dom(f) = (0, +00). Estrictamente convexa, pues f”(z) = — es estric-
x

tamente positiva para todo el dominio de la funcion.

01
7.2) f(x1,x2) = 2129, Dom(f) = R3,. No es céncava ni convexa, pues H = es

10

una matriz indeterminada (no es positiva ni negativa), pues su determinante es negativo.



2 0

7.3) f(x1,z2) = 23 — 23, Dom(f) = R?. No es céncava ni convexa, pues H = es
0 —2

una matriz indeterminada (no es positiva ni negativa), pues su determinante es negativo.

7.4) f(x1,22) = 1773 Dom(f) = R2. Es estrictamente convexa, pues

Ag2e®tY’ 4 e Hy Axye® v’
2 2 2 2 2 2
4aye* Y dyPe” Y 4 2T Y
es una matriz positivo definida (héllese sus valores caracteristicos o verifiquese que sus

menores principales conducentes son todas estrictamtne positivas).

75) f(x1,7m9) = In(z122), Dom(f) = {(71,22) € R? : x9z; > 0}. Es estrictamente

1
— 0
concava, pues H = | =% . es una matriz negativo definida (hallense sus valores
0 -

caracteristicos o verifiquese que sus menores principales conducentes son todas de signo
intercalado y distintas de cero).

7.6) f(z,y,2) =In(x +y), Dom(f) = {(z,y) € R? : z+y > 0}. Es céncava, pues

1 1
g | @+y)? (z+y)?
1 1

(@+y)3?  (r+y)?

es una matriz negativo semidefinida (héllense sus valores caracteristicos o verifiquese que

sus menores principales conducentes son todas de signo intercalado o iguales a cero).

7.7) f(z,y) = /r +y, Dom(f) = {(z,y) € R?: z+y > 0}. Es céncava, pues

1 1
g | M g i yen
1 1

Uz +y)?P Az +y)

es una matriz negativo semidefinida (héllense sus valores caracteristicos o verifiquese que

sus menores principales arbitrarios son todas de signo intercalado o iguales a cero).

7.8) f(z,y) = x +y — e* — €Y, Dom(f) = R% Es estrictamente céncava, debido a que
—e* 0

H = es una matriz negativo definida (hallense sus valores caracteristicos
0 —e¥



o verifiquese que sus menores principales conducentes son todas de signos intercalados y
distintas a cero).

7.9) f(z,y,2) = 2% + 12y + 42* — 62y — 222 + 12y2z, Dom(f) = R3. Es convexa, debido

2 —6 -2
aque H = | -6 24 12 | es una matriz positivo semidefinida (héllense sus valores
-2 12 8

caracteristicos o verifiquese que sus menores principales arbitrarios son todas positivas o
iguales a cero).

7.11) f(x,y,2) = —2% — 6y — 32% + 4oy + 222 — 8yz, Dom(f) = R3. Es céncava, debido

-2 4 2
aque H= | 4 —12 —8 | es una matriz negativo semidefinida (héllense sus valores
2 -8 —6

caracteristicos o verifiquese que sus menores principales arbitrarios son todas de signo

intercalado o iguales a cero).

8. Diga para qué valores de a y b son céncavas o convexas (sobre su dominio de definicion)
las siguientes funciones:

8.1) f(x,y,z) = 22% + 3y* — az® + 4wy + 3yz

4 4 0
La matriz hessiana H = |4 6 3 es una matriz cuyos menores arbitrarios son:
0 3 —2a°
6 3 4 0 4 4
m =4, mP® =6, m>=—2a, m} = , m3 = ,mi = ,m3 = |H|.

—2a 0 —2a 4 6
La funcién no puede ser céncava, pues para ello los menores de orden impar deberian ser

negativos todos, y hay por lo menos dos que no lo son: m?* =4 >0y m}*> =6 > 0.
Para que sea convexa, todos los menores arbitrarios deberian ser positivos o iguales a 0,
y esto solo se cumple para a < —9/4.

8.2) f(z,y,2) = 2? + 3y* + az® — 3bxy.

2 =3b 0
La matriz hessiana H = | —3b 6 (0 | es una matriz cuyos menores arbitrarios son:
0 0 2a
6 0 2 0 2 =3b
mi =2 ml3 =6, m?=2a, m) = , m3 = ,mi = , m3 = |H|.
0 2a 0 2a —-3b 6

La funcién no puede ser céncava, pues para ello los menores de orden impar deberian ser



negativos todos, y hay por lo menos dos que no lo son: m?* =2 >0y mi* =6 > 0.
Para que sea convexa, todos los menores arbitrarios deberian ser positivos o iguales a 0,

y esto solo se cumple para a > 0A4a — 30> > 0N —/4/3 < b < \/4/3.

9. Determine el mayor conjunto S sobre el cual la funcién f sea convexa.
9.1) f(z,y,2) = 2?y* + 42°.
. . 2y +8 dxy : L
La matriz hessiana H = es una matriz cuyos menores arbitrarios son:
dry  2x?
m? = 2y? + 8, mi = 222, my = |H| = 42%(4 — 33?).
Para que sea convexa, todos los menores arbitrarios deberian ser positivos o iguales a 0.
Los menores de orden 1 siempre lo son, pero el menor de orden 2 solo es positivo o igual

-2 2
a cero para — < y < —. Es decir, f(z,y,z) es convexa sobre

V3 V3

2

-2
S:{(m,y)ERQ:%Sygﬁ}

9.2) f(z,y) = V2r +y.

9.3) f(z,y) = a3 — 2y + 3y3 + 5.



Ejercicios adicionales no evaluables en calificadas.

1. El problema de la maximizacion del beneficio puede expresarse de la siguiente manera,

mix 1= pyi=p-y

i=1

yey.

En este caso, se incorpora en el vector y tanto los insumos como los productos, y en el
vector p, tanto el precio de los bienes fabricados, como el de los insumos. El conjunto
Y se conoce como conjunto de produccién. Demuestre que la funcién de beneficios II es

convexa en precios.

Supongamos que y maximiza los beneficios a los precios p y ¢y’ los maximiza a los

precios p’. En ese caso,
I(p") =p"y" = (tp+ (1 - 1)p")y" = tpy” + (1 - )p'y".
Pero, de acuerdo con la definicion de la funcién de beneficios,
tpy” < tpy
1-tpy”" <(1-t)py.
Sumando estas expresiones, se concluye que
(p") < tll(p) + (1 — IL(p).

Asi, si un precio fluctia con probabilidad ¢ tomando un valor py, y con probabilidad 1 — g
tomando un valor p,, jes beneficioso para la empresa fijar el precio a p = gp; + (1 — q)p2?

Dada la convexidad de II,

q1I(p1) + (1 = ¢)Il(p2) = (gp1 + (1 = q)p2) = 1(p).
Por ende, la empresa pierde con esa politica de estabilizacion de precios.

2. Plantee el problema de minimizacién del gasto y pruebe que la funcién de gasto e(p, @)

es concava en p. Sugerencia: no intente obtener una expresion analitica para e.
3. Sean 1, ...,z, > 0. Pruebe que
1/n
n n
1

Hl‘i < — E T;.

. n <

=1 1=
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Sugerencia: use la concavidad de la funcion logaritmo neperiano y luego, aplique la des-
tgualdad de Jensen.

Definimos 6; = 1/n para todo i. Ciertamente )., 6; = 1. Asi, como In es céncava

=1 =1

% <Z ln(xi)> <In (Z %) .

i=1

o0 sea,

Pero recordando que In(J[, z;) = > In(z;) (logaritmo del producto es la suma de

logaritmos), y el hecho que alnz = Inx%, tenemos

n 1/n n
In (H xl> <In (% Z:L‘Z> )
=1 i=

Finalmente, como exp(+) es creciente, aplicando en ambos lados esta funcién, se concluye

que

4. Demuestre que, si f(x) y g(x) son convexas,

o(r) = méx{f(x),g(x)}

es convexa. Luego, andlogamente, demuestre que, si f(z) y g(x) son céncavas,

¢(x) = min{f(z), g(x)}

Sea # € [0,1], x,y € S. Entonces, como f y g son convexas,
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Luego

¢(0z + (1 —0)y) < max{f(0x + (1 —0)y),g(0x + (1 - 0)y)}
< méx{0f(x) + (1 —0)f(y),0g(x) + (1 —0)g(y)}
< Oméx{f(x),g(x)} + (1 —0) max{f(y), 9(y)}
= 0¢(x) + (1 = 0)o(y).

Es andlogo para el caso de la funcion 1.
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