PUCP
FACULTAD DE CIENCIAS SOCIALES

MATEMATICAS PARA ECONOMISTAS IV

PRACTICA DIRIGIDA 1

PROFESOR: JORGE R. CHAVEZ

JEFES DE PRACTICA: JOAQUIN RIVADENERYA & MARCELO GALLARDO
SEMESTRE 2022-2

FECHA 23-08-2022

Elementos de Topologia en R"

1. Calcule la norma de los siguientes vectores:

1.1) T = (2,-3)
1.2) y=(2,4,1)
1.3) z = (4,5,—6)
1.4) @ = (6,0, 3)
1.5) 7+ 2z

1.6) 3y —w

En este contexto, consideramos la norma Euclidiana, definida de la siguiente manera,

dado T = (1, ...,x,) € R"

Asi,

11) [zl = /27 + (<37 = V5.
1.2) |[glla = V2% + 42+ 12 = V21
1.3) [|Z]]2 = /42 + 52+ (—6)2 = /T7.
1.4)
1.5)

|[w]|> = 3v/5.
17+ 2|2 = [I(10, 14, 11) ], = VA417.
1.6) |3y — wll2 = [/(0,12,0)]]> = 12.
Note que para sumar o restar vectores, tienen que tener la misma dimension, y en segundo

lugar, se hace componente por componente.



2. Como sabemos, una bola abierta centrada en xg y de radio r > 0, en R", es un conjunto
de la forma

B(zg,r) ={z € R": ||z —xo|| < r}.

Sean zo = (0,0) y r = 1.
2.1) Verifique si los puntos P = (1,1) y @ = (—1,0.5) pertenecen a B(xzq,r).
2.2) ;Cuadl de los dos puntos P o ) estd més cerca del centro de la bola?

2.3) Grafique el conjunto R™\ B(zy, 7). Luego, caracterice cualquier punto de este conjunto.

Nuevamente trabajamos con la norma Euclidiana.

2.1) Basta con verificar si ||P — || = ||(1,1) — (0,0)|] < 1. Notamos que no es el caso
pues ||P — zo|| = [|P]| = V12+12 = /2 > 1. El resultado es andlogo con @ pues

10|l = v1.25 > 1.

2.2) Podemos discernir cual de los puntos estd més cerca del centro de la bola (que coincide

con el origen de coordenadas en R?) comparando ||P — || v ||Q — x¢||. En este caso,
1Q — zo|| = V1.25 < ||P — zo|| = V2

por lo que () esta mas cerca al centro de la bola.

2.3) Finalmente, el conjunto R?/B(xy,r) es simplemente el plano sin considerar la bola
abierta de radio 1 centrada en el origen. Dicho conjunto es cerrado pues es el complemento
de un conjunto abierto (la bola B(xg,r)). Este conjunto cerrado se puede definir como

C = {(z1,22) € R?: /22 + 22 > 1} y su grifica es:
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3. Identifique si los siguientes conjuntos son cerrados, abiertos o ninguno de los dos. Luego,
provea el borde de cada conjunto y determine graficamente si es un conjunto acotado.
3.1) = {(z1,12) € R?: 1 < 2? + 22 < 16}

3.2) Qo = {(z1,22) € R?: 2] — a3 =1}

3.3) Q3= {(z1,72) € R? : 23 + 23 <1} U{(z1,29) €ER?*: (1 — 1) + (1 — x9)? < 1}

3.1) Es abierto porque no contiene a su borde geométrico. Formalmente, V x = (z1,x3) €
Qy, Ir > 0 tal que B(z,r) C Q. El borde esta conformado por 99 = {(x1,22) € R :
¥+ 22 = 1V a? 4 23 = 16}. Es acotado porque existe una bola de radio finito que lo

puede contener (grafiquela).

3.2) Es cerrado porque contiene a (todo) su borde geométrico. El borde estd conformado
por el mismo {2y, es decir €2y = Qs. Es no acotado porque no existe una bola de radio

finito que lo pueda contener.
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3.3) Es cerrado porque contiene a su borde geométrico. El borde de €3 estd corresponde
a los arcos de circunferencia sin contar la porcion de la interseccion. Es acotado porque

existe una bola de radio finito que lo puede contener.




Introduccién al analisis convexo

4. Sean T = (2,3) e ¥ = (4,10) dos puntos de R2.
4.1) (Es el punto (3,5) combinacién convexa de T e §?
4.2) Proporcione un punto de R? que no sea combinacién convexa de T e .

4.3) Exprese (7/2,33/4) como combinacién convexa de T e 7.

4.1) ;Es el punto (3,5) combinacién convexa de T e 7 Equivale a responder a la pregunta

ipuede (3,5) expresarse como A(2,3) + (1 — X)(4, 10) para algin A € [0, 1]? Veamos:

(3,5) =A(2,3) + (1 — A)(4,10)

(3,5) =(2A, 3X) + (4(1 — \), 10(1 — \))
(3,5) =(2A + 4(1 — ), 3A + 10(1 — \))
(3,5) =(4 — 2X,10 — 7A).

Entonces, tenemos:

4-2X =35 A=1/2
10—7A=5— A=5/T.

Lo cual representa una contradiccién. Es decir, no existe A € [0, 1] tal que (3,5) pueda
expresarse como A(2,3) + (1 — A)(4, 10). Por lo tanto (3,5) no es combinacién convexa de
xeqy.

4.2) Un punto que no es combinacién convexa es el origen de coordenadas, (0,0). Otro

ejemplo es el punto (3,5) del item anterior.

4.3) Tome A = 1/4.
5. En base a argumentos geométricos, determine si los siguientes conjuntos son convexos
0 No:
5.1) Q; = {(z1,72) € R?* : w9 > 11}
2) Qy = {(z1,22) € R? : 29 < In(zy)}.
5.3) Q3 = {(z1,22) € R? : 22/9 + 23/9 < 1}.
4) {(z1, 0, 23) € R® : 201 — w5y + 13 < 2}

5.1) Q = {(z1,79) € R*: 29 > 71} es convexo porque cualquier combinacién convexa de

dos puntos cualesquiera dentro del conjunto estara también en el conjunto.
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5.2) Qg = {(x1,22) € R* : x5 < In(z;)} es convexo porque cualquier combinacién convexa

de dos puntos cualesquiera dentro del conjunto estaréa también en el conjunto.

[2¢)

5.3) Q3 = {(z1,22) € R? : 23/9 + 23/9 < 1} es convexo porque cualquier combinacién

convexa de dos puntos cualesquiera dentro del conjunto estara también en el conjunto.



5.4) {(z1, 72, 23) € R : 22 — 29 + 73 < 2} es convexo porque cualquier combinacién con-
vexa de dos puntos cualesquiera dentro del conjunto estara también en el conjunto. Grafi-

camente, es el area por debajo del plano:

6. ;Es la union, diferencia e interseccién de conjuntos convexos un conjunto convexo?
La uniéon de conjuntos convexos no es un conjunto convexo necesariamente. Se puede
ver contracjemplos graficamente. Tome dos intervalos de la recta disjuntos, [0,1] y [2, 3].
Ambos son convexos pero su uniéon no pues z = 1.5 que es combinaciéon convexa no
pertenece a la union.

La diferencia de conjuntos convexos no es un conjunto convexo necesariamente. Se puede
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ver contraejemplos gréaficamente. Por ejemplo, B((0,0),4) — B((0,0),1). Sin embargo, la
interseccion de conjuntos convexos si es un conjunto convexo siempre. Esto se prueba de la
siguiente manera (para el caso finita). Sean \S; convexos. Dados z,y € NI, S; v 6 € [0, 1],
Oz + (1 — 0)y € S; para todo i (pues los S; son convexos y z,y € S; para todo 7). Luego,
0 €10,1], 0z + (1 —0)y € N,S;.

7. Por definicion, pruebe que el conjunto S es convexo

S={(z1,29) ER*: 1 <2, <3, 1 <y <4}

Por definicién, un conjunto S es convexo si y solo si:
Vz,y € ;YA€ [0,1]: A2+ (1= XNy € S.

Entonces, comprobemos que la definicién se cumple siempre para nuestro conjunto S.
T=(r1,m3) €S8 =1 <1 <3, 1<1y,<4 (1)
y=(y,92) € =1<y <3, 1<y <4 (2)

Multipliquemos (1) por Ay (2) por (1 — \). Entonces:

A< Az <3A
I=A<(I =My <(1-2)3

Por otro lado,

A < Azg < 3A
1= A< (1-=XNz2<(1-N)3
(H)1 < Azp+ (1 — N)y2 < 3.

Juntando estos dos resultados, tenemos que
(/\1'1 + (1 — )\)yl, /\1'2 -+ (1 — )\)yg) S S

Es decir,

M+ (1=NgyeSVz,geSVAelo1].

Lo cual demuestra que S es un conjunto convexo.



8. Pruebe que el conjunto que se da a continuaciéon no es convexo.
S ={(x1,12) € R? : 1y < 22 + 1}

El grafico del conjunto es

Por definicion, un conjunto S es convexo si y solo si:
Ve,ge S,;YA e [0,1]: A2+ (1—N)ge S

Entonces, comprobemos que la definicion NO se cumple siempre para nuestro conjunto
S. Como contraejemplo, veamos que, dados 7 = (—1,2) y 4 = (1,2), y dado A = 0.5,
entonces AT + (1 — A)y = (0,2) no pertenece a S.

9. Sea p = (2,3) un vector de precios e I = 10, el ingreso de un consumidor.

9.1) Grafique la regién de presupuesto.

9.2) Proporcione dos canastas factibles.

9.3) Proporcione una canasta no factible.

9.4) Sin cambiar los precios, como podria mejorar el ingreso para que la canasta NO
factible se convierta en factible. Realice el mismo ejercicio, pero ahora manteniendo fijo

el ingreso.

9.1) La regién de presupuesto esta dada por

{(l’l,l’g) € R2/21’1 +3£L'2 S 10, T Z 0 , L9 Z 0}



9.2) Por ejemplo, dos canastas factibles son (1,1) y (2,1). Se puede verificar que cumplen
con {(xy1,x3) € R?/2z; + 325 <10, 11 >0, x5 > 0}.
9.3) Una canasta factible es una fuera del conjunto presupuestario, por ejemplo (2, 3).
9.4) Si I = 15, entonces el conjunto queda (1,1) y (2,1). Se puede verificar que cumplen
con

{(zy,22) € R?/22 + 335 <10, 2, >0, x5 > 0}




Si mantenemos el ingreso en 10, pero el precio del bien 2 baja: po = 1, entonces

{(21,22) € R*/221 + 25 <10, 21 >0, 25 > 0}
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Relaciones de preferencias
10. Si U(xy, z2) = \/T1 + 2122 determine si x <y, donde z = (1,2) y y = (2, 1).

Si U(-) representa la relacién de preferencias y x <y, entonces U(z) < U(y). O sea,
U(1,2)=V1+1-2<U(22,1)=v2+2-1.

Como esta desigualdad se da, efectivamente x < y. Comentarios sobre las preferencias y

U: la estructura de U (valor més ), interaccién entre x; y xo y componente estrictamente
concavo /xj.

11.5i (1,1) = (2,0), ¢la funcién U(xq, x2) = x125 representa correctamente dicha relacién

de preferencia?

En vista de que U(1,1) = 1 mientras que U(2,0) = 0, la funciéon U(-) NO representa la

relacion de preferencia.

12. A continuacién, se definen relaciones binarias en R2. En cada caso, analice si se trata

de una relaciéon de preferencias racional, esboce una curva de indiferencia que satisfaga
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las relaciones de preferencias y analice si las relaciones de preferencias halladas tienen la
propiedad de convexidad.

12.1) (z1,22) 2 (Y1, 92) © 21 Syt Awz <y,

12.2) (21, 22) 2 (Y1,92) & 21+ 22 < Y1 + 4o

12.3) (21, 22) =2 (y1,92) © 122 < Y192

12.4) (21, 22) = (y1,92) © min{zy, x2} < min{y;, y2}.

12.5) T = (24, 932) =<7 = (y1,y2) si y solamente si se cumple: (x; < y1), o bien,
(x1 =11 ¥ 22 < y2). Esto implica que = ~ y si y solamente si z = y.

12.6) Dado xy = (x19,22), © = (z1,22) = y = (y1,y2) si y solamente si ||z — x¢||2 >
lly — xol|2- Recuerde que ||z||]s = /2% + ... + 22.

Para verificar si las relaciones binarias definidas previamente se tratan de una relacion
de preferencia, debemos verificar si son completas y transitivas. Para ello, denotamos en
todo momento = = (z1,22), y = (y1,92) ¥ 2 = (21, 22). Mdas atin, definimos la relacién

conocida como indiferencia, x es indiferente a y:
e~y e v =yl Ay = al,
y el siguiente conjunto de consumo (el conjunto Walrasiano). Dados I, py,p2 > 0

B(p,I) = B((p1,p2), 1) = {(x1,22) € Ri i p1xy + paxe < T}

Si la preferencia es convexa, entonces el conjunto de decisiones éptimas del consumidor
es un conjunto convexo. Es decir, si la canasta x € R" es por lo menos tan buena como
la canasta y € R"™, entonces, toda combinacién convexa de ellas es una canasta al menos

tan buena como y. Formalmente: dados z,y € X
rry = A+ (1—-Ny>=y, VIe0,1].

Estas definiciones y notaciones seran utiles para los desarrollos posteriores. Note ademas
que X C Ri, 0 sea que, para que X sea un conjunto de consumo, si x € X, las entradas

de los elementos de x deben ser no negativas.

12.1) La relacién binaria definida por (z1,72) =< (y1,%2) < 1 < 11 A 22 < Yy 1O

es completa pero si es transitiva. En efecto, considérese por ejemplo X = B((1,1),2),

r = (1,0) y y = (0,1). No se cumple que z; < y; y simultdneamente x5 < y» (0 sea,

LCiertamente z,y € B((1,1),5)
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—(z < y)) y tampoco se cumple que y; < x; y simultdneamente y, < x9 (0 sea, =(y = x)).
Por ende, como hemos encontrado un par elementos z,y € X = B((1,1),5) que no pueden
ser comparados?, i.e., = no es completa. Veamos ahora que < es transitiva, esto es, dados
r,y,z € X,six 2 yyy =Xz entoncesx < z. Six Sy, r1 < y1 y 22 < yo. Luego, si
y =2z, 91 <21y 1y < 2. Por la transitividad en R™, 21 <y < 21y 29 < 5 < 25. En
particular, 1 < 21 A xy < 29. O sea, = < 2.

Convexidad: Six <y

933'1 —0 1
b+ (1— )y — exig—eii | (3)

Luego, verificamos que

1+ (1 =0z <Ox;+ (1 —0)y;
To + (1 — 9)1‘2 S 91‘2 + (1 — 9)y2

Asi,
r =< 0x+(1-0)y,

lo cual implica que =< es convexa.

10 (y1,92) = (z1,22) @1 > 21 Ay > To

(m,m)
(5,5)
8t (6,9)

6t

V]
T

I

12.2) Sea ahora la relacién binaria definida por (z1,x2) = (y1,92) < o1 + 22 < Y1 + Yo.

Veamos que esta relacion es completa y transitiva. Primero, recordemos que tomamos

20 sea, no se tiene que x < y ni y = .
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z,y € R2 | tales que ||z]],||y|| < oco. Esto nos asegura que z,y € X, un conjunto de
consumo arbitrario. Luego, denotemos o = z1 + 22 v f = y1 + y2. Como o, € R, y
(R, <) es un conjunto ordenado (con la relacién de orden <), se tiene que a < 5 o bien
b < a. Por ende, o < y, o bien y =< z. En cualquier caso, es posible comparar dos
elementos de X, i.e., = es completa. Veamos ahora que =< también es transitiva. Sean
entonces r,y,z € X conz X yyy =X z. Sea v = 21 + 25. Entonces, a < gy 8 < 7.
Luego, nuevamente usando la propiedad de transitividad de la relacion de orden < en R,
concluimos directamente que o < 7, i.e., x = z. Por la relacion de orden < que se hereda
en g(X) C RY, podemos concluir que son completas, x1 + xo siempre provee un nimero
real.

Convexidad: Si z < y & 1 + x5 < y; + y2. Luego, usando la definicién de 6z + (1 —0)y
dada en (3)

9331 + (1 — 9)y1 + 9%2 + (1 — Q)yg = 9(%1 + Q?Q) -+ (1 — (9)(];1 + y2)
2 9(%1 -+ 332) -+ (1 — 9)(£U1 + .272)

=T + To.

Por ende, se cumple que < es convexa.

" (Y1,30) = (21,22) © Y1 +y2 = 71 + 22

—_—T =T+ Tg
—D5 =T + Ty
3t g=ux + x9|

6+

6 8 10
Iy

12.3) Luego, con respecto a la relacién binaria definida por (x1,22) = (y1,42) < 2122 <

y1Y2. Veamos que se trata de una preferencia sobre un conjunto de consumo, i.e., X C Ri.
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Primero, la relacién es completa pues, z1x0o = o € Ry y y190 = 8 € R,. Nuevamente,
teniendo en cuenta la relacion de orden en R, que es ciertamente completa, concluimos
que, o a < f o bien f < «a. En cualquier caso, es siempre posible rankear z y y, i.e., z < y 0
bien y = x, o bien suceden ambos casos y x ~ y. Luego, la transitividad es consecuencia de
la transitividad de los niimeros reales. En efecto, z120 < 4190 v Y192 < 2122, 129 < 2129.
Asi, si x < yyy < z entonces x < z. Note que podemos definir f(x1,z5) = x129,
con f: X — Ry, como (f(X),<) hereda la relacién de orden total de R, se concluye
directamente la completitud y transitividad de las preferencias.

Convexidad: sea x < y, queremos z = fz+(1—0)y = x. Definimos ¢, = z122y ¢, = Y192

y ¢, = 212 con z; = Oz + (1 — 0)yy, 20 = Oxs + (1 — 6)y. Entonces,

¢, = (01 + (1 — 0)xy) <6% . 9)0_y>

n
= 0%, +0(1— ) e, + 01— 0)Le, + (1—0)2c,
Y1 X1
> (92 Lo ) (”’”— ; y—) . 9)2)
U1 T1

Luego, como (a + b)? > 0

2, 12
a —2|—b > e

> 2

Finalmente, el resultado previo,

2129 > (07 4+20(1 — 0) + (1 — 0)*)c,
= Cx

= X1T9.

Con esto, concluimos lo solicitado.
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(y1,y2) = (z1,22) & iy2 > 129

10
|y =T
Iy = 5

8t T1Ty = g|]

6+

:::S-I

4+

2t

0

I
12.4) Finalmente, consideremos la siguiente relacién binaria,

(x1,22) = (y1,12) & ml’n{xl,xg} < min {y17y2}-

a = min {xl,xg}
f = min {yl,yz}.

Luego, como «, 5 € R, y < es completa en R, o bien a < 3, o bien < « (0 se cumplen

Sean entonces

ambas condiciones y o = f3). Con esto se prueba la completitud de <. Luego, para la

a = min {x1>$2} < min {yhyQ} =p
B = min {yhyZ} < min {21,22} =7

como o, B,y € R, a<~v. Osea,six<yyy =z entonces r < z.

transitividad, si

Convexidad: nuevamente, definimos z = 0z + (1 — 0)y,
min{zy, 2o} = {0z1 + (1 — 0)y1,0x9 + (1 — O)ya }.
Luego, como x =<y, min{xy, zo} < min{yy, v}
zy <Oy + (1 -0y
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) S QZL'Q + (]_ — Q)yQ
Asi,

min{zy,z2} <min{z, %} = = <z,

U(z,y) = min{z, y}

10

12.5) La preferencia lexicogréfica (12.5) es racional pues, ciertamente es completa y, por
otro lado, si x <y y y < z, entonces x =X z. En efecto, si x <y, 1 < y; 0 bien x; =y,
y x9 < ¥Yp. Luego, como y =< 2z, y; < 27 0 bien y; = 21 y y2 < 2o. En todos los casos
(4), z1 < 21 o bien 1 = y; y T2 < 2. También son convexas y esto es andlogo al 12.1).
Observe.

Convexidad Si z =< y, entonces para ¢ € [0, 1]

x1=0x1+ (1 —0)z; <Oz + (1 —0)y
To = 6.172 + (1 — Q)ZL’Q S QZL'Q + (]_ — 0)y2

Asi z < 0z + (1 — 0)y.

12.6) Finalmente, la dltima relacion de preferencia descrita también es racional. Es com-

pleta pues ||z|| € R. Luego, es transitiva pues
2 = zoll < ly = 2oll < lz = wol| = [|2 = zo|| < & = o] = 2 =22
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Convexidad Si z =< y, entonces para 6 € [0, 1], usando la desigualdad triangular

02 + (1 = 0)y — o|| < [0z — Oxo| + [|0zo + (1 — )y — o]
= 0|z — xol[ + (1 = 0)[|ly — o]
< |z = |-
Asi, < es también convexa.

En conclusion, las relaciones de preferencias son todas transitivas (salvo la 12.1) todas
son completas también). Por otro lado,todas las preferencias son convexas. Esto se verifica

rapidamente aplicando la definicion.
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