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1) Sin justificar su respuesta, indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o
falsas (F):

1.1) La funcién f(x,y) = In(y/x + y) es convexa (1 punto)
Falso (F). La funcién = + y es céncava y convexa a la vez, pues es lineal. La funcién
\/x es estrictamente céncava y creciente. Por tanto, la composicién de las dos anteriores,
la funcién /= + y, es estrictamente céncava. Ademds, la funcién In(z) es estrictamente
concava y creciente. Entonces, la composicién f(z,y) = In(y/x +y) es estrictamente
concava. Ello contradice la afirmacién de que sea convexa.

1.2) La funcién f(x,y) = e*T¥**8 es convexa (1 punto)
Verdadero (V). La funcién x + y? + 8 es convexa pues es la suma de una funcién linea

con una estrictamente convexa (y un términos constante). Por otro lado, la funcién e* es

. . . ., 2
creciente y escrictamente convexa. Por lo tanto, la composicién f(z,y) = e*T¥ 8 es en
particular convexa.

1.3) El producto de funciones convexas genera una funcién convexa (1 punto)

Falso (F). Por ejemplo, f(x) = (1+z) es convexa (céncava y convexa a la vez). Ademas,

g(x) = (1 —x) es convexa (concava y convexa a la vez). Sin embargo, h(x) = f(z)-g(z) =

1 — 2% no es convexa, si no estrictamente céncava, pues h”(z) = —2 < 0.
1.4) Si f es céncava y g es convexa, entonces 2f — (3/4)g — 2 es céncava. (1 punto)
3

Verdadero (V). Si g es convexa, entonces - es concava. Ademsds, si f es concava, 2 f

también lo es. La suma de estas dos funciones concavas, es decir, 2f — Zg, sera concava,

y finalmente sumar una constante (—2) no altera la naturaleza concava de la funcién.



2) Considere la siguiente funcién con parametros a y 3:

f(z,y) = az® + By* + dxy — 10.

2.1) Calcule la matriz Hessiana de f(z,y) (2 puntos)
20 4
4 20

2.2) Determine los valores de o y 3 para que la funcién sea convexa (3 puntos)

La matriz Hessiana debe ser positivo semidefinida; es decir, sus menores arbitrarios deben

ser todos mayores o iguales a cero. Es decir:
mf =20>0—>a>0
mi=28>0-=32>0
ma = [H| = (20)(28) — (4)(4) = 408 — 16 = 4(aB — 4) > 0 > af > 4

Por lo tanto, se debe cumplir &« > 0A 5 > 0 A a8 > 4. para que la funcién sea convexa.
2.3) ;Qué puede decir de la convexidad (concavidad) de la funcién en el caso de que
a=-3yp=-57 (3 puntos)

En ese caso, la matriz hessiana se torna

Luego:
M, =-6<0

M, = |H| = (—6)(—10) — (4)(4) =44 >0
Por ende, H < 0, i.e., la funcién es estrictamente concava.
3) Considere la siguiente funcién de utilidad con parametros a y [3:
u(z,y) =2 +y°; 2,y > 0.

3.1) Como usted sabe, normalmente se imponen ciertas condiciones bdsicas para que

la funcién u represente, en efecto, la utilidad del consumidor. Por ejemplo (tomando el



lenguaje de la teorfa de la produccién), que sea mondtona respecto a sus factores, o que
tenga rendimientos marginales decrecientes. En este sentido, jqué condiciones impondria
respecto de los pardmetros a'y (57 (2 puntos)
Para que la funcién exhiba monotonicidad (ciertamente mondtona creciente), se debe
cumplir

uo=az®t>0—>5a>0

x

y ademas

uy, =By’ > 0= >0

Por otro lado, para que la funcién tenga rendimientos marginales decrecientes, se debe

cumplir que sea concava respecto a sus argumentos:

u! =ala—1)2*2<0—=ac|0,1]

rxr

= B8~ 12?2 <0 e o]

vy

En conclusidn, serfa deseable que a € [0,1] y 5 € [0, 1].

Sipara o = 0.5y f = 1, la funcién u representa correctamente las preferencias =, resuelva
lo siguiente:
3.2) ;Son indiferentes los pares (1, 1) y (4,0)? (2 puntos)

Primero, definimos la relacién de preferencias representada por w:
=y ulz) > uly) < 20 + 20 > 90 + ys
Entonces, la indiferencia es definida como
xwax?‘5+x2:y?‘5+y2
Para los pares (1,1) y (4,0), la condicién de indiferencia es
(1,1) ~ (4,0) ¢ 1°5 41 =4 10

la cual se cumple, por lo que son efectivamente pares indiferentes.
3.3) Encuentre Iy ) (2 puntos)

El conjunto de indiferencia es:

Iy = {(w1,29) € Ri (@1, m9) ~ (1,1)}
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Iagy = {(z1,20) € RZ ¢ 2P + 29 =197+ 1}
Tagy = {(z1,22) € Ri c 2% 4wy = 2},
3.4) ;Es convexa la relacién de preferencias? Explique. (2 puntos)

La relacion de preferencias es convexa. En caso I haya sido correctamente determinado,

basta con justificar mediante argumentos geométricos que

C={(y, 1) € Ri D (Y1, y2) = (w1, 29) }

dado en este caso por

C - {<y1792) S Ri . y?5 +y2 Z :L,(1).5 +.’L’2}

es convexo. Analiticamente, tenemos lo siguiente,

Uz, z2) < Uy, y2)

V1 4z < \yr + yo
z=0x+ (1 —0)y = 0z, + (1 — 0)y1,0x9 + (1 — O)ys).

Luego, queremos llegar a

U(z) = /Ox1 + (1 — 0)yr +0xa+ (1 —0)yy > /01 + (1 — 0)21 + 09+ (1 — 0) 39 = U(2).

Esta desigualdad se cumple pues,

U(z) = Ulw) = V01 + (1 = O)yr — Var + (1 = ) (g2 — 22).

En efecto, como la funcién logaritmo es céncava,

VO (L= 01 — Va7 > 0/ + (1= 0)\/ii — /i = (1= 6) (/i — /).

Asi,

U(2)~U(z) = b1+ (1 = O)yr—/@1+(1-0) (yo—2) > (1-0) (/51 —/@1)+(1-0) (y2—22).

Como (z =< y)

y2+\/ﬁ—v$1—$220,
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y 6 € [0, 1], se concluye entonces que U(z) — U(x), i.e., la preferencia es convexa.
OPCIONAL Fecha y hora de entrega: jueves 22 de setiembre hasta las 23 horas mediante
Paideia. (3 puntos)

1) Resuelva completamente la PC2.

2) Suponga que la felicidad de una madre u(x) depende de la felicidad de sus dos hijos
(f(x) y g(x)) de la siguiente manera:

u(z) = min{f(z), g(x)}

Si f(z) y g(x) son funciones de utilidad céncavas, demuestre que la utilidad de la madre
también lo es.
Lo que se pide es, en realidad, probar que el minimo de dos funciones céncavas es céncavo.
Por definicién, si f(z) y g(x) son céncavas, definiendo z = Az + (1 — \)y, para todo
A€ 0,1]:

M) + (1= N f() < £(2)

Ag(z) + (1= Ng(y) < g(z)

De aqui, tomando minimos, se notan las desigualdades:

Amin{ f(z), g(z)} + (1 = A)min{f(y),g(y)} < Af(z) + (1 =N f(y) < f(2)

y de manera analoga

Amin{f(z), g(z)} + (1 — A)min{f(y), 9(y)} < Ag(x) + (1 = N)g(y) < g(z)

por lo tanto:

Amin{f(z), g(z)} + (1 = A)min{f(y), g(y)} < min{f(z), g(z)}

lo cual prueba que la funcién min{ f(z), g(x)} es concava.

3) Determine si las siguientes funciones son cuasicéncavas (estrictas) o cuasiconvexas
(estrictas) en el dominio indicado.

3.1) f(z,y)=2*+y*—2, z,y>0

3.2) f(z,y) =alnz+ fBlny, «,f>0, z,y>1



Si una funcién es estrictamente convexa, entonces, en particular, es estrictamente cua-
siconvexa. Por ende, como f(x,y) es estrictamente convexa (suma de dos funciones es-
trictamente convexas, hessiana ...), en particular, es estrictamente cuasiconvexa. Esto es
andlogo para la funcién f(z,y) = alnx + flny, a,8 >0, z,y > 1, salvo que acd, mas
bien, f es estrictamente concava, y por ende, estrictamente cuasicéncava. Una manera
mas operativa de llegar al mismo resultado es calculando los determinantes hessianos

ampliados
0 fle) - fo(=)
file) ful) - fil(z)

M, (x) =

fr(w> frl(w) frr(m)

Para la primera funcion, queda
0 2z

2v 2

Ml(IL’)

0 22 2y
My(z) |22 2 0
2% 0 2
Computamos M (x) = —42? < 0 (pues z > 0), y My(x) = —82? —8y* < 0. Andlogamente,

para la segunda funcién, queda

(M) = || _ — () (—j—) 2

810

y
0o « B
@ y 2 2
a’f+ af
(—1)*My(z) = : o= 0= 22y >0
5 o =
Y y?



