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1 Sistemas Lineales

1) Dado el sistema de ecuaciones en diferencias

a(t+1) = [_12 }J a(t) + m ,

nuestro objetivo es encontrar una féormula explicita para z(t) = (z1(t), z2(t)).
Aqui, t € Zar . Lo primero, es recordar que la formula general para un sistema
no homogéneo de ecuaciones en diferencias, es la siguiente

z(t) = A'(z(0) — 2*) + 2*,

con 7* = —(A — I)~'b. Por ende, el primer paso es diagonalizar A. Para ello,
obtenemos los valores y vectores propios. Obtenemos

M =3, Ay =2

U1 = (15 2)T7 Vg = (la I)T
Luego, (por induccién),

At = pJjtp~1
o]t o]t 117t
T2 1o 2|2 1
o1y [3t oo]f[-1 1
T2 1o 2|2 -1

B _3t +2t+1 3t _ 2t
— __2.3t_~_2t+1 2.3t_2t:|~
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Enseguida, calculamos x*:

o= —(A-1)""b

Por ende,

_ —3t + 2t+1 St - 2t T10 +1 -1
x(t)_[2-3t+2t+1 2.8~ 2| o +1| |1

O sea,
x1(t) = 210(28T = 3%) + @g0(3" — 28) 4207 —2f — 1
To(t) = 10(21T! — 2 3%) + w90(2 - 3" — 2°) 4 20FL —2F 1.
2) Tenemos la siguiente ecuacion en diferencias de orden 2:
z(t+2)=2x(t+1)+3zt)+2; x(0)=1/2, (1) =-1/2.

Esta es de la forma

| 2(t+2) = ax(t +1) + ba(t) + o(t), b#0.] (1)

La técnica para resolver este tipo de ecuaciones, es la siguiente. Se introducen
las variables de estado

z1(t)
T2 (t)

x(t)
z(t+1).

Asi, obtenemos

1t +1) =2t +1) =0z1(t) + 1z2(t)
zo(t+ 1) =x(t+2) =2zt +1)+3x(t) +2
= 2.’172(t) + 3.T1(t) + 2.

Este par de ecuaciones es equivalente al sistema

T (t + 1) . 0 1| |x (t) I 0
l‘g(t + 1) T3 2 xg(t) 2|’
Los valores caracteristicos de la matriz de coeficientes son Ay = 3y Ay = —1.

Para obtener la solucién explicita, necesitamos calcular la matriz de cambio de
base P. Con los valores caracteristicos obtenidos calculamos los correspondi-



entes vectores caracteristicos para formar la matriz P.

S RN

La solucién de equilibrio es

1-1
e a1 1) o] 172
r=—(A-1)"b= {3 1] 2| = [—1/2|"
Puesto que [A1] > 1y |A2] > 1, el sistema diverge del equilibrio. Como z1(0) =
x(0) =1/2 y 22(0) = (1) = —1/2. La solucion del sistema esta dada por

] A K e R

ot o | F e

3t+3(-1)¢ 3t —(=1)¢
- 5, 12 = ———
4 4
3t+1 _ 3(_1)25 3t+1 + (_l)t
- Q2= —— .
4 4
Especificamente, la solucion de la ecuacion escalar es

_ 3 43(=1)F 1

4 2

donde
ay] =

a1 =

z(t) = z1(t)
Como —1 < (—1)* < 1 para todo t € Z],

t -1 t
lim x(t) = lim 34317 = o0.
t—o0 t—o0 4

3) En relacién al sistema

x(t+1)—z(t) — zy(t) = -1
17
z(0) =5, y(0) = 4,
la primera etapa es plantearlo bajo la forma
|:.’L’(t+ 1):| _ [au a12:| |:$(t):| + |:b1:|
y(t + 1) as1 G922 y(t) b2 ’
De la primera ecuacioén,

z(t+1) =a(t) + Sy(t) — 1.



Luego, reemplazando cone esta expresién en la segunda ecuacién, se obtiene

yt+1) = %y(t) —z(t+1)+ g
— o) = (a0 + o)1) + 5
:A%M@fﬂw+%3

De este modo

e[ g

Calculamos los valores y vectores propios

1
/\1 =35, V1= (_2?3)T
2
1
Ao =2, v = (=1,2)".
Asi,
g2 12t 02 -1 -
3 2010 1/3[3 2| -
Luego,

[ e (A R o) M P R
Finalmente, como (2(0), y(0))” = (5,4)”
3917t 41— 3092t 4 9. 3+
) s

1—t 1—t
320 =231 = Sk 43

2 Ecuaciones en diferencias no lineales

4) Tenemos
z(t+1) = ax(t)(1 —x(t)), a #0.

Recordemos que, si z* es un equilibrio,

Por ende, debemos resolver

*

¥ = az* (1 —z%).

O sea,

0=(a—1)z*—alz*)? =z"(a—1-—azr").
Esto implica que, o bien * = 0, 0 bien z* = O‘T’l Para caracterizas el equilibrio,
recordemos el siguiente resultado.



Teorema 1. Sea I un intervalo abierto de R y f : I — R, una funcion de clase
C'. Sea x* € I un equilibrio del sistema

2(t+1) = f(a(t)).

a) Si |f (x%)| < 1, entonces x* es La.e.
b) Si |f (z*)] > 1, entonces x* es inestable.

En este caso,
f(z) = az(l —z).
Luego,
fl(z) =a—2ax.
Asi, el equilibrio z* = 0 es inestable si || > 1 y lLa.e. si |a] < 1. Como esto se
cumple para todo z, el equilibrio es g.a.e.

Observacion. Si|f'(z*)| =1, el andlisis es mds exhaustivo.

f’(a1>a2a<al)2a.
a a

Por ende, el equilibrio es inestable si « <2 0 a > 2, y es La.e. si |a| < 2.

Por otro lado,

5) Por induccion,

1
1 =
() = 520
1 1
22(1) 2 50
1
z(3) = 22(2) _ 220
1
22(3) 24
x(2t) = xo
1
2t4+1) = —.
22t +1) =5
6) Tenemos z(0) = xg. Luego,
02 22
2 1) = x( _ -0
x(1)?2 22
O
2
2 _ Lo



Asi, en funcién de xg,

() = xo371/2, sizg >0
N (—1)t$03_t/2 si xg < 0.

Si 29 = 0, 2(t) = 0 para todo t € Z .
7) Los cinco primeros términos de la ecuacion z(t + 1) = f(x(t)) son
2(0) = 1,2(1) = 2,2(2) = 4,2(3) = 16, z(4) = 65536.

Veamos cual es la relacion explicita. Es decir, hallemos f(-). Vemos que x(4) =
273 2(3) = 2%(2) ... por ende,

3 Contracciones

Definiciéon 2. Se dice que la funciéon f : X C R — R es una contraccion si
existe Le R, 0 < L < 1, tal que

‘f(TQ)*f(Tl)‘ SL‘TQ*Tl‘ VTLTQ e X. (2)
El nimero L se llama constante de contraccion.

8) Tenemos

Veamos que f es una contraccion.

T2 — I
(o +1)(z1 +1)|

1 I
xo+1 a1 +1|

Como x1,x2 > 1,
(1‘2 + 1)(1‘1 + 1) > 4.

Asi,
1 1

.’E2+1_ZE1+1

—| T — T1]|-
| 2 1
0 sea, en particular, L= 1/4

Observacién. Note que, en particular, todo L > 1/4 cumple.

La funcion e® no es una contracciéon. Aplicar el Teorema del Valor Medio y
notas que f’(x) no esta acotada en los reales. En efecto,

fl(x) =e".



9) (Fibonacci)

Numero de mes Explicacion de la genealogia Parejas de conejos
Comienzo del mes 1 | Nace una pareja de conejos (pareja A). 1 pareja en total.
Fin del mes 1 La pareja A tiene un mes de edad. Se cruza la pareja A. 1+0=1 pareja en total.
Fin del mes 2 La pareja A da aluz a la pareja B. Se vuelve a cruzar la pareja A. 1+1=2 parejas en total.
Fin del mes 3 La pareja Ada aluz a la pareja C. La pareja B cumple 1 mes. Se cruzan las parejas Ay B. 2+1=3 parejas en total.
Fin del mes 4 Las parejas Ay B danaluz aDy E. La pareja C cumple 1 mes. Se cruzan las parejas A, By C. 3+2=5 parejas en total.
Fin del mes 5 A,ByCdanaluzaF, GyH.DyE cumplen un mes. Se cruzanA, B,C,DyE. 5+3=8 parejas en total.
Fin del mes 6 A,B,C,DyEdanaluzal, J,K Ly M.F, GyH cumplen un mes. Se cruzan A, B, C, D, E, F, Gy H. | 8+5=13 parejas en total.

Figure 1: Fibonacci.

x(1) =z(2)=1
z(t+2) =z(t+1)+x(t).
Los primeros términos de esta sucesiéon son:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,610, 987, 1597...
Haciendo
1 (t) = x(t)
zo(t) = z(t+ 1),

la ecuacién en diferencias de segundo orden puede plantearse de la siguiente

) (0 ) (), om0

Asi, como los valores propios precisamente son o = % y B = 1’2\/‘?’, dado
que' la solucion general es de la forma

z(t) = 1 AL + ey = cral + e 8t
Operando se llega al resultado deseado. Como
st+1) el =g
ot) Lot B
at+1 _ Bt—H
ol — Bt
ottt (1- &)

0-5)

Werificar analiticamente.



Como [B] < |al,
t g+
tlglolo at - tlggo at+l =0

Asi,
t-‘rl ﬁt+1
t+1 a (1—W)
lim z(t+ ): lim

t— t) t— Bt -
()

10) El modelo propuesto por el profesor Acemoglu en sus lectures es el siguiente
E(t+1)=sf(k(t)) + (1 = 0)k(t).

Este modelo tiene como origen los trabajos de Solow y Swan en teoria del
crecimiento. Para f(k) = k%, obtenemos el equilibrio resolviendo

E* = s(E")* + (1 - )k
Asi,
5\ o=
El equilibrio aumenta con s y disminuye con §, para 0 < o < 1 (f concava).
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