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1) Sea la ecuacion diferencial
7' (t) + z(t) = e (1)

Le! es la solucion (general), C' € R, reemplazamos con esta

Para verificar que z(t) = Ce™ + 3

expresion en (1):

2'(t) = —Ce " + %

t
1
() +x(t) = —Ce™" + % +Ce™" + éet = .

Asi pues, hemos verificado que z(t) = C’e‘ﬂ—%et es la solucion (general) a la ecuacion diferencial
2'(t) + z(t) = e'. Para encontrar la solucion que pasa por (0, 1), reemplazamos en la expresion
general de x(t), t = 0 e igualamos a 1:

1

Asi, C'=1/2. Por ende, la soluciéon que pasa por (0,1) es

el +et
z(t) = 5

2.1) Algebraicamente tenemos que ze' = C. Derivando respecto a t, se obtiene (regla de la
cadena y derivada de un producto):

d d

E(xetz) — wleta: —Fl’E(@tx)
=2'e"” + x(x + ta')e"”
= 2/ (1 + tz) + 2%

=0.
Pasando el término 22e’® del lado derecho,

e (1 +tz) = —a?e.



—tx

Multiplicando por e™** en ambos lados, se obtiene en efecto,

(14 tx)2’ = —2%

2.2) De manera analoga,

r? = 2at
d, , d
— = —(2at
5 (@7) = = (2at)
222’ = 2a.
Asi, 2’ = a/z. Por ende
2ta®  2ta’
N2 _ — — — /
Qt(llf) +a—%—%+a—2a—2x:p.
2.3) Dada la ecuacion algebraica
(1—t)z?* =+t
2? —ta® =t
E(af —tx?) =1°

2wx’ — x? — 2xa't = 3t?

Asi,

267 = 2(1 — t)a*a’
z(z® + 3t%) = x(2* + 22’ — 2° — 222't) = 2222’ — 222't] = 22°2/(1 — 1)

3) Sea
2tr + (1 + ).

/
Tr =
Si la funcion z(¢) pasa por (0,0), (0) = 0. Ahora, si z tiene un minimo local en ¢, = 0:
2(0)=0
2"(0) > 0.
Veamos.
2'(0) =2-0-0+0(1+0)
=0.
Por otro lado,
d
o Yo
2" = (")

d
= % (Bat 4t
g3t + )

=3z + 3ta’ + 1.



Como z(0) =0y 2/(0) =0,
2"(0)=1>0.

Esto prueba que x tiene un minimo local en ¢ = 0.

Recordemos que dada un ecuacion diferencial lineal de primer orden, del tipo

2'(t) = a(t)z(t) + b(t), (2)

la solucion general (no contempla condiciones de paso) es de la forma
o(t) = el Bt {C + / e’ a<s>d8b(t)dt] . (3)

4.1) Tenemos

o+ —x = :
27 4
Lo ponemos bajo la forma de la expresion (2):
r=—-x+ !
= T
Identificamos:
1
A
alt) &
1
bt) £ =
0=

La solucion general es entonces

z(t) = el —adt [C + /eft édsids}

t
—Ceitpest [ Car
4
e

1
5t

= Ce 2" 4ot
2

1
— Ce 3t 4 =
e —1—2

4.2) En este caso la ecuacion diferencial ya tiene la expresion general, por lo que, se puede

aplicar directamente el método de resolucion:

/ J—

r =—-—x+10

w



w(t) = el ~1 [C + /efldslodt}

=Ce '+ e_t/loetdt
= Ce t 4+ 10.

4.3) Expresamos la ecuacion diferencial

¥ —3x =27
bajo la forma de la ecuacion (2):
x' =3z + 27.
Resolviendo
a(t) = el 3 [C’ + /27eft 3d5dt}
= Ce* + ¢ / 27e 3 dt
=(Ce* -9
4.4) Dada
¥ =x+t,

aplicando (3)

2(t) = el 1 [C - / tel t—ldet}
= Ce' + et/tetdt

=Ce' +¢' [—(1+t)e]
=Ce' — (1+1).

/udv:uv—/vdu.

/ﬁteo‘tdt pt e ﬁ/ a’fdt+c_5t ﬁea%a

o

Recuérdese que:

Por ejemplo:

4.5) Sea finalmente la ecuacion diferencial

¥ = —2x + 2.



Aca

w(t) = el ~2 {C + / e sttht]
=Ce ™ 4 / et dt
2t 1
_ —2t 7 I W
=Ce " +e (2 5 + 4) e
t2

=Ce 4 — —

Ly
2 2

1
T
1 Variables Separables

Recordemos que una ecuacion de variables separables es de la forma

' = f(x)g(t)
5.1) En la ecuacion diferencial
dz
r_ T 2 —
z'=— r“+1=f(z)_1
= f(z) =9()
Resolviendo
d
T = dt
2 +1

d
Jai= ]
e+ 1
arctan(z) =t + C

x(t) = tan(t + C).

5.2) En la ecuacion diferencial



Resolviendo

d
Tt
r+1

/ d /tdt
z+1

t2
ln|x+1|=§—|—C’

x(t) = C’eé -1

5.3) En la ecuacion diferencial

, dx

_ar 2 _ 2
T = 7 xt + xt x t+1t°.
=f(z) =g(t)
Resolviendo
d
D= (t+)dt
d
/ < /t+t2
In|z| = +C

§ 5 2
t3 t2
z(t)=Ces*tz.

5.4) La ecuacion diferencial

d
Tx —xd—f:ewtvl—i-tQ

no puede expresarse bajo la forma de una ecuacion diferencial de variables separables.

6.1) Tenemos

' =tel —t
dx teh _t
— = te" —
dt

t2
x(t) = e't — €' _5+C'



6.2) Tenemos

6.3) Tenemos

Se debe tener t € I tal que
6.4) Tenemos

23(t) ¢
3 5+t+(]
t2
23(t) =3 (5+t+0)
t

e =t+1
Ldz

e"—=t+1
a T

edr = (t+ 1)dt

/efda: = /(t + 1)dt

2

e:§+t+C
t?
S+t C > 0.
tr' = z(1 —1)
dx
t— =x(1 -t
o = (1-1)
dx 11—t
dt
d 1—t
/I /—dt
Inlz|=In|t|-t+C
z(t) = Cyte ™.



6.5) Finalmente, tenemos

(1432 =tz

d

L+t =t
d t?
v g
x 1+

d 12
_x:/_dt
T 1+

1
In|z| = gln(t?’ +1)+C
z(t) = Cy(t3 + 1)1/3,

2 Ecuaciéon de Bernouilli
En relacién a las ecuaciones diferenciales de tipo de Bernouilli, recordemos que, cuando tenemos
a'(t) = a(t)z(t) + b(t)z(t), a € R,

con o # 0,1, aplicamos el siguiente cambio de variable y = x'~. Derivando, se obtiene

Y =(1—a)z™

= (1= a)a(t)y + b(t)].
Esta, es una ecuacion diferencial lineal en y. Al resolverla, sera posible obtener x.

7.1) Tenemos

¥ =x+ e’
Identificamos
a(t) =1
b(t) =€
a=2

y=(01-2)1-y+¢]

=—y—e.



Resolvemos,

— Ot _ e tS
e e
t
e
=Ce ' — —.
T
Ahora bien, z(t) = ya =yl Asi
1 2
t = = — .

7.2) Tenemos

Identificamos
a(t) = —1
b(t) = t
a=4.
La ecuacion diferencial para y = 217 = 273 es

y'=1-4[(-Dy+t]=3y—3t.
Resolvemos esta ecuacion diferencial lineal

y(t) = ol 3t |:€7ft33ds(_3t):|

= e’ + ¥ </ —Btegtdt>

1
:Ce3t+t+§.

—-1/3 -1/3
0 1 3
€T = _—_— = B ——————— .
Cedt +t+ 3 Chedt + 3t + 1

7.3) Considere la siguiente ecuacion diferencial

Por ende

tr' — (1+t)z = ta’.



Bajo la forma z' = a(t)z + b(t)x®, tenemos

Simplificando

1+t
x'zﬁ—k(%)x.

Usando el cambio de variable y = 2!7%, con o = 2 obtenemos

y':(l—Q)[(l—i—%)y—i—l}.

y(t) = e~ 10+3) {c+ / elﬂ(—l)dt}

_ Cef(tJrlnt) . e*(lH’lIlt) /etJrlntdt

Aplicando (3)

—t —t
G /tetdt
t t
Ce t et
- ~ -1
; —(t—1e
_Ce'—t+1
= . ,
Por ende,
) t —e't
x(t) = = .
Cet—t+1 Co+ (t—1)et
7.4) Sea

20 + 2% = ta.

Despejando para expresar x’ = F(z,t)

x,_x_x
t 2

1

t) = —
alt) =
1

La ecuacion diferencial obtenida con el cambio de variable usual, es

11 y 1
—1-2)(ry— =) =Ly
y=( )(2 t2> i T

10



Asi,

Finalmente, despejando para x

3 Sistemas Lineales
Recordemos que dado un sistema lineal del tipo
7 = Ax
conz € R"y A€ M, xn, n =2, la solucion general estard dada por, en caso Ay # Aq, por

At Aot

z(t) = cruie™’ 4 covge

Sid = Ay = A,
z(t) = crve™ + co(tv + w)eM.

con w solucién a

(A= M)w =w.
En caso A\, Ay € C, i.e.,

)\1:Q+iﬂ—>vlzr+i8

AM=a—if = vy =1r—1s
la solucién al sistema sera

z(t) = e [(c1 cos(Bt) + cosin(Bt))r + (cy cos(Bt) — 1 sin(Bt))s]

, (11

pAN) =1 -=XN)4 =N +2=X -5 +6.

8.1) Tenemos

El polinomio caracteristico es

11



Los valores propios son A\; = 2y Ay = 3. Los vectores propios, son respectivamente, v; = (1, 1)
y va = (1,2)T. Por ende:

Figure 1: Diagrama de fase.

x = 54x
T\=-1 1)

pA) =A% —6A+9=(A—23)

8.2) Tenemos

El polinomio caracteristico es

Por ende, A\; = Ay = A\ = 3. Primero calculamos v resolviendo v = (x,15)7 tal que Av = 3v.
Se obtiene, por ejemplo, v = (—2,1). Luego, obtenemos el vector propio generalizado

(A=3NHw=w.

() ()= ()

Podemos, por ejemplo, tomar w = (—1,0)%. Asi,

z(t) = ¢ (_12) e+ ey <_2tt+ 1) e

12

Esto es



406F -

o

20+

o

8.3) Tenemos

El polinomio caracteristico es

Los valores propios son \; = 1y Ay = 4. Los vectores propios, son respectivamente, v; = (1,0)

y v = (1,3)T. Por ende:

Figure 2: Diagrama de fase.

, (11

p(A) = A2 — 5\ +4.

Figure 3: Diagrama de fase.

13
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8.4) Tenemos
d= (3 TH)
4 -1

p(AN) =X =22 +1=(\-1)%

El polinomio caracteristico es

Por ende, A\; = Ay = XA = 1. Primero calculamos v resolviendo v = (z,x2)7 tal que Av = v. Se
obtiene, por ejemplo, v = (1,2). Luego, obtenemos el vector propio generalizado

(A—Tw = .

() ()= ()

Podemos, por ejemplo, tomar w = (1,1)7. Asi,

Esto es

4+

|
N

|
o
N

Figure 4: Diagrama de fase.

4 Sistemas Lineales no homogéneos

Si se tiene
¥ =Ar+b

14



la solucién seré
x=2xp+ X

o= () = (1) e (a)
w=- (50 =)
x(t) = (8) — G) cre @ . @ |

9.2) Finalmente, para el sistema
(5 4, (2
T - 1)

ya tenemos que la solucién homogénea es

-2\ - —2t+ 1)\ -
Z’h(t) =C ( 1 ) 63t + ¢ ( t+ ) 63t.

e ()05
o(t) = o (‘12) & 1 e, (‘Qtt+ 1) L (_35) |

con x, = —A7'D.

9.1) Ya se tiene

Calculamos tinicamente

Asi,

Basta con obtener z,:

Por ende,
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