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1. Sea el siguiente sistema no lineal
A
zy = f(21,22)
A
zy = g(21, 22).
Diga si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas:

a) Si el determinante de la matriz Jacobiana evaluada en el equilibrio z* es
negativo, este se comporta localmente como una silla.
(2 puntos)
b) Si el determinante de la matriz Jacobiana evaluada en el equilibrio z* es
igual a cero, este equilibrio es hiperbdlico.
(2 puntos)
¢) Si los valores propios de la Jacobiana evaluada en el equilibrio * cumplen
que A2 >0y A1 4+ Ao < 0, entonces el equilibrio es inestable.
(2 puntos)

d) Si f(z1,22) = e¥1722 y g(xq, 22) = 2% +23, el sistema no posee equilibrios.

(2 puntos)

a) El determinante de una matriz estd dado por el producto de sus valores
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propios'. En el caso 2 x 2
det(A) = A As.

De este modo, si det(A) = A\ A2 < 0, se tiene que cumplir (s.p.d.g) que
A1 <0< Ao

Asi, la proposicion es verdadera pues, sabemos que este tipo de equilibrios corre-
sponde a una silla. Note que no pueden estar en C pues 2z = |z| = \/2? + 23°.

b) Si |A| = 0, no puede tenerse en cualquier caso, que los valores propios tenga
parte real no nula. Considere por ejemplo

1 0
A= <O 0> .
|[A] =0y A; =1 pero A2 = 0. O sea, si |[A| = 0 el equilibrio no tiene porque ser

hiperbdlico. Asi, la proposicién es falsa.

C) Si AtA2 > 0, o bien A, A3 > 0 o0 bien Ay, A2 < 0. Luego, si A+ AL <0,
esto implica que A1, A2 < 0. En efecto, de ser ambos valores propios positivos,
A1+ A2 > 0. Por ende, ambos valores propios son negativos; lo cual implica que
el equilibrio es estable. Asi, la proposicion es falsa.

d) Si f(z1,z0) = e*rFe2 x1,22) > 0 (la exponencial es positiva). Por ende

b b ) )
el sistema no puede tener equilibrios; en ningtn caso se tiene simultdneamente
que x5 =0y a5 = 0. La afirmacién es entonces verdadera.

2. Se sabe que el sistema dindmico que se presenta a continuacién tiene como
tnico equilibrio no hiperbélico al punto (0, 0)

o’ = f(z,y)
y' = g(z.y).
Si al pasar a coordenadas polares el sistema adquiere la forma
7= (1-a*)r
0 =2,

resuelva lo siguiente

1En efecto, A = PJP~12. Luego,
det(A) = det(PJP™1)
= det(P)det(J)det(P1)
1

= det(P)det(J)

det(P)
= det(J)
n
= A
j=1
3La notacién, |-| es la del médulo de un niimero complejo. Por otro lado, Z es el conjugado.



a) Analice el comportamiento de las trayectorias en funcién del pardmetro
aceR.

(4 puntos)

b) Tomando a = 1/2, esboce el diagramas de fases cerca del equilibrio (0, 0)
en el plano X —Y.

(2 puntos)

Recuerde que al pasar a coordenadas polares, teniendo en cuenta todos los
supuestos (tnico equilibrio (0,0) y es no hiperbdlico), se tiene que r mide la
distancia al origen de coordenadas,

r =2 +y2

Por ende, si ' > 0, las trayectorias se alejan del equilibrio. Si 7’ < 0 las trayec-
torias se acercan al equilibrio. Finalmente, en el caso ' = 0, las trayectorias
se mantienen a una distancia constante formando circulos. Luego, teniendo en
cuenta que

d
0’ = — arctan (g) =2>0,
dt x
se puede asignar los siguientes comportamientos en funcién de a:

e Si 7’ > 0, las trayectorias se alejan en espirales, rotando en sentido anti-
horario. Eso sucede cuando 1 — a? > 0, o sea, |a| < 1.

e Si ' = 0, las trayectorias se comportan como circulos concéntricos (el
centro es el origen) rotando en sentido anti-horario. Esto sucede cuando
o ==+£1.

¢ Finalmente, si |a| > 1, ' < 0. Por ende, las trayectorias se acercan en
espirales, rotando en sentido anti-horario.

Localmente, se tienen los siguientes comportamientos en funcién de a € R.



Figure 2: |a| > 1.
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Figure 3: a = £1.

El caso a = 1/2 corresponde a la figura (1). En efecto,

1 2
1—a2:1—<§) =1-

Esto no es consecuencia de que o = 1/2 > 0, es consecuencia de que 1 —a? > 0.

3
=Z>0
4>

=]

3. Considere el siguiente sistema no lineal

x' = f(z,y)
Y =g(z,y)

cuyo diagrama de fases es el siguiente:
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Figure 4: Diagrama de fases. En azul 2’ = 0 y en naranja y' = 0.

Resuelva lo siguiente:
a) Encuentre los equilibrios. (2 puntos)

b) La matriz Jacobiana de este sistema es la siguiente:
J— —2r—-3y+2 3w
o 2y 2r—1)°
Determine los equilibrios para los cuales es posible aplicar el teorema de
Hartman-Grobman.

(2 puntos)

¢) De acuerdo con el teorema de Hartman-Grobman, jqué tipo de estabilidad
tienen los equilibrios encontrados?

(2 puntos)

a) Los equilibrios, por anélisis gréfico (cruce de isoclinas) son

P = (0,0)
Py =(1/2,1/2)
P; = (2,0).

b) Evaluando en (0, 0)
“ 2 0
J(P) = (O _1) :



Luego, los valores propios de esta matriz son \; =2 y Ay = —1. Como la parte
real es no nula, son hiperbdlicos, y por ello, se puede aplicar HG.

Andlogamente, para Py
" -1/2 =-3/2
J(Pz):( /2 =3 )

Luego, los valores propios son A\ o = —1/4+i+/23/4. El equilibrio es hiperbdlico
(parte real no nula) y por ende, el teorema de HG puede aplicarse.

o _ [—2 —6
= (2 ),
Los valores propios son \; = —2 y Ay = 3. El equilibrio es hiperbdlico (parte
real no nula) y por ende HG puede aplicarse.

Finalmente, para Pg

¢) Recordemos que el teorema de HG nos asegura que, en caso el equilibrio de un
sistema no lineal sea hiperbdlico, se comporta, localmente, como el equilibrio
del SLA (Sistema Lineal Asociado). Por ende, en contraste con la imagen,
podemos afirmar que el equilibrio (0,0) se comporta localmente como una silla,
el equilibrio (1/2,1/2) como un sumidero, y finalmente, el equilibrio (2, 0) como
una silla.

Lima, 28 de mayo del 2022.



