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Observacion: La solucion de la PC debe ser colgada en PAIDEIA como maximo hasta las
10.15 a.m. Después de esa hora, ningiin documento sera aceptado.

Pregunta 1.a) Dado € R, nos preguntamos para que valores (o valor), el equilibrio es unico.
Recuerde que un equilibrio a un sistema dinamico del tipo 2/ = Ax, con A € Moy es aquel
punto z € R? tal que Az = 0. De manera inmediata note que x = (0,0)” cumple. Luego, para
que este sea el nico equilibrio, debe cumplirse que det(A) # 0. Esto es lo mismo que verificar
que la solucion al sistema de ecuaciones:

51‘1 + 9[L’2 =0
371 + B3 =0

es tinicamente el (0,0). Luego,

det(A) = |7 9

=l g = —21.

Asi, si 8 # V27 = 3, se cumple que el tnico equilibrio es (0,0)7. Caso contrario, se generan
infinitos equilibrios, a lo largo de una recta.

Pregunta 1.b) Si § = 2, el sistema queda
= 29 x
- \3 4

= Calculamos el polinomio caracteristico.

Luego,

= Encontramos los valores propios.

= Se obtienen los vectores propios.

= Se plantea la solucion general (pues no hay condiciones de paso): z = creMtuy + cpe?tu,.

Veamos.



1. El polinomio caracteristico (det(A — A\I)) es
p(A) = A% — 6 — 19.
2. Los valores propios son \; = 3 — 27 vy =3+ 2V/7.

3. Los vectores propios asociados son (resuelva Av = \v)

o — (—1—32\/7)7 vy — (—122\/7)'

Asi, la solucion general es

2(t) = ¢V (_1 _32ﬁ> + peBt2VT)E (_1 -;2\/7) .

Pregunta 1.c) Como \; < 0 < )y, el equilibrio es inestable tipo silla (verifique que 2v/7 > 5).
Luego, para trazar el diagrama de fases, observe que

2
>0 = :v2>—§x1
2

<0 = x2<—§x1

, 3

Ty >0 = x2>—1x1
3

.17,2<0 — Iy < —Z—ll‘l.

Luego:

Figura 1: Diagrama de fases.



Pregunta 2.a) Para hallar el equilibrio del sistema

- D))

se obtiene(n) el (los) punto(s) tal(es) que

ZL‘/1:6JI1+\/7£U2+3:0

oy =3x2+1=0.
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene (x}, x3) = (%ﬁ, —1/3).

Pregunta 2.b) La solucion al sistema es de la forma = = xj, + z,. Luego, para encontrar xy,
se resuelve 2’ = Az. De manera usual, primero se calcula p(\):

p(A) = (6=X)(3B—A).

Los valores propios son por ende A\ = 3 y Ay = 6. Luego, resolviendo Av = Av, se obtienen los

vectores propios:
—/7 1
e (37 e o)

oat) = c16¥ (‘f) + et <(1)> .

Finalmente, como x, = —A~'b = z*,

co-a () oo () (F)

Pregunta 2.c) Finalmente, el equilibrio es inestable tipo repulsor pues ambos Aj, Ay > 0. No
se pedia el diagrama de fases pero es el siguiente:

Luego,

Figura 2: Diagrama de fases.



Pregunta 3.a) Dada la ecuacion diferencial
22" + 182" — 122 = 0, x(0) = 1,2/(0) = 1,
haciendo el cambio de variables 21 = x y x9 = 2/, se obtiene el sistema lineal

:a’,’2

—~

T

ry = —9x9 + 611.

()6 ) ()

Pregunta 3.b) Se resuelve el sistema lineal.

Esto es,

1. Los valores propios son Ay = =245 y ), = =90

2. Los vectores propios asociados a los valores propios son

() o ()

12 12

3. Luego,

(P10) (0 (0 YI09) () (94 V109

o (1) 12 12

4. Usando las condiciones iniciales ;(0) = z(0) = 1 y 22(0) = 2/(0) = 1 se tiene que

¢1(9 — V105) + ¢2(9 + V105) = 1

1261 + 1202 = 1.

. _ 94+/105-12 _ /105—9+12
Asi, ¢ = 2av105 Y @27 Toui0s

5. Finalmente, como z(t) = z1(t),

o= <9+2% 12) <9—m>e<‘9‘2m>t+<@ = 12) (0-4v/T05)e (),

Pregunta 4) Dado el sistema
' =3z — 2y

y =5r+ 3y,



se tiene que

3
:c’>0=>y<§x

3
x'<0———>y>§x

Yy >0 = y>—10x
Yy <0 = y<—10z.

En base a lo previo, trazando el campo vectorial, se observa que el equilibrio es inestable (en
espiral) tipo fuente. Las trayectorias rotan en sentido anti-horario.
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Figura 3: Diagrama de fases.

Note que estas mismas conclusiones podian deducirse si calculaba los valores propios de la

matriz asociada al sistema:
A 3 =2
- \5 1/2)7

A= ;Z — i%ﬁ yV Ay = ;i + i%ﬁ. Como la parte real a > 0, es fuente.



