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1) Con respecto al problema

max Y B'/e(t)

sa. x(t+1)=(1+r)z(t) —c(t),
z(0) = xo.

1. ;Qué tipo de problema se esta resolviendo?

Es un problema de programacion dindmica. Particularmente, podemos intuir que se trata
de un problema de consumo intertemporal por la estructura del funcional objetivo y la

restriccion.
2. ;Qué valores puede o debe tomar 57

En este caso,  es una tasa de descuento. Idealmente, para que tenga sentido el problema,
0 < B < 1. Que sea positiva asegura que el consumo en cada periodo genere utilidad
adicional, congruente con el axioma de monotonicidad, mientras que su acotaciéon superior
con 1 nos dice que el consumo futuro es cada vez ponderado menos, congruente con que

los agentes tienen algiin grado de impaciencia.
3. ;Cual es la variable de control y cudl es la variable de estado? ;Qué representan?

En este caso, ¢(t) es el consumo en el instante ¢ y es la variable del control, pues el hogar /el
agente escoge su consumo. Por el otro lado, z(t) es la riqueza del agente, y es la variable

de estado. Entonces, el agente maximiza su utilidad, funcién de su consumo, considerando



que en cada periodo la riqueza que tiene la divide entre consumo y ahorro, el cual rinde

un interés r al siguiente periodo.
4. Obtenga z*(t) y c¢*(t).

En este caso, solo hay tres periodos a considerar, por lo que podemos resolver el problema

recursivamente. En el ultimo periodo (¢t = 2), el valor (sumado) viene dado por

V(2) = /e

Considerando la ley de movimiento para x(t) en este periodo nos dice que z3 = (1 +
7y — s = c3 = (1 +1r)cy + x3. Como la utilidad es creciente, el agente debe agotar
todo su riqueza (consumiendo) en el dltimo periodo (z3 = 0). Entonces ¢o = (1 + r)xs.

Reemplazando tenemos
V(2) = B2/ (1 +r)as.
Ahora, en el periodo 1 tenemos que el valor es

V(1) = mix 8/ + V(2)

es decir,
V(1) = mix [Bye + 8/ (1 + 1)z

que, considerando que xo = (1 + 7)1 — 1, €s

V(1) = mix [By/er + 82T+ D[+ e —al |

que es

V(1) = méx [Wa VI ) — CI] ,
Cc1
Como lo que estamos maximizando es concavo en ¢, de haber un punto estacionario, este

debe ser maximo (i.e. hay solucién interior). La CPO es

5 BVIET
2\/0_1 2 (1 + 7')33’1 — (1

=0.

cuya solucién es
147

SRR

Entonces, reemplazamos obteniendo,

C1 Zy.

V(1) = BV1+ry/1+ B2(1+71)/z;.
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Finalmente, en el primer periodo tenemos entonces que

V(0) = méx [\/c_o+ﬁx/1 +ry/1+ 821+ r)\/w_l] :

es decir,

V(0) = méx [\/a+ BV /14 B2+ 1)/ + w0 — co] .
co
Buscamos una solucién interior al igual que antes. La CPO es

1 BVI+ry/1+B%(1+7)
2\/co 2/ (L +7)xg — o

=0

cuya solucién es
1+r

R (e R (e

Dado esto, podemos reconstruir la trayectoria de x;. En particular

xo.

*

Ty = Zo
B L+r A+ (14 r)?
T A )+ B2 T T () A2
1+7 BA+r)* + 81 +r)°

] = (1+7r)zg Zo

xy=(14+r)r; — Ty = xo.
2= )0 = )™ = T2 280+ 1) + 21 + 2 4 B+
Dada esta, la trayectoria c; es
Cy = Lo,
1B+ )+ B 142
@

:—I7
14+ B2(147r)"
cy=(14+r)x

2) Considere el siguiente problema de maximizacién

mMAax Z [1—2?(t) — 2u*(t)]
sa.: z(t+1) =xz(t) — u(t)
z(0) = .

Identifique la variable de control y la variable de estado. Resuelva el problema aplicando

las ecuaciones de Bellman.



La variable de control es u mientras que la de estado es x. Considerando que

F(z,u,t) =1—2? — 2u?

f(:c,u,t) = Ty — Ut

entonces, las Ecuaciones de Bellman vienen dadas por

or . 9f _
aut t+laut )
or L 0f
axt Hl@xt t*
Esto es
—duy — JI,, =0

Despejando en (1), obtenemos

£+1 = —du,
que, reemplazado en (2), es
—2.Tt — 4ut = ‘]1;
Adelantamos un periodo, obteniendo
t’+1 = =221 — dup
que, reemplazando en (3), es
—2xq1 — dug = —duy

y, reemplazando la ley de movimiento de x;, es
—Q(It — Ut) — 4ut+1 = —4Ut

despejando, tenemos entonces

Upy1 = —51} + §Ut

y, por ende, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones en diferencia

Ti41 o 1 —1 Tt

1
U1 -3 3 Uy



cuya solucién es
x -1 2
‘| =4 2+ B || 2
Ut 1 1
Ahora bien, esta debe satisfacer 2(0) = x¢ y, ademas, de (1) en 7', tenemos —4dup—Jyp,, =

0, que, como Jp,; = 0, implica que uy = 0. Entonces, tenemos que

(2B —z0)2" + B27" =0

por lo que
Zo

B=—"_
242727
—2_2T_1ZL’0

T l42T
Con lo anterior, quedan determinadas las trayectorias x; y u;.

3) Con respecto al problema

max Z B In(c(t))

s.a. x_(t +1) = (1+7r)x(t) — c(t)]
x(0) =z
1+rp<1

1. ;Qué tipo de problema es? ;Cudl es el interés de la formulacién con horizonte de

tiempo infinito?

Es un problema de programacion dinamica con horizonte infinito. Particularmente, pode-
mos intuir que se trata de un problema de consumo intertemporal por la estructura del
funcional objetivo y la restriccién. Lo interesante de estos problemas es que 1) representan
(usualmente) el problema de un hogar, en el que los miembros no viven para siempre, pe-
ro, sin embargo, el hogar continia existiendo (pues se hereda la riqueza) y, en este marco,

2) las decisiones de consumo de cada instante tienen efectos con horizonte infinito.
2. (Se puede asegurar que se alcanza el maximo?

Si, la condicién (1+47)5 < 1 es suficiente para que la suma sea finita y, por ende, se pueda

alcanzar el maximo.



3. Resuelva el problema via ecuaciones de Bellman. Tenga en cuenta que x(t) debe
estar acotado; es decir, th’m x(t) # oo
—00

Las Ecuaciones de Bellman en valor presente son

OF , Of
aCt + /BJt—&—la_Ct - 07
oF of
RN e M 1
81} + 5 t+l 8$t t
Considerando que F(x,c,t) =1In(c;) y f(z,¢,t) = (1 4+ 7)(z; — ¢;), esto es
1 !/
C_t — (1 +7)BJ =0,

(L+7)BJ4 = ;.

Podemos despejar en (4), obteniendo

e
Ct t
que, adelantado un periodo es
=J 6
— =Tl ©)
Reemplazando (6) en (5), tenemos
1 (A+nrs 0
Ct Ct+1

por lo que

cr1 = (1+7)Be

y la trayectoria es entonces
et = co(1+7)3
Ahora, reemplazando nuestra solucion en la ley de movimiento de z;, obtenemos

T = (14+7)z — co(1 4 7)1 3

cuya solucién es

= (:Eo— 1C_Oﬂ) (1+7“)t+—1c_065t(1+7“)t

Sin embargo, para que x; sea finito, el primer coeficiente debe ser cero; esto es

co=(1—B)zo
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y, la solucion al problema resulta
¢t = (1= B)ag(1 +7)'5"
4) Un modelo de ajustes de costos. Considere una firma con tecnologia
y(t) = f(k(1)), t € Zy

f R — R, continua, diferenciable y estrictamente creciente. Note que esta firma opera

unicamente con stock de capital. La firma desea maximizar sus beneficios traidos a valor

presente:
> B'x(t), B €(0,1)
donde
w(t) = (kD) ~ 1(1) — ST(1)

Por otro lado, asi como en el modelo de Solow,

k(t+1) = I(t) + (1 — 6)k(t).

Suponga finalmente que el capital estd acotado, de manera que k(t) € [0, k].

1. Plantee el problema de programacién dinamica que enfrenta la firma. Identifique

sus costos, la ecuacion de estado, la variable de estado y la variable de control.

El problema es

mix Y8 | ) - 1) - S0
sa. k(t+1) = I(t)+ (1 — 6)k()

k(O) = X

2. Interprete la estructura del problema: parametros, tecnologia de la firma.

En cada periodo la firma produce f(k;), pero debe invertir /(t) e incurre en un gasto
adicional %If, siendo la diferencia la ganancia en cada periodo, la cual es ponderada con
la tasa de descuento [3*. Sobre la restriccién, el capital k; de cada periodo es el capital del
periodo anterior k;_;, menos la depreciacién realizada en el mismo, dk; 1 y al que se le

suma la inversion del dltimo periodo, I;_;. El control es I; y el estado es k;.
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3. Plantee las ecuaciones de Bellman.

Estas son

—(§li+1) + BJ, = 0. (7)

f'(ke) + B(L = 0)J )y = Ji, (8)

4. Establezca una dinamica para la inversion.

Podemos despejar en (7), obteniendo
5‘]2{+1 - glt +1 (9)

que reemplazamos en (8)
f'k) + (1 =0)(EL+1) = J;

y, avanzamos un periodo
(k) + (1= 0)(ELa + 1) = Jiyy

para reemplazar en (9)

Bf (ker) + (L =0)(ELipr +1)] = €L+ 1

que nos muestra finalmente que

I - §ly — Bf (ki) +1— (1 —0)
e BE(1—0)

es decir
L — Bf (L + (1 —0)k) +1— (1 —0)
BE(1 —9) '

]t—l—l =



